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Vorwort. 


Als  der  Verfasser  die  Bearbeitung  der  „Threorie  der 
Kegelschnitte,  gestützt  auf  projektiyische  Eigen- 
Schäften'^  (Jacob  Steiner's  Vorlesungen  über  synthe- 
tische Geometrie,  II.  Teil,  zweite  Auflage,  B.  G.  Teubner 
Leipzig  1876)  beendigt  hatte,  sah  er  sich  der  gröfseren  Auf- 
gabe gegenüber,  die  Eigenschaften  der  einfachsten  räum- 
lichen Erzeugnisse  projektivischer  Gebilde  d.i.  der  Flächen 
2.  0.  und  der  Baumkuryen  3.  0.  gleicherweise  in  einer 
einheitlichen  und  möglichst  yollständigen  Darstellung  zu- 
sammenzufassen, um  den  yon  J.  Steiner  in  seinem  Haupt- 
werke: „Systematische  Entwickelung  der  Abhängig- 
keit geometrischer  Gestalten  yon  einander'^  (Berlin 
1832)  yoi^ezeichneten  Plan  weiter  auszuführen. 

Hierbei  standen  dem  Verfasser  weder  Ausarbeitungen 
St  einer 'scher  Vorlesungen,  die,  wenn  überhaupt,  wohl  nur  in 
sehr  früher  Zeit  über  diese  Gegenstände  gehalten  worden  sind, 
noch  hinterlassene  Manuskripte  zu  Gebote,  mit  Ausnahme 
derjenigen,  welche  C.  F.  Geiser  in  dem  Borchard tischen 
Journal,  Bd.  68,  S.  191,  yeröffentlicht  hat.  Dagegen  ist  in  der 
„systematischen  Entwickelung''  selbst  die  Grundlage  für  die 
Behandlung  der  geradlinigen  Flächen  2.  0.  (d.  h.  derjenigen, 
deren  Erümmungsmafs  Null  oder  negatiy  ist :  Eegel ,  einfaches 
Hyperboloid ,  hyperbolisches  Paraboloid)  gegeben.  Die  Erzeu- 
gung der  nicht^geradlinigen  Flächen  2.  0.  (d.  h.  derjenigen 
mit  positiyem  Erümmungsmais:  Ellipsoid,  zweischaliges  Hy- 
perboloid, elliptisches  Paraboloid)  und  der  Baumkurye  3.  0. 
yermittelst  projektiyischer  Gebilde  zweiter  Stufe  hat  J.  Seide- 
witz, den  Spuren  Steiner's  folgend,  auseinandergesetzt 
(Grunert's  Archiy  f.  Math,  und  Phys.  Bd.  VH,  VIII,  IX,  X), 
nachdem  schon  früher  Moebius  in  seinem  „barycentri- 
schen  CalcuP'  und  Chasles  in  seinem  „Aper9u  histo- 
rique"  auf  die  Raumkuryen  3.  0.  hingewiesen  hatten. 


VI  Vorwort. 

Währcmd  die  Fläch«ii  2,  O.  Mit  Uoger  Zeh  der  Gegen- 
fttand  analjtiicher  L'Dtennicbnngen  gewesen  and  in  ihren 
hafjptiia/:biicluten  EigeoBcbafteo  erforscht  waren ,  rerdanken 
wir  die  genauere  Bekanntschaft  mit  den  Raamknrren  3.  O. 
dem  um  die  Entwickelong  der  synthetischen  Geometrie  so 
hochverdienten  Forscher  Chasles,  welcher  in  den  Comptes 
rendus  von  18d7  ihre  Erzeugung  durch  projekÜTische  Ebenen- 
bfischel  und  eine  grobe  Anzahl  ihrer  wesentlichsten  Eigen- 
schaften ohne  Beweis  mitteilte.  Nachdem  hierdurch  die 
Aufmerksamkeit  der  Geometer  auf  diese  merkwürdigen  doppelt- 
gekrümmten  Linien,  welche  eine  grofse  Analogie  mit  den 
Kegelschnitten  in  der  Ebene  erkennen  lassen,  hingelenkt  war, 
wurden  dieselben  der  Gegenstand  mehrfacher  Untersuchungen, 
unter  welchen  vornehmlich  diejenigen  von  L.Cremona(Bor- 
cbardt's  Journal  Bd.  58,  60,  6.3)  zu  neuen  Eigenschaften 
führten.  Chasles  war  es  auch,  der  in  den  Noten  zu  seinem 
Apercu  historique  diejenigen  Eigenschaften  der  Flächen 
2.  O.  vollständig  aufgedeckt  hat,  welche  den  Brennpunkts- 
eigenschaften der  Kegelschnitte  analog  sind,  obwohl  Stei- 
ner in  seiner  ersten  Abhandlung  in  Crelle's  Journal 
(„Einige  geometrische  Sätze''  Bd.  I,  S.  38)  von  einem  etwas 
verschiedenen  Gesichtspunkte  aus  schon  die  „Fokalkegel- 
schnitte'' der  Fläche  2.  0.  andeutete. 

Den  allgemeinsten  Standpunkt  für  die  Betrachtung  der 
Fläche  2.  0.  mit  Einschlufs  derjenigen,  welche  ganz  ima- 
ginär ist,  gewann  v.  Stand t  in  dem  „räumlichen  Polar- 
systeni"  (Geometrie  der  Lage,  1847  und  Beitruge  zur  Geometrie 
<ler  Lage,  185<)— 1857)  und  kam  auf  denselben  auch  in  seiner 
letzten  Schrift:  „Von  den  reellen  und  imaginären  Halb- 
nioMSurn  der  Kurven  und  Flächen  2.  0.*'  (Nürnberg  1867) 
wieder  zurück. 

Don  von  der  ältesten  bis  zur  neuesten  Zeit  aufgesammelten 
reichen  Schatz  von  Sätzen  und  Eigenschaften  der  Flächen 
2.0.  und  der  Uaumkurven  W.O.  nach  Steiner's  Prinzipien 
einheitlich  zu  ordnen,  ihren  naturgemälsen  Zusammenhang 
darzulegen  und  sie  mit  den  einfachsten  Mitteln  abzuleiten 
war  das  Bestreben  des  Verfassers;  er  würde  dabei  auf  Voll- 
ständigkeit der  Resultate  Verzicht  leisten,  wenn  es  ihm  ge- 
lungen wäre,  die  Quollen  aufzudecken  und  klarzulegen,  aus 


Vorwort.  VII 

denen  die  wesentlichsten  sowohl  deskriptiven  ^  als  auch  metri- 
schen Eigenschaften  dieser  räumlichen  Figuren  entspringen; 
denn  ;;Wenn  jemand  alle  bis  jetzt  bekannt  gewordenen  Sätze 
und  Aufgaben  nach  den  bisher  üblichen  Vorschriften  zu  be- 
weisen und  zu  lösen  sich  yomehmen  wollte,  so  wäre  dazu 
viel  Zeit  und  Mühe  notwendig,  und  am  Ende  hätte  man  doch 
nur  eine  Sammluug  von  aus  einander  liegenden^  wenn  auch 
sehr  scharfsinnigen  Kunststücken,  aber  kein  organisch  zu- 
sammenhängendes Ganze  zustande  gebracht^'   (Syst.  Entw.). 

Von  gleichen  Gesichtspunkten  gehen  zwei  gröfsere  Werke 
auS;  durch  welche  die  Literatur  der  synthetischen  Geometrie 
in  neuerer  Zeit  bereichert  worden  ist,  ei*stens  die  ;,Prelimi- 
nari  di  una  teoria  geometrica  delle  superficie  di  L.  Cre- 
mona  (Bologna  1866),  dessen  berühmter  Verfasser  die  Eigen- 
schaften der  algebraischen  Oberflächen  beliebig  hoher  Ordnung 
und  Klasse  und  insbesondere  ihre  Polaritätsbeziehungen  zum 
Gegenstande  seiner  Untersuchungen  gemacht  hat^  und  dem- 
gemäis  auf  die  besondere  Betrachtung  der  Flächen  2.  O.  nur 
kurz  eingehen  konnte,  und  zweitens:  ;;Die  Geometrie  der 
Lage''  von  Th.  Reye  (II.  Aufl.  Hannover  1877),  welches 
sich  in  vielen  Punkten  mit  dem  vorliegenden  Buche  berührt. 
Während  Reye 's  vortreflliches  Werk  sich  allgemeinere  Aus- 
gangspunkte gewählt  und  weitere  Grenzen  gesteckt  hat,  indem 
es  die  projektivischen  Gebilde  dritter  Stufe,  die  Strahlen- 
systeme und  -komplexe,  die  Fläche  3.  0.  und  das  Flächen- 
gebüsch in  den  Kreis  seiner  Betrachtung  zieht,  war  es  die  Ab- 
sicht des  Verfassers  vorliegenden  Buches,  auf  die  Erforschung 
der  wesentlichsten  Eigenschaften  der  beiden  einfachsten 
Erzeugnisse  projektivischer  Gebilde  im  Räume:  Der  Hache 
2.  0.  und  der  Raumkurve  3.  0.  sich  zu  beschränken,  und 
auf  diesem  engeren  Gebiete  eingehender  und  mit  den  ein- 
fachsten Iditteln  zu  Werke  zu  gehen.  Die  Resultate  der 
Einzelforschung,  welche  sich  im  Laufe  der  Betrachtung  dar- 
boten, sind,  soweit  es  dem  Verfasser  bekannt  war,  auf  ihre 
Urheber  zurückgeführt  worden  (Magnus,  Hesse,  Dande- 
lin,  Salmon,  Joachimsthal,  Jacobi,  Mac-Cullagh, 
Townsend,  Heilermann,  Geiser,  Sturm,  Lüroth, 
Beyer,  Vogt,  Reim,  H.  Müller,  Schönflies  u.  v.  a.). 

Der  Gang  der  Betrachtung  bot  sich  von  selbst  dar:  Im 


VIII  Vorwort. 

ersten  Abschnitt  werden  die  Erzeugnisse  der  projek- 
tivischen  Gebilde  erster  Stufe  (gerade  Punktreihe,  ebenes 
Strahlenbüschel,  Ebenenbüschel)  im  Räume,  nämlich  die  gerad- 
linigen Flächen  2.  0.  und  die  Raumkurve  3.  0.  behandelt, 
nachdem  das  Ebenenbüschel  als  neues  Grundgebilde  zu  den 
aus  der  Ebene  bekannten  beiden  Grundgebilden  hinzugenom- 
men und  eingeführt  ist.  Durchweg  konnte  sich  der  Verfasser 
auf  die  als  bekannt  vorausgesetzten  Eigenschaften  der  Kegel- 
schnitte stützen  und  hat  sich  überall  auf  die  von  ihm  heraus- 
gegebene „Theorie  der  Kegelschnitte''  (s.  o.)  bezogen. 
In  den  Mittelpunkt  der  Betrachtung  treten  naturgemäfs  die 
Polareigenschaften,  und  diese  führen  zugleich  von  den  reellen 
Erzeugnissen  zu  erweiterten  BegriflFen:  1)  vom  Kegel  zum 
Polarbündel,  welches  dem  ebenen  Polarsystem  dual  gegen- 
übersteht; 2)  vom  einfachen  Hyperboloid  zum  räumlichen 
Polarsystem;  3)  von  der  Raumkurve  3.  0.  zum  Nullsystem. 
Das  räumliche  Polarsystem  stellt  sodann  die  Verbindung  her 
zwischen  der  geradlinigen  und  der  nicht-geradlinigen  Fläche 
2.  0.  und  führt  ungezwungen  auf  die  Konstruktion  dieser 
Ifläche  durch  reziproke  Bündel.  Als  besondere  Fälle  treten 
das  bisher  weniger  eingehend  betrachtete  orthogonale  Hyper- 
boloid und  das  gleichseitige  Hyperboloid,  sowie  der  ortho- 
gonale und  der  gleichseitige  Kegel  zu  dem  bekannteren 
gleichseitig-hyperbolischen  Paraboloid  hinzu,  welches  gewisse 
Eigenschaften  beider  besonderen  Hyperboloide  in  sich  ver- 
einigt. Von  der  Raumkurve  3.  0.,  die  als  Erzeugnis  dreier 
projektivischen  Ebenenbüschel  eingeführt  wird,  sind  die 
hauptsächlichsten  Eigenschaften  auf  möglichst  einfachem 
Wege  abgeleitet,  sowie  ihre  Identität  mit  dem  ihr  dual 
gegenüberstehenden  Gebilde,  der  Raumkurve  dritter  Klasse 
nachgewiesen.  Ihre  Erzeugung  durch  projektivische  Gebilde 
erster  Stufe  erschien  als  der  einfachere  und  näher  liegende 
Ausgangspunkt  für  die  Ableitung  ihrer  Eigenschaften,  ob- 
wohl manche  derselben  kürzer  aus  der  Erzeugung  durch 
kollineare  Bündel  sich  ergeben. 

Im  zweiten  Abschnitt  werden  zuvorderst  die  vier 
Orandgebilde  zweiter  Stufe:  das  Strahlenbflndel,  das  Ebenen- 
bOndel,  das  Punktfeld,  das  Strahlenfeld  eingeführt  und  die  pro- 
jektivische (kollineare  und  reziproke)  Beziehung  der  Elemente 
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derselben  auf  einander  festgestellt,  wobei  sowohl  die  per- 
spektivische Lage^  als  auch  die  allgemeine  Konstruktion  ent- 
sprechender Elemente  vermittelst  projektivischer  Gebilde  erster 
Stufe  zu  Grunde  gelegt  wird.  Hierauf  werden  die  ausgezeich- 
neten Elemente  der  neuen  Gebilde  ermittelt  und  bei  zu- 
sammenliegenden Trägern  (oder  Mittelpunkten)  die  incidenten 
Elemente  aufgesucht.  Sodann  erscheint  die  Raumkurve  3.  0. 
als  Erzeugnis  zweier  kollinearen  Bündel  und  die  Fläche  2.  0. 
als  Erzeugnis  zweier  reziproken  Bündel ;  da  erstere  bereits  in 
dem  vorbeigehenden  Abschnitt  ausführlich  behandelt  ist^  so 
wendet  sich  die  Betrachtung  nunmehr  aijsschliefslich  der  letz- 
teren zu;  sie  gelangt  von  der  Erzeugung  durch  reziproke 
Bündel  durch  eine  direkte  Konstruktion  zum  räumlichen 
Polarsystem;  dessen  Kemfläche  jenes  Erzeugnis  ist;  und  da- 
durch ist  der  Kreis  geschlossen  ^  welcher  die  Verbindung 
zwischen  den  verschiedenen  Ausgangspunkten  herstellt.  Die 
Einteilung  der  Flächen  2.  0.  geschieht  nach  zwei  Prinzipien, 
einmal  nach  dem  Charakter  ihrer  Berührungsebenen  (hyper- 
bolische oder  elliptische);  und  zweitens  vermittelst  ihrer  un- 
endlich-entfernten Elemente. 

Von  den  allgemeinen  Eigenschaften  des  räumlichen  Polar- 
systems gelangt  man  zu  den  metrischen  Beziehungen  der 
konjugierten  Durchmesser  und  zu  den  Fokaleigenschaften; 
die  in  Verbindung  mit  den  Kreisschnitten  zu  der  Mac- 
Callagh'schen  und  der  Jacobi'schen  Konstruktion  der 
Fläche  2.  0.  führen;  welche  sich  durch  ihre  grofse  Einfach- 
heit auszeichnen. 

Die  eingehend  untersuchten  Fokalkegelschnitte  erscheinen 
als  Grenzflächen  einer  Schar  von  konfokalen  Flächen  2.  0., 
die  nun  betrachtet  wird  und  zugleich  den  Übergang  bildet 
zu  den  Gebilden  2.  0.:  dem  Flächenbüschel  (erste  Stufe) 
und  dem  Flächenbündel  (zweite  Stufe)  und  zu  den  ihnen 
dual  gegenüberstehenden:  der  Flächenschar  und  dem  Flächen- 
gewebe. 

Hierdurch  werden  jedoch  so  'umfangreiche  Forschungs- 
gebiete eroffiiet^  dafs  durch  eine  eingehende  und  erschöpfende 
Darstellung;  wie  sie  in  der  ;;Theorie  der  Kegelschnitte^'  dem 
Eegelschnittbüschel;  der  Kegelschnittschar  und  dem  Kegel- 
Bchnittnetz    zuteil   werden  konnte,  bei  weitem  der  zulässige 
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Umfaug  dieses  Buches  überschritten  worden  wäre.  Es  sind 
daher  in  den  beiden  letzten  Paragraphen  nur  die  allgemeinsten 
Eigenschaften  des  Flächenbüschels  und  des  Flächenbündels 
2.  0.  kurz  auseinandergesetzt,  und  eine  genauere  Erforschung 
dieser  höheren  Gebilde  ist  späterer  Zeit  vorbehalten.  Zu 
einer  solchen  gehört  denn  auch  eine  vollständige  Theorie 
der  Raumkurve  4.  0.,  sowohl  derjenigen  erster  Species,  welche 
als  der  Schnitt  zweier  Flächen  2.  0.  erscheint,  als  auch  der- 
jenigen zweiter  Species,  durch  die  nur  eine  einzige  Fläche 
2.  0.  gelegt  werden  kann,  deren  Erzeugende  aus  der  einen 
Regelschar  dieser  Raumkurve  in  je  einem,  aus  der  andern 
Regelschar  in  je  drei  Punkten  begegnen.  Die  Untersuchung 
des  Flächenbündels  aber  führt  unmittelbar  zu  einer  Theorie 
der  allgemeinen  Fläche  3.  0.,  wie  dies  Steiner  angegeben 
und  R.  Sturm  ausgeführt  hat.  Alle  diese  Untersuchungen 
blieben  vorläufig  ausgeschlossen. 

Von  den  durch  die  Untersuchung  gewonnenen  Resultaten 
sind  die  nach  dem  Prinzip  der  Reziprocität  ihnen  dual  gegen- 
überstehenden nur  selten  wiederholt  abgeleitet,  mitunter  blofs 
ausgesprochen  und  meistens  ganz  fortgelassen,  weil  die  Nach- 
bildung derselben  einmal  ohne  sachliche  Schwierigkeit  ist 
und  andererseits  als  zweckmäisige  Übung  betrachtet  werden 
kann,  im  Buche  aber  nur  ermüden  würde. 

Was  die  Darstellung  anbetrifil,  so  teilt  der  Verfasser 
die  Ansicht  Steiners:  „Stereometrische  Betrachtungen  sind 
nur  dann  richtig  aufgefalst,  wenn  sie  rein,  ohne  alle  Ver- 
sinnlich ungsmittel,  nur  durch  die  innere  Vorstellung  an- 
geschaut werden.  Wenigstens  ist  dieses  für  die  synthetische 
Betrachtungsweise  erforderlich  und  vorzugsweise  für  den- 
jenigen, der  darin  erfinderisch  zu  Werke  gehen  will;  denn 
nur  auf  diesem  Wege  kann  er  seinen  Gegenstand  selbst  ge- 
währen lassen,  kann  er  den  ganzen  Umfang  der  Eigenschaften 
einer  Figuren  Verbindung  in  allen  ihren  einzelneu  Fällen  und 
nach  allen  ihren  Grenzen  bin  leicht  und  richtig  durchschauen 
und  alle  diese  Fälle  zusammen  als  ein  in  einander  Üiefsendes 
oder  aus  sich  selber  heraustretendes  Ganze  erkennen.  Wenn 
auch  im  Anfanjse  diese  freie  Vorstellung  einige  Mühe  macht« 
so  wird  man  doch  beld  eine  gewisse  Fertigkeit  darin  erlangen 
und  sich  dann  für  die  überstandeue  Anstrengung  hinlänglich 
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entschädigt  finden.  Wer  bemüht  wäre,  durch  andere  Mittel 
diese  Anstrengung  zu  umgehen,  der  dürfte  nicht  wohltun, 
indem  er  das  Yorstellungsvermögen  anstatt  gesund,  kräftig 
und  lebensföhig  zu  machen,  dasselbe  vielmehr  in  dunkler 
schwerfaUiger  Auffassung  erhalten  würde*^ 

Aus  diesem  Grunde  sind  nur  wenige  und  nur  mit  den 
zum  Verständnis  notwendigsten  Linien  versehene  Figuren 
dem  Texte  einverleibt;  dagegen  erscheint  dem  Verfasser  eine 
nützliche  und  die  Darstellung  abkürzende  Unterstützung  der 
lebendigen  Anschauung  die  zweckmäfsig  gewählte  und  kon- 
sequent durchgeführte  Bezeichnung  der  geometrischen  Ele- 
mente und  der  mit  ihnen  vorzunehmenden  Operationen.  Dem- 
gemäfs  drücken  nach  Stein  er 's  Vorgang  durchweg  die 
deutschen  (kleinen  oder  grofsen)  Buchstaben  Punkte  aus  und 
zwar  die  Anfangsbuchstaben  des  Alphabets  a  b  c  .  .  .  Punkte, 
die  als  fest  angenommen  werden,  die  Endbuchstaben  ]c  ^  j  .  .  . 
Punkte,  die  als  veränderlich  aufgefafst  werden.  Ebenso  drücken 
die  lateinischen  Buchstaben  ab  c  .  .  ,  x  y  z  .  .  .  durchweg 
gerade  Linien,  die  griechischen  Buchstaben  a  ß  y  .  .  ,i,rii  .  ,  . 
Ebenen  aus;  femer  bezeichnet,  wenn  die  Geraden  a  und  h 
sich  treffen: 

(a&)  .  .  den  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden  a  und  h 
[a&]  .  .  die  Verbindungsebene  der  beiden  Geraden  a  und  h 
|a/3; .  .  die  Schnittlinie  der  Ebenen  a  und  ß 
|ab{  .  .  die  Verbindungslinie  der  Punkte  a  und  b 
[abc]  .  .  die  Verbindungsebene  der  drei  Punkte  a  b  c 
(aßy) .  .  den  Schnittpunkt  der  drei  Ebenen  cc  ß  y 
[aa]  .  .  di&  Ebene,  welche  den  Punkt  a  mit  der  Geraden  a 

verbindet, 
(aa) .  .  den  Schnittpunkt  der  Geraden  a  und  der  Ebene  a 
u.  s.  f. 
Hiemach    lassen    sich    auch    zusammengesetztere    geo- 
metrische Konstruktionen  direkt  hinschreiben  und  übersicht- 
licher darstellen,  als  durch  eine  gezeichnete  Figur.     Femer 
werden    Punktreihen,    Strahlenbüschel,    Ebenenbüschel    am 
einfachsten  ausgedrückt  durch  Voranstellen  des  Trägers,  Mittel- 
punktes oder  der  Axe  und  Hinzufügung  der  Elemente  des 
Gebildes  in  Parenthese,  z.  B.  würde 

i[abc  'jV-'] 
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ein  Ebenenbüschel  bezeichnen ;  dessen  Axe  l  ist,  und  dessen 
Elemente  die  Ebenen  ßa]  Pb]  [ic]  .  .  Py]  .  .,  durch  die  Punkte 
a  b  c  .  .  j: .  .  einer  geraden  Punktreihe  gelegt,  sind. 

Zur  Bezeichnung  der  Projektivität  dient  das  von  y.  Staud  t 
eingeführte  und  allgemein  übliche  Zeichen:  7\  anstatt  der 
Gleichheit  der  Doppelverhältnisse.  Wo  Kurven  oder  Flächen 
zweiten  oder  höheren  Grades  auftreten ,  also  Kegelschnitte, 
Hyperboloide,  Raumkurven  u.  s.  w.  soll  allemal  ein  kleiner 
in  Parenthese  gesetzter  oberer  Index ,  welcher  den  Grad  oder 
die  Klasse  angiebt,  beigefügt  werden;  also  wird  z.  B.  ßW 
einen  Kegelschnitt ,  $(^>  ein  Hyperboloid  oder  eine  Hyperbel 
je  nach  dem  Zusammenhange,  in  welchem  das  Zeichen  auf- 
tritt, gj(«>  eine  Parabel  oder  ein  Paraboloid,  C^  und  C<^> 
Raumkurven  dritter  und  vierter  Ordnung,  F^^  und  F^^  Flä- 
chen 2.  und  3.  0.  u.  s.  w.  bezeichnen.  Die  unendlich  -  ent- 
fernte Ebene  bezeichnet  £^,  irgend  einen  Punkt  oder  eine  Ge- 
rade in  derselben  p^  oder  r,g^,  den  unendlich -entfernten 
imaginären  Kreis  S^^^  u.  s.  w. 

So  möge  denn  dieses  Buch,  welches  den  vor  einem 
halben  Jahrhundert  von  Steiner  entworfenen  Plan  weiter 
auszuführen  versucht,  eine  ebenso  günstige  Aufnahme  und 
wohlwollende  Beurteilung  von  Seiten  der  Fachgenossen  er- 
fahren, wie  sie  der  „Theorie  der  Kegelschnitte'*  zuteil  ge- 
worden ist;  mögen  die  Ergebnisse  mehrjähriger  Studien,  welche 
bisher  nur  in  Vorlesungen  an  der  hiesigen  Universität  den 
unmittelbaren  Schülern  geboten  wurden,  auch  der  übrigen 
studierenden  Jugend  Anleitung  und  Anregung  zu  selbständi- 
ger wissenschaftlicher  Forschung  auf  dem  Gebiete  der  syn- 
thetischen Geometrie  des  Raumes  gewähren. 

Schliefslich  bleibt  dem  Verfasser  noch  übrig,  seinen 
wissenschaftlichen  Freunden,  welche  ihm  bei  der  Korrektur 
des  Druckes  hilfreiche  Haud  geleistet  haben,  den  Herren  Gym- 
nasiallehrer Dr.  E.  Toeplitz  und  stud.  raath.  L.  Bernert, 
sowie  dem  Herrn  Verleger  für  die  Ausstattung  des  Buches 
und  sein  freundliches  Entgegenkommen  den  verbindlichsten 
Dank  auszusprechen. 

Breslau,  im  April  1880. 

Heinrioli  Schröter. 
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Erster  Abschnitt. 

Die  projektivisehen  Gebilde  erster  Stufe  im  Ranme  und  ihre 

Erzeugnisse. 


§  1.    Das  Ebenenbüsohel. 

Zu  den  beiden  Grundgebilden  der  synthetischen  Geometrie 
der  Ebene:  der  geraden  Punktreihe  und  dem  ebenen  Strahlen- 
bQschel  tritt,  sobald  wir  das  Operationsfeld  der  Ebene  ver- 
lassen und  im  Räume  die  Ebene  selbst  als  neues  Grundelement 
hinzufügen,  ein  drittes  Grundgebilde  von  gleicher  Mächtigkeit 
mit  den  beiden  vorigen,  nämlich  von  einfacher  Unendlich- 
keit: Das  Ebenenbüschel  d.  h.  die  Gesamtheit  aller 
Ebenen,  welche  durch  eine  feste  Gerade  gehen;  diese  selbst 
heifst  die  Axe  des  Ebenen büschels. 

Wir  können  das  Ebenenbüschel  auf  doppelte  Weise  ent- 
stehen lassen,  einmal  indem  wir  eine  feste  Gerade  a  (Axe) 
durch  Ebenen  verbinden  mit  den  Punkten  einer  geraden 
Punktreihe:  , 

Z(a  b  c .  . .  jc . .  .)> 

deren  Träger  l  der  Geraden  a  nicht  begegnet,  und  zweitens 
indem  wir  durch  irgend  einen  Punkt  %  im  Räume  uud  die 
Strahlen  eines  ebenen  Strahlbüschels: 

dessen  Ebene  nicht  durch  %  geht,  eine  Reihe  von  Ebenen 
legen,  welche  sämtlich  die  beiden  Punkte  $[Ü3,  also  ihre 
Yerbindunglinie  als  Axe  gemeinschaftlich  haben. 

Hieraus  geht  hervor  die  gleiche  Mächtigkeit  des  Ebenen- 
büschels mit  der  geraden  Punktreihe  und  dem  ebenen  Strahlen- 
büschel und  zugleich  die  Möglichkeit,  diese  drei  Grundgebilde 
unter  einander  in  projektivische  Beziehung  zu  setzen. 

SChbötu,  Theor.  d.  Oberfl.  2.  Ordn.  1' 


2  §  1-    Das  EbenenbüBchel. 

Wir  bezeichnen  fortan  die  Elemente  des  Ebenenbüschels 
(Ebenen)  durch 

a  /3  y  .  . .  g  .  .  . 

und  verstehen  unter  dem  Doppelverhältnis  von  vier  Ebenen 
eines  Ebenenbüschels: 

(aßyd) 

das  Doppelverhältnis  solcher  vier  Strahlen,  welche  irgend 
eine  zur  Axe  a  rechtwinklig  gelegte  Ebene  aus  dem  Büschel 
ausschneidet;  die  Winkel  zwischen  solchen  vier  Strahlen  sind 
die  Neigungswinkel  der  durch  dieselben  gehenden  Ebenen 
und  das  Doppelverhältuis  wird  in  der  bekannten  Weise 
(Th.  d.  Kegelsch.  §  5)  aus  den  Sinus  dieser  Neigungswinkel 
zusammengesetzt. 

Es  ist  unmittelbar  ersichtlich,  dass  im  allgemeinen  eine 
Ebene,  welche  durch  ein  Ebenenbüschel  von  vier  Ebenen 
gelegt  wird,  als  Durchschnittsfigur  ein  Strahlenbüschel  enthält, 
dessen  Doppelverhältnis  immer  denselben  Wert  liefert;  denn  sei 
eine  beliebige  Transversalebene  t  und  eine  zur  Axe  a  recht- 
winklig gelegte  Ebene  a,  so  trifft  die  Schnittlinie  \(i,  t\ 
die  vier  Ebenen  des  Büschels  in  vier  Punkten  einer  geraden 
Punktreihe,  welche  perspektivisch  liegt  sowohl  mit  den  vier 
Durchschnittsstrahlen  in  ö  als  auch  mit  den  vier  Durch- 
schnittsstrahlen in  r,  folglich  haben  diese  beiden  Strahlenbüschel 
dasselbe  Doppelverhältnis,  mithin  ist  das  Doppelverhältnis 
der  vier  Ebenen  des  Büschels  gleich  demjenigen,  welches  in 
irgend  einer  Transversalebene  r  von 'den  vier  Durchschnitts- 
strahlen gebildet  wird. 

Zugleich  erkennen  wir,  dals  jede  beliebige  Gerade  l, 
welche  den  vier  Ebenen  aßyd  des  Büschels  in  vier  Punkten 
abcb  begegnet  eine  gerade  Punktreihe  von  vier  Punkten 
enthält,  deren  Doppelverhältnis  immer  denselben  Wert  hat, 
denn  wir  können  durch  /  eine  beliebige' Ebene  legen,  deren 
Durchschnittsfigur  mit  dem  Ebenenbüschel  ein  ebenes  Strahlen- 
büschel ist,  welches  den  konstanten  Wert  des  Doppelver- 
hältnisses liefert 

Irgend  zwei  ebene  Strahlenbüschel,  welche  in  demselben 
Ebenenbüschel  liegen,  sind  allemal  perspektivisch,  weil  ihre 
entsprechenden  Strahlen  sich   in  den  Punkten  einer  geraden 
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Punktreihe  treflfen,  deren  Träger  die   üurchschnittslinie  der 
beiden  Ebenen  der  Strahlenbüschel  ist. 

Ds^egen  liegen  irgend  zwei  Punktreihen,  welche  in  dem- 
selben Ebenenbüschel  sich  befinden,  im  allgemeinen  nicht 
perspektivisch,  obwohl  sie  projektivisch  sind  wegen  der  Gleich- 
heit der  Doppelverhältnisse  von  irgend  vier  entsprechenden 
Puuktepaaren.  Vielmehr  liegen  sie  nur  dann  perspektivisch, 
wenn  sie  sich  im  Räume  treffen,  weil  dann  in  ihrem  Schnitt- 
punkte zwei  entsprechende  Punkte  vereinigt  sind;  ihr  Pro- 
jektionscentrum ist  der  Durchschnittspunkt  ihrer  Ebene  mit 
der  Axe  des  Ebenenbüschels. 

Unter  den  unendlich- vielen  ebenen  Strahlenbüscheln  und 
geraden  Punktreihen,  welche  aus  einem  gegebenen  Ebenen- 
büschel durch  beliebige  Ebenen  und  (lerade  herausgeschnitten 
werden  können  und  die  nach  dem  Obigen  sämtlich  projek- 
tivisch sind,  giebt  es  einige  besondere,  die  noch  hervorgehoben 
werden  sollen. 

Projektivisch -gleiche  Strahlenbüschel  werden  aus  einem 
gegebenen  Ebenenbüschel  herausgeschnitten  durch  Ebenen, 
welche  zu  der   Axe  des  Ebenenbüschels  gleich  geneigt  sind. 

Ebenen,  die  parallel  laufen  der  Axe  des  Ebenenbüschels, 
die  also  durch  den  unendlich-entfernten  Punkt  der  Axe  gehen, 
werden  von  dem  Ebenenbüschel  in  Parallelstrahlen- 
bü seh  ein  geschnitten. 

Da  projektivisch-ähn liehe  Punktreihen  solche  sind, 
deren  unendlich-entfernte  Punkte  sich  entsprechen,  so  wer- 
den projektivisch-ahnliche  Punktreihen  durch  ein  gegebenes 
Ebenenbüschel  allemal  auf  zwei  Geraden  bestimmt,  welche 
einer  Ebene  des  Büschels  parallel  laufen,  also,  deren  unend- 
lich«entfemte  Punkte  mit  dem  unendlich-entfernten  Punkte 
der  Axe  des  Büschels  auf  einer  Geraden  liegen. 

Aufserdem  werden  offenbar  zwei  parallele  Gerade,  d.  h. 
solche,  die  denselben  unendlich-entfernten  Punkt  haben,  in 
ähnlichen  Punktreihen  geschnitten. 

Projektivisch-gl eiche   Punktreihen    werden    durch   ein 
gegebenes   Ebenenbüschel    allemal    ausgeschnitten   auf  zwei 
Geraden, 
ä)  die  selbst  einander  parallel  sind  und  deren  Ebene  zu  der 

Axe  des  Ebenenbüschels  parallel  ist. 
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h)  die  selbst  einander  parallel   sind  und   deren   Ebene   die 
Axe  des  Ebenenbuschels  in  einem  Punkte  trifft,  welcher 
'gleich  weit  von  beiden  absteht, 

c)  die  in  einer  Ebene  liegen,  welche  zur  Axe  des  Ebenen- 
bGschels  parallel  ist,  und  die  gleich  geneigt  sind  gegen 
eine  zur  Axe  Parallele  in  ihrer  Ebene, 

(l)  die  gleichen  kürzesten  Abstand  von  der  Axe  des  Ebenen- 
buschels haben  und  deren  Richtungen  gleich  geneigt 
sind  zu  der  Richtung  der  Axe. 

Es  bleibt  noch  der  parabolische  Fall  zu  erwähnen 
übrig  (Theor.  d.  Kegelsch.  §  19),  wenn  die  Durchschnitts- 
ebene selbst  durch  die  Axe  des  EbenenbQschels  geht,  und 
andererseits,  wenn  die  Durchschnittsgerade  die  Axe  des  Ebenen- 
büschels triift. 

Geht  eine  Ebene  durch  die  Axe  des  Ebenenbüschels  hin- 
durch, so  fallen  sämtliche  Strahlen  des  Strahlenbüschels, 
welches  im  allgemeinen  die  Durchscbnittsfigur  bildet,  in  einen 
einzigen  zusammen  (die  Axe  des  Ebenenbuschels)  und  die- 
jenige Ebene  des  Ebenenbuschels ,  welche  mit  der  gegebenen 
zusammenfallt,  liefert  keinen  bestimmten  Durchschnittsstrahl, 
sondern  jede  beliebige  Gerade  in  den  beiden  zusammenfallen- 
den Ebenen  kann  als  ihre  Durcbschnittsliuie  angesehen  wer- 
den, so  dass  also  auch  der  Mittelpunkt  des  Strahlenbüschelü 
unbestimmt  wird. 

Tritft  eine  Gerade  l  die  Axe  a  des  Ebenenbüschels  selbst» 
so  konzentriert  sich  die  ganze  gerade  Punktreihe,  welche  im 
allgemeinen  die  Durchschnittsfigur  bildet,  auf  einen  einzigen 
Punkt y  den  Schnittpunkt  (ia),  und  durch  diesen  Punkt  selbät 
gehen  silnitliche  Ebenen  des  Büschels. 

Als  besonderer  Fall  eines  Ebenenbüschels  ist  noch  der- 
jenige hervorzuheben,  welcher  entsteht,  wenn  die  Axe  des- 
selben ganz  im  Unendlichen  Hegt;  alsdunn  besteht  das  Büschel 
aus  lauter  Parallelebenen;  alle  Durchschnittsebenen  liefern 
Parallelstrahlenbüschel;  alle  Geraden  werden  in  ähnlichen 
Puiiktreihen  geschnitten,  diejenigen,  welche  gleich  geneigt 
sind  zu  der  Stellung  der  Parallelebenen,  in  gleichen  Punkt- 
reihen. 
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§  2.    Projektivisohe  Beziehung  und  perspektivische  Lage. 

Die  Elemente  der  drei  Grundgebilde  können  paarweise 
in  projektivische  Beziehung  (gegenseitig  eiudeutige  Abhängig- 
keit) gesetzt  werden  ebenso  im  Räume,  wie  früher  in  der 
Ebene  (Th.  d.  K.),  und  zwar  kann  die  Projektivität  zweier 
Gebilde  auf  doppelte  Art  hergestellt  werden,  entweder 

1)  dadurch  dafs  die  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  von 
irgend  vier  Paaren  entsprechender  Elemente  der  beiden 
Gebilde  festgesetzt  wird  und  die  Übereinstimmung  des 
Richtungs-  resp.  Drehungssinnes  hinzutritt,  (Th.  d.  K. 
§  10),  oder 

2)  dadurch    dafs  «die  perspektivische  Lage    der  Gebilde  die 
•         Beziehung  herstellt  und  nach  Aufhebung  der  perspektivi- 
schen Lage  die  Beziehung  festgehalten  wird. 

Die  projektivische  Beziehung  der  Gebilde  ist  unab- 
hängig davon,  ob  dieselben  in  einer  Ebene  oder  beliebig  im 
Räume  liegend  aufgefafst  werden  und  läfst  sich  in  gleicher 
Weise  herstellen,  mögen  die  auf  einander  bezogenen  Elemente 
der  Gebilde  Punkte  einer  geraden  Punktreihe,  Strahlen  eines 
ebenen  Strahlenbüschels  oder  Ebenei;  eines  Ebenenbüschels 
sein.  Es  sind  mithin  hinsichtlich  der  projektivischen  Beziehung 
die  allgemeinen  Gesetze  und  Ergebnisse,  welche  früher  nur 
fQr  Punktreihe  und  Strahlenbüschel  in  der  Ebene  ermittelt 
wurden,  jetzt  auch  für  das  neue  Gebilde,  das  Ebenenbüschel, 
gültig,  und  brauchen  hier  nicht  besonders  wiederholt  zu 
werden. 

Hinsichtlich  der  perspektivischen  Lage  der  Gebilde  im 
Räume  ist  aber  Folgendes  zu  bemerken: 

1.  Punktreihe  und  Strahlenbüschel  sind  perspektivisch 
gelegen,  wenn  jeder  Strahl  des  Büschels  durch  den  ihm  ent- 
sprechenden Punkt  der  geraden  Punktreihe  geht;  da  aber  in 
diesem  Falle  der  Träger  der  Punktreihe  und  der  Mittelpunkt 
des  Strahlenbüschels  eine  Ebene  bestimmen,  in  welcher  sämt- 
liche Elemente  beider  Gebilde  liegen,  so  beschränkt  sich  das 
ganze  Operationsfeld  nur  auf  eine  Ebene,  bietet  also  nichts 
Neues  dar. 

2.  Zwei  projektivische  gerade  Punktreihen  liegen  per- 
spektivisch, wenn  ihre  Träger  sich  treflFen  und  in  dem  Schnitt- 
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punkte  der  Träger  zwei  entsprechende  Punkte  vereinigt  sind; 
da  aber  in  diesem  Falle  die  beiden  Punktreihen  auch  in  einer 
Ebene  liegen  mit  ihren  sämtlichen  Elementenpaaren,  so 
tritt  die  Betrachtung,  wie  im  vorigen  Falle ,  nicht  aus  der 
Ebene  heraus. 

3.  Zwei  projcktivische  ebene  Strahlenbüschel  liegen  per- 
spektivisch, wenn  ihre  entsprechenden  Strahlen  sich  iu 
Punkten  einer  geraden  Punktreihe  treffen;  dies  kann  der 
Fall  sein,  ohne  dafs  die  Ebenen  beider  Strahlenbüschel  zusam- 
menliegen, und  zwar 

d)  wenn  die  Mittelpunkte  der  Strahlenbüschel  verschiedene 
Punkte  im  Räume  sind, 

l)  wenn  die  Mittelpunkte  der  Strahlenbüschel  zusammenfallen. 
Die  Bedingung  für  die  perspektivische  Lage  der  beidefl 
Gebilde  ist  im  Falle  a)  die,  dafs  drei  Paare  entsprechender 
Strahlen  sich  in  drei  Punkten  treffen,  welche  in  einer  Geraden 
liegen;  dann  müssen  offenbar  alle  Paare  entsprechender  Strahlen 
sich  auf  dieser  Geraden  (dem  perspektivischen  Durchschnitt) 
treffen,  wie  in  der  Ebene.  Die  beiden  Strahlenbüschel  liegen 
in  demselben  Ebenenbüschel,  also  perspektivisch. 

Im  Falle  2^),  wenn  die  Mittelpunkte  der  beiden  Strahlen- 
büschel zusammenfallen,  nicht  aber  ihre  Ebenen,  wird  per- 
spektivische Lage  vorhanden  sein,  sobald  derjenige  Strahl, 
welcher  als  Schnittlinie  der  Ebenen  ihrer  Triiger,  beiden 
StrahlenbQscheln  gemeinschaftlich  ist,  zwei  entsprechende 
Strahlen  der  beiden  projekti vischen  Büschel  vereinigt.  Denn  als- 
dann werden  sämtliche  Ebenen,  welche  je  zwei  entsprechende 
Strahlen  verbinden,  durch  eine  Gerade  (Axe)  gehen  d.  h.  ein 
Ebenenbüschel  bilden,  in  welchem  beide  Strahlenbüschel  liegen. 
Die  Axe  des  Ebenenbüschels  wird  nämlich  schon  durch  zwei 
Paare  entsprechender  Strahlen  bestimmt,  und  da  zu  diesen  das 
in  dem  gemeinsamen  Strahle  vereinigte  Paar  entsprechender 
Strahlen  hinzutritt,  so  ist  die  Projektivität  der  beiden  Strahlen- 
büschel mit  demselben  Ebenenbüschel  ersichtlich. 

4.  Ebenenbüschel  und  gerade  Punktreihe  liegen  i>er- 
spektivisch,  wenn  jede  Ebene  des  Büschels  durch  den  ihr 
entsprechenden  Punkt  der  Punktreihe  hindurchgeht;  findet 
dies  nur  bei  drei  Paaren  entsprechender  Elemente  statt,  so 
gilt  es  auch  für  alle  übrigen. 
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5.  Ebenenbüschel  und  ebenes  Strahlenbüschel  liegen  per- 
spektivisch,  wenn  jede  Ebene  des  Ebenenbüschels  durch  den 
entsprechenden  Strahl  des  Strahlenbüschels  hindurchgeht,  also 
die  Axe  des  Ebenenbüschels  durch  den  Mittelpunkt  des  Strahlen- 
büschels; sobald  dies  nur  bei  drei  Paaren  entsprechender 
Elemente  stattfindet,   ist  es  auch  bei  allen  übrigen  der  Fall. 

6.  Zwei  Ebenenbüschel  in  perspektivischer  Lage  erhält 
man  dadurch,  dafs  man  ein  ebenes  Strahlenbüschel: 

3J  |a  6  c  .  .  .  a? .  .  .| 
von  zwei  verschiedenen  Punkten  des  Raumes  %  und  %^  aus, 
durch  Ebenen  projiziert  [in  gleicher  Weise,  wie  man  zwei 
ebene  Strahlenbüschel  in  perspektivischer  Lage  dadurch  erhält, 
dass  man  eine  gerade  Punktreihe  von  zwei  beliebigen  Punkten 
aus  projiziert].  Hierbei  treffen  sich  also  die  Axen  %SÖ  and 
91  j^  der  beiden  Ebenenbüschel  in  einem  Punkte,  d.  h.  sie 
liegen  in  einer  -  Ebene ,  und  die  Ebene  enthält  zwei  ent- 
sprechende Ebenen  beider  Büschel. 

Umgekehrt  heifsen  zwei  projektivische  Ebenenbüschel 
perspektivisch  gelegen,  sobald  die  Durchschnittslinien  ihrer 
entsprechenden  Ebenen  sämtlich  in  einer  Ebene  liegen  und 
in  dieser  ein  ebenes  Strahlenbüschel  bilden  d.  h.  durch  einen 
Punkt  (der  Axe)  laufen. 

Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  hiefür  ist 
die,  dafs  die  Axen  der  beiden  Ebenenbüschel  sich 
treffen  d.  h.  in  einer  Ebene  liegen,  und  dafs  diese 
Ebene  zwei  entsprechende  Ebenen  der  beiden  pro- 
jektivischen  Ebenenbüschel  vereinigt. 

Li  der  That,  nennen  wir  entsprechende  Elemente  der 
beiden  projektivischen  Ebenenbüschel: 

a    /3    y    .  .  .  g    .  .  ., 

^1  Pi  ^1  •  •  •  §1  •  •  •> 
und  sollen  die  Schnittlinien  \cca^\,  j/S/SJ  .  .  .  |SIJ  ein  ebenes 
Strahlenbüschel  bilden,  so  mufs  zunächst,  weil  die  Schnittlinie 
aa^\  die  Schnittlinie  \ßßi\  trifft,  dieser  Punkt,  in  welchem 
sie  sich  treffen,  allen  vier  Ebenen  aa^  ßß^  gemeinschaftlich 
sein^  folglich  müssen  sich  auch  die  Schnittlinien: 

aß\^=l    und     \a^ß^\  =  l^ 

d.  h.  die  Axen  der  Ebenenbüschel  in  diesem  Punkte  treffen, 
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und  daher  müssen  auch  alle  übrigen  Schnittlinien  |$$|;  durch 
diesen  Punkt  gehen;  sollen  sie  nun  aber  ein  ebenes  Strahlen- 
büschel bilden,  also  alle  in  einer  Ebene  liegen,  so  wird  dies 
erreicht,  sobald  die  durch  die  beiden  Schnittlinien  \cca^\  und 
1/3/3,1  gelegte  Ebene  die  beiden  projektivischen  Ebenenbüschel 
in  identischen  Strahlenbüscheln  schneidet;  dies  wird  der  Fall 
sein,  sobald  noch  eine  dritte  Schnittlinie  \yyi\  in  der  vorigen 
Ebene  liegt,  oder  wenn  die  Ebene  [11^]  zwei  entsprechende 
Ebenen  der  projektivischen  Ebenenbüschel  vereinigt;  in  beiden 
Fällen  wird  nämlich  die  vorhin  gelegte  Ebene  Durchschnitts- 
figuren mit  den  beiden  projektivischen  Ebenenbüscheln  liefern, 
welche  zwei  projektivische  Strahlenbüschel  sind,  von  denen 
drei  entsprechende  Stralilenpaare  sich  decken ;  folglich  müssen 
sich  die  ganzen  Strahlenbüschel  decken.  Dem  obigen  Kriterium 
für  die  perspektivische  Lage  zweier  projektivischen  Ebenen - 
büschel  läfdt  sich  also  auch  folgende  Form. geben: 

Zwei  projektivische  Ebenenbüschel  liegen  per- 
spektivisch, sobald  die  Schnittlinien  dreier  ent- 
sprechenden Ebenenpaare  in  einer  Ebene  liegen; 
und  es  läfst  sich  nach  dem  Vorigen  noch  hinzufügen: 

Sobald  nur  zwei  Schnittlinien  entsprechender 
Ebenenpaare  zweier  projektivischenEbenenbüschel 
sich  treffen,  müssen  sich  alle  Schnittlinien  ent- 
sprechender Ebenenpaare  in  diesem  Punkte  treffen, 
welcher  gleichzeitig  in  den  Axen  beider  Ebencn- 
büschel  liegt. 

Auf  die  sich  hier  anknüpfenden  Aufgaben ,  zwei  gegebene 
projektivische  Gebilde  in  perspektivische  Lage  zu  bringen, 
wollen  wir  hier  nicht  eingehen.    (Vgl,  §  5.) 

§  3.  Zwei  projektiviflohe  Ebenenbüschel  in  beliebiger  lA^e. 
Die  projektivische  Beziehung  zweier  Gebilde  erster  Stufe 
ist  vollständig  und  eindeutig  bestimmt,  sobald  drei  Paare  von 
Elementen  als  entsprechend  angenommen  werden  (Th.  d.  K. 
§  10).  Legen  wir  mithin  durch  eine  beliebige  Gerade  /  im 
Räume  als  Axe  eines  Ebenenbüschels  drei  Ebenen  a  ß  y  und 
durch  eine  beliebige  zweite  Gerade  /, ,  die  der  Geraden  l  nicht 
begegnen  soll,  drei  El)enen  a, /3,  y,  und  setzen  «a,,  ßß^^ 
yy,    als   entsprechende  Elementenpaare  fest,  so   ist  die  pro- 


§  3.    Zwei  projektivische  Ebencnbüschel  in  beliebiger  Lage.        9 

jektivische    Beziehung    beider   Ebeuenbüschel    dadurch    voll- 
ständig bestimmt,  und  es  kann  hier    sehr  einfach  zu  jeder 
beliebigen  Ebene  |  des    ersten  Büschels    die    entsprechende 
Ebene  |,  des  zweiten  Büschels  konstruiert  werden: 
Man  nehme  die  drei  Schnittlinien  : 

l««il  =  ö,      1/3/3,1  =  6,      |yy,  |  =  c 

und  konstruiere  eine  beliebige  Gerade,  welche  den  drei 
Strahlen  ab  c  gleichzeitig  begegnet. 

Dies  geschieht  am  einfachsten  dadurch,  dafs  man  von 
einem  beliebigen  Punkte  a  des  Strahles  a  durch  die  beiden 
Strahlen  b  und  c  zwei  Ebenen  legt ,  deren  Schnittstrahl  offen- 
bar den  Geraden:  b  und  c  in  zwei  Punkten  b  und  c  begegnen 
wird ,  so  dafs  a  b  c  in  einer  Geraden  liegen. 

Ist  diese  Gerade  a  b  c  konstruiert  und  x  ei^  beliebiger 
Punkt  derselben,  so  werden  allemal  zwei  Ebenen  [ly]  und 
[/,  r]  entsprechende  Ebenen  der  beiden  Büschel  sein,  und 
andererseits  kann  man  zu  einer  beliebigen  Ebene  §  des  ersten 
Büschels  die  entsprechende  des  zweiten  finden,  indem  man 
ihren  Schnittpunkt  %  auf  der  Geraden  jabcj  mit  Z,  durch  eine 
Ebene  verbindet. 

Diese  Konstruktion,  deren  Richtigkeit  ersichtlich  ist, 
wird  illusorisch,  sobald  die  Axen  ll^  der  beiden  Ebencnbüschel 
sich  treffen,  weil  dann  auch  ab  c  durch  diesen  Treffpunkt 
gehen,  welcher  zugleich  in  allen  übrigen  Schnittstrahlen  |S§i| 
liegen  mufs  (§  2). 

Schneiden  wir  in  diesem  Falle  die  räumliche  Figur  durch 
eine  beliebige  Transversalebene,  so  haben  wir  für  die  Durch- 
schnittsfigur die  bekannte  ebene  Aufgabe:  „Zu  zwei  ebenen 
Strahlenbüscheln,  deren  projektivische  Beziehung  durch  drei 
Paare  entsprechender  Strahlen  gegeben  ist,  andere  Paare 
entsprechender  Strahlen  zu  konstruieren*'  (Th.  d.  K.  §  10). 
Die  räumliche  Aufgabe  wird  also  gelöst  durch  Projektion 
der  ebenen  Aufgabe  von  dem  Schnittpunkt: 

aus.  Am  einfachsten  gestaltet  sich  die  Lösung  folgender- 
mafsen : 

Begegnen  sich  die  beiden  Axen  l  Z,  zweier  Ebenenbüschel 
in  2),   und   sind   durch  l  drei  Ebenen  ccßy,   durch   Z,   drei 
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£benen  a^  j9,  y^  als  entsprechend  gegeben^  so  dass  also  alle 
sechs  Ebenen  durch  S)  gehen^  so  nehme  man  die  Schnittlinien : 

\^ßi\^   l«yiU    \^tß\,   l^irlf 

bestimme  die  Ebenen  : 

und  suche  ihre  Schnittlinie  x  auf. 

Irgend  eine  durch  x  gelegte  Ebene  schneide  a  und  a, 
in  den  Strahlen  s  und  ^^^dann  sind  allemal: 

[51?]  =  5    und     f5?i]  =  g, 

ein  Paar  entsprechender  Ebenen  der  beiden  projektivischen 
Ebenenbüschel.  Ist  umgekehrt  $  gegeben ,  so  findet  man 
sobald  X  bekannt  ist  aus  s^  zuerst  s  und  dann  £).  Die  Rich- 
tigkeit dieser  Konstruktion  folgt  unmittelbar  aus  dem  ebenen 
Problem. 

Zwei  projektivische  Ebenenbüschel  bieten  ganz  analoge 
besondere  Elementenpaare  dar^  wie  zwei  projektivische 
ebene  Strahlenbüschel;  wir  brauchen  nur  jedes  der  Ebenen- 
büschel durch  eine  zu  seiner  Axe  rechtwinklige  Ebene  zu  durch- 
schneiden ^  um  als  Durchschnittsfiguren  zwei  projektivische 
ebene  Strahlenbüschel  zu  erhalten ,  deren  Winkel  gleich  sind 
den  Neigungswinkeln  in  den  Ebenenbüscheln. 

Das  Vorhandensein  des  Paares  entsprechender  rechter 
Winkel  und  des  doppelten  Systems  entsprechender  gleicher 
Winkel  (Th.  d.  Eglsch.  §  13)  läfst  sich  daher  unmittelbar 
auf  zwei  projektivische  Ebenenbüschel  übertragen ,  und  es 
genügt,  die  Resultate  allein  hervorzuheben: 

In  zwei  projektivischen  Ebcneubüscheln  giebt  es  zwei 
besondere  Paare  entsprechender  Ebenen: 

ö  und  <f,,     T  und  r, 

von  der  Art,  dafs  sowohl  ö  und  r,  als  auch  <y,  und  t,  zu 
einander  rechtwinklig  sind;  diese  entsprechenden  recht- 
winkligen Ebenenpaare  sind  immer  reell  vorhanden  und 
die  einzigen  ihrer  Art;  ist  (  S,  ein  beliebiges  Paar  entsprechen- 
der Ebenen  in  den  beiden  projektivischen  Ebcnenbüscheln, 
80  bleibt  das  Produkt: 

tg(<y6).tg(ri6,)-=c 
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von  konstantem  Werte ,  ebenso  wie  das  Produkt: 

tg  (r|)  .  tg  (tf,  1.)  =  1 

und  c  heisst  die  Potenz  der  projektivischen  Beziehung 
der  beiden  Ebenenbüschel. 

Bei  der  Veränderung  des  Ebenenpaares  55i  tritt  zwei- 
mal der  Fall  ein,  dass  die  Faktoren  des  konstanten  Produkts, 
also  die  Winkel  (<f|)  und  (t,  ^j)  einander  gleich  werden, 
mithin  das  Produkt  in  ein  Quadrat  übergeht;  diese  besonderen 
Ebenenpaare: 

Y  «nd  yi,   .     X  und  Xi 

sollen  Potenzebenen  heifsen;  für  sie  gelten  also  die  Be- 
dingungen : 

Die  hier  ermittelten  ausgezeichneten  Elemente  der  beiden  pro- 
jektivischen Ebenenbüschel  sind  besondere  Fälle  der  beiden 
Systeme  von  entsprechenden  gleichen  Winkeln, 
welche  sich  in  den  beiden  Büscheln  vorfinden,  nämlich  wenn 
die  gleichen  Winkel  die  Werte  0»,  90%  180»  haben. 

Um  das  ganze  doppelte  System  entsprechender  gleicher 
Flächenwinkel  der  beiden  projektivischen  Ebenenbüschel  zu 
erhalten,  lege  man  durch  die  Axe  des  ersten  Büschels  eine 
beliebige  Ebene  a  und  bestimme  die  Ebenen  ß  y^  S^  so,  dafs 
die  Winkel: 

{ßö)^{pa)  =  {y,z,)  =  (r,d,) 
werden;  sind  dann  die  den  Ebenen: 

entsprechenden : 

«1  ßi  y  *» 
so  werden  die  Winkel: 

-  |(ay)  =  («iyi) 

^  I(i8*)=(i8,*i) 

g.  /(«*)  =  (*!«,) 

^  \{ßy)-{y^ß^) 

also     zwei     Paare     von    entsprechenden     gleichen 
Winkeln  sein. 
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Denn  weil        tg  («<j)  .  tg  («,  r,)  ==  c 

und  (<^«)  =  (yit:,)     . 

ist,  so  haben  wir  auch : 

tg(<y«)    -tgCycy)    =c 
tg(«,r,).  tg(r,y,)  =  c 
und  da  (ay)  =  («<y)  -f-  (py) 

ist,  so  folgt:        tg («y)  =  ^±"4+*«J'r^  ^ 

?-|_J_.  +_.J__j 

1  --c)tg(a,T,)     '     tR(t,y,)J 

'^  1  -  tg(o,t,)tg(T,y,j 
=  tg(«,y,), 

also  («y)  =  («iyi)    u-  s.  w. 

Durch  Vomnderung  der  willkürlichen  Ebene  a  des  ersten 
Büschels  erhalten  wir  das  ganze  doppelte  System  von  ent- 
sprechenden gleichen  Flächenwinkeln  in  den  beiden  projek- 
tivischen  Ebenenbüscheln. 
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Ebeneninvolution. 

Haben  zwei  projektivische  Ebenenbüschel  dieselbe  Axe 
in  welchem  Falle  wir  sie  koaxial  nennen,  so  wird  die  Frage 
nach  zusammenfallenden  entsprechenden  Elementen  (Doppel- 
elementenj  zurückgeführt  auf  die  analoge  Frage  l)ei  zwei 
konzentrischen  Strahlenbüscheln,  indem  man  irgend  eine  Ebene 
rechtwinklig  zur  gemeinsamen  Axe  legt  und  die  Durch- 
schnittsfigur betrachtet  Das  früher  gefundene  Resultat  dieser 
Untersuchung  (Th.  d.  K.  §  14)  iSlst  sich  hiemach  so  aus- 
sprechen : 

Zwei  koaxiale  projectivische  Ebenenbüschel  haben  im 
allgemeinen  zweimal  zusammenfallende  entsprechende  Ebenen- 
paare  (Doppelebenen);  diese  sind  immer  reell  vorhanden,  so- 
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bald  die  Ebenenbüschel  ungleichlaufend  sind ;  sind  sie  dagegen 
gleichlaufend^  so  entscheidet  die  Lage  der  Potenzebenen  y 
und  ^, ,  %  und  %j  zu  einander  über  die  Realität  der  Doppel- 
ebenen; wird  nämlich  das  eine  Paar  Potenzebenen  y%  durch 
das  entsprechende  Paar  y^i^  getrennt,  so  giebt  es  keine 
Doppelebenen;  wird  das  Paar  y%  durch  y^x^  nicht  getrennt, 
so  giebt  es  zwei  reelle  Doppelebenen,  und  stofsen  die  Winkel- 
raume  yx  und  y^x^  an  einander,  so  dals  sie  eine  £bene  ge- 
meinschaftlich haben  (was  bei  gleichlaufender  Lage  nur  da- 
durch geschehen  kann,  dafs  entweder  y  und  y^  oder  %  und  x^ 
zusammenfallen),  dann  ist  diese  die  einzige  Doppelebene,  d.  h. 
in  ihr  fallen  beide  Doppelebenen  zusammen. 

Ein  besonderer  Fall  koaxialer  projektivischer  Ebenen- 
büschel ist  für  die  Folge  von  hervorragendem  Interesse,  näm- 
lich der  der  Ebenen-Involution.  Wie  bei  der  Punkt- 
und  Strahlen-Involution  heifsen  auch  hier  zwei  koaxiale  pro- 
jektivische  Ebenenbüschel  involutorisch  liegend,  sobald  es 
einmal  vorkommt,  dafs  einer  Ebene,  als  a  und  j9j  aufgefafst, 
in  dem  doppelten  Sinne  der  projektiviscben,  Beziehung  die- 
selbe Ebene  a,  = /)  entsprechend  ist,  d.  h.  sobald  die  ent- 
sprechenden gleichen  Flächenwinkel  a/)  und  /3,ai  so  koinzi- 
dieren,  dass  a  mit  j9|  und  j9  mit  a,  zusammenfällt;  denn,  sobald 
dies  nur  einmal  eintritt,  wird  es  immer  eintreten,  weil  wegen 
der  Projektivität  die  Doppelverhältnisse: 

(ai3gi2)  =  (a,/J,6ii20  =  (/J,a,i^,g,) 

einander  gleich  sind;  wenn  also  a  und  jS^,  j9  und  a^,  %  und  i;i 
koincidieren,  so  mufs  auch  17  mit  \^  zusammenfallen.  Es  liegt 
also  das  eine  ganze  System  entsprechender  gleicher  Winkel 
verkehrt  auf  einander.  Eine  solche  Lage  heifst  involu- 
torisch und  die  Ebenenpaare  eines  solchen  Doppelgebildes 
konstituieren  eine  Ebeneninvolution. 

Die  Ebeneninvolution  heifst  eine  hyperbolische,  so- 
bald die  sie  erzeugenden  projektivischen  Ebenenbüschel  un- 
gleichlaufend sind ;  in  diesem  Falle  hat  sie  zwei  reelle  Doppel- 
ebenen  (Asymptotenebenen)  durch  welche  sämtliche 
Ebenenpaare  der  Involution  harmonisch  getrennt 
werden.  Die  beiden  zu  einander  rechtwinkligen  Halbierungs- 
ebenen der  Neigungswinkel  zwischen  den  Asymptotenebenen 
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heifsen  die  Hauptebenen  der  Involution;  sie  sind  das  einzige 
Paar  rechtwinkliger  konjugierter  £benen  der  Involution  und 
sind  hervorgegangen  aus  der  Koincidenz  der  entsprechenden 
rechtwinkligen  Ebenenpaare  der  projektivischen  Ebenenbüschely 
während  die  Asymptotenebenen  die  zusammenfallenden  Potenz- 
ebenen sind  (y  und  y, ,  %  ^^^  Zi)- 

Die  Ebeueninvolution  heisst  eine  elliptische,  sobald 
die  sie  erzeugenden  projektivischen  Ebenenbüschel  ^eichlau- 
fend  sind  und  (Th.  d.  K.  IS.  51)  die  Potenzebenen  verkehrt  auf 
einander  fallen  y  auf  Xi  undy,  auf  %-  In  diesem  Falle  existieren 
keine  reellen  Doppelebenen  ^  sondern  die  elliptische  Ebenen- 
involution ist  der  Vertreter  eines  imaginären  Ebenenpaares, 
dessen   reelle  Schnittlinie  die  Axe  ist. 

Die  Eigenschaft  der  konstanten  Potenz  ist  für  beide 
Involutionen  dieselbe;  bezeichnen  fi  (und  fif)  die  Hauptebenen, 
S  und  (j  irgend  ein  Paar  konjugierter  Ebenen,  so  ist: 

tg(f*g).tg(fi6,)  =  c 

von  konstantem  Werte;  aber  während  bei  der  hyperbolischen 
Involution  jedes  Ebenenpaar  durch  die  beiden  Asymptoten- 
ebenen (harmonisch)  getrennt  wird  und  der  Wert  (c)  der  kon- 
stanten Potenz  positiv  ist,  wird  bei  der  elliptischen  Involution 
jedes  Paar  konjugierter  Ebenen  durch  die  Uauptebenen  getrennt 
und   der  Wert   der  konstanten  Potenz  ist  negativ. 

Ein  besonderer  Fall*  der  elliptischen  Ebeueninvolution 
tritt  ein,  wenn  der  Wert  der  konstanten  Potenz: 

c  =  —  l 

ist;  in  diesem  Falle  sind  sämtliche  Paare  konjugierter  Ebenen 
rechtwinklig  zu  einander  und  die  Ebeneninvolution  heilst 
orthogonal. 

Im  allgemeinen  hat  jede  Ebeneuinvolution  nur  ein  Paar 
rechtwinkliger  konjugierter  Ebenen;  sobald  sie  aber  zwei 
solcher  Paare  hat,  sind  sämtliche  Paare  konjugierter  Ebenen 
rechtwinklig  zu  einander  und  bilden  die  orthogonale  Ebenen- 
involution. 

Ein  besonderer  Fall  der  hyperbolischen  Ebeneninvolution 
tritt  ein,  wenn  der  Wert  der  konstanten  Potenz: 

iHt;  in  «liesem  Falle  haben  sämtliche  Paare  konjugierter  Ebenen 
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ein  und  dasselbe  Paar  von  Halbieruugsebeneu ,  die  Haupt- 
ebenen ,  und  die  Asymptotenebenen  sind  daher  zu  einander 
rechtwinklig.  Die  Ebeneninvolution  heifst  in  diesem  Falle 
gleichseitig-hyperbolisch,  weil  jedes  Paar  konjugiei*ter 
Ebenen  gleich  geneigt  ist  zu  den  Hauptebenen. 

Die  bekannten  metrischen  Beziehungen  zwischen  drei 
Paaren  konjugierter  Ebenen  einer  Ebeneninvolution  sind  die- 
selben wie  für  eine  Strahleninvolution  (Th.  d.  K.  §  17). 

Als  Übergangsfall  von  der  hyperbolischen  zur  ellipti- 
schen Ebeneninvolution  mufs  derjenige  aufgefafst  werden,  bei 
welchem  die  beiden  Asymptotenebenen  zusammenfallen  (para- 
bolische Ebeneninvolution).  In  diesem  Falle  haben  alle 
»Paare  konjugirter  Ebenen  in  der  Doppelebene  eine  gemein- 
schaftliche Ebene  und  der  Wert  der  Potenz  ist  c  =  0. 

Die  Aufgabe  ^^bei  zwei  beliebig  koaxial  liegen- 
den projektivischen  Ebenenbüscheln  die  Doppel- 
ebenen zu  finden ''  läfst  sich  zurückführen  auf  die  Er- 
mittelung  der  Asymptotenebenen  einer  bestimmten  Ebenen- 
involution; oder  es  läfst  sich  diejenige  Ebeneninvolution 
konstruieren;  deren  (reelle  oder  imaginäre)  Asymptoteuebenen 
die  Doppelebenen  der  gegebenen  koaxial  liegenden  projektivi- 
schen Ebenenbttschel  sind.    Diese  Konstruktion  ist  folgende: 

In  den  beiden  gegebenen  koaxial  liegenden  projektivischen 
Ebenenbüscheln  sei  eine  beliebige  durch  die  gemeinsame  Axe 
gelegte  Ebene  mit 

6  und  1^, 

bezeichnet;  indem  sie  gleichzeitig  deui  einen  und  dem  andern 
Ebenenbüschel  angehört;  die  ihr  in  doppeltem  Sinne  ent- 
sprechenden Ebenen  der  Büschel  seien: 

6i  und  1^; 

dann  konstruiere  man  die  vierte  harmonische  Ebene  ^' ,  welche 
der  ersten  Ebene  5  zugeordnet  ist,  währen  Ij  und  rj  das 
andere  Paar  zugeordneter  Ebenen  ist,  so  dafs  also  das  Doppel- 
verhältnis: 

ist.  Das  Ebenenpaar  6  und  5'  beschreibt  alsdann  bei  der  Bewegung 
von  I  die  gesuchte  Ebeneninvolution,  deren  Asymptotenebenen 
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mit  den  Doppelebenen  der  beiden  projektivischen  BQschel  zu- 
sammenfallen. 

Sobald  nur  bewiesen  ist,  dafs  das  Ebenenpaar  SS'  wirk- 
lich eine  Ebeneninyolution  beschreibt;  ist  die  letztgenannte 
Eigenschaft  derselben  unmittelbar  ersichtlich;  denn  sobald 
zwei  zugeordnete  von  vier  harmonischen  Elementen  (S  und  g') 
zusammenfallen,  mufs  auch  eines  (Si)  der  beiden  andern  mit 
jenen  zusammenfallen,  also  ein  Doppelelement  der  Involution 
ist  notwendig  ein  Doppelelement  der  projektivischen  Büschel. 

Für  den  Fall  reeller  Doppelebenen  der  beiden  projektivi- 
schen Büschel  ist  der  Nachweis  für  die  Ebeneniuvolution 
ISS']  sehr  einfach',  denn  seien  diese  Doppelebenen  6  und  6^, 
t  und  r, ,  so  müssen  die  Doppelverhältnisse  einander  gleich  sein-:  ^ 

((yrSi/)  =  (<y,Tr,Sii?,)  ={ri<fiViii)7 
und  da  6  mit  <7, ,  r  mit  r,  zusammenfallt,  so  bilden  die  Ele- 
menten paare: 

ö  und  t,     S  ^uid  Vif     V  ^^^  i\ 
eine   Ebeneninvolution ,  von  der  das   zusammenfallende  Ele- 
mentenpaar S  und  1^1  eine  Asymptotenebene  ist;   die  andere 
Asymptotenebene  mufs  also   die  vierte   harmonische  S'  sein, 
so  dafs  das  Doppelverhältnis: 

(v^M) 1 

wird  y  d.  h.  S  und  S'  trennen  6  und  r  harmonisch,  also  auch 
umgekehrt,  oder  S  un<l  S'  erzeugen  eine  Ebeneninvolution, 
deren  Asymptotenebenen  a  und  r  sind,  w.  z.  b.  w. 

Sobald  aber  die  Doppelebenen  der  koaxial  liegenden  pro- 
jektivischen Ebenenbüschel  nicht  reell  sind,  wird  der  Nach- 
weis für  die  Ebeneninvolution  [SS]  etwas  umständlicher.  Wir 
leiten  ihn  aus  den  bekannten  Eigenschaften  der  Doppelver- 
hältnisse und  den  involutorischen  Beziehungen  in  folgender 
Weise  ab: 

Es  werden  drei  beliebige  Ebenen  durch  die  gemeinsame 
Axe  angenommen: 

(c  tz=  ß^     und  ihre  entsprechenden     u^  und  ß 
sodann  werden  die  vierten  harmonischen  Ebenen: 
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y  y  y 

konstruiert,  so  da(s  die  Werte  der  Doppelverhäitnisse  gelten : 

(«1    /J  a  y)  =  —  1 
(ai  /y   «/)  =  —  ! 

dann  ist  nachzuweisen,  dafs  die  drei  Ebenenpaare: 

•  a  und  y,     d  und  /,     a"  und  y" 

einer  Ebeneninvolution  angehören. 

Aus  der  Projektivitat  der  beiden  Büschel  folgt: 

(a  a  /J  /T)  =  («1  «1  j3,  /5i)  =  («,  «i  a  « ) 

=  (a'aa'iai), 

woraus  hervorgeht,  dafs  die  Ebenenpaare 

a  und  a'  y    ß  und  al,     /3'  und  a^ 

einer  Involution  angehören,  weil  das  Paar  aa   verkehrt  mit 
dem  Paare  aa  zusammenfallt. 

Derselben    Involution   muss    auch    das   Ebenenpaar   yy 
angehören;  denn  weil 

{a^ßaa)  =  (/S'aja'a) 
-  1  =  {a,ßYa)  ={ß'a[ya')  =  -  1, 

so  folgt  nach  dem  Moebiusschen  Satze:  (Th.  d.  Keg.  §  6) 

{aißya)  =  (faiya), 

folglich  gehören  auch  yy   als  Paar  konjugierter  Ebenen  der 
vorigen  Involution  an. 

Wir  haben  in  dieser  Weise  dreimal  vier  Paare  konjugierter 
Elemente  je  einer  Involution : 

1)  aa,    yy',     ßa'i,     /3' «, 

2)  aa  ,     yy  ,     ßai,     ß  a^ 

3)  a  a  ,    y  y  ,     j8  «1     p  «1 . 
Nun  ist  aber. wegen  dieser  Involutionen: 

(ayyy')    ={ayyß)       .{ayßy')      =^{ayyß)       {ay'aiy) 
{ayy'y)  =  {ayy'ß^)  .  {ayß'y)      =(«>'/' /3')   (ayaiy) 
«  y  yy)  =  (a  y  yß  )  .{a  y  ß  y )  =  («  y  y/3  )  («  y  «ly  ) 

(f     ff  \      /     f    f    fr     \       f     ff      tt  f\  I  a\  /     f     t      f  a*\   i     "     ff     ff  /J"  v 

ayyy  )\ayy  y),(a  y  yy)={aya^ß){a  y  a,ß){a  y  a^ß  ) 

ScHBöTBR,  Theor.  d.  Oberfl.  2.  Orda.  2 
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Die  Bedingung: 

(ayyy")  {ay'y'y)  (M'y'yy)  «  —  1*) 
ist  aber  gleichwertig  mit  der,  dass  die  drei  Ebenenpaare: 

ayy    «  y ;     cc  y 
einer  Involution  angehören;  denn  da  identisch: 

{ayyy')  ={y'yya) 
(a  / y" y)  =  (y /' / a)  .  (y y" a a) 
(a'y'yy)  =  (yyy'a)  .  (yyaa) , 

80  folgt  durch  Multiplikation,  weil 

iy'yyd)  .  (yy'yd)  (yyy'a)  =  ä-  •  j-ii  ^.  --^  =  —  1 

ist, 

(yy'aa)  =  (««>/), 

d.  h.  die  drei  Elementenpaare  ay,  «y,  a"y"  gehören  einer 
Involution  an. 

Wenn  wir  nun  zwei  von  den  Ebenenpaaren  ay,  ^y\ 
a'y*  festlialten  und  das  dritte  der  Konstruktion  geraäls  ver- 
ändern; 80  durchlauft  dasselbe  die  ganze  Ebeneninvolution, 
welche  durch  die  beiden  ersten  Ebenenpaarc  bestimmt  wird. 
Es  liefert  also  für  beide  Falle,  seien  die  Doppelelemente  der 
beiden  koaxialen  projekti vischen  EbenenbQschel  reell  oder 
nicht,  eine  und  dieselbe  Konstruktion  eine  bestimmte  Ebenen- 
involution, welche  für  den  hyperbolischen  Fall  zu  ihren 
Asymptotenebenen  jene  Doppelebenen  hat  und  für  den  ellip- 
tischen Fall  als  Vertreter  des  imaginären  Ebenenpaares  der 
Doppclelcmento  aufzufassen  ist. 

§  f).    Zwei  besondere  Aufgaben. 

Wir  wollen  hier  zunächst  eine  besondere  Aufgabe  an- 
schlierHcn,  welche  später  Verwendung  Knden  wird,  nilmlich 
folgende: 

*)  Lassen  wir  insbosondcre  cry  znsammonfallcn,  also  ein  Doppel - 
Clement  sein^  ebenso  cr'y'  das  sweitc  Doppelelement,  so  drflckt  dit*8e 
Bedinji^unK»  welche  sich  reduziert  auf: 

a    y    y  y)  =  —  1  , 

weiter  nicht«  aus,  als  dafs  ir^^nd  ein  Paar  konju^erter  Kiemente  durch 
die  Doppelelenientc  harmonisch  getrennt  wird. 
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Eine  gegebene  elliptische  Ebeneninvolution 
durch  eine  solche  Ebene  zu  durchschneiden,  daTs 
die  Durchschnittsfigur  eine  orthogonale  Strahlen- 
involution wird. 

Mit  dieser  Aufgabe  gleichbedeutend ,  aber  für  die  An- 
schauung einfacher  ist  die  folgende: 

Durch  eine  gegebene  elliptische  Strahleninvo- 
lution  eine  orthogonale  Ebeneninvolution  zu  legen. 
Die  eine  dieser  beiden  Aufgaben  ist  auf  die  andere  zurück- 
führbar,  und  die  Losung  der  einen  giebt  zugleich  die  der 
anderen.  Denn  sei  in  der  ersten  Aufgabe  l  die  Axe  der 
Ebeneninvolution  und  e  die  durchschneidende  Ebene,  und 
legen  wir  durch  den  Schnittpunkt  (Z,  e)  einmal  die  Normalen 
der  Ebenenpaare  der  gegebenen  Ebeneninvolution,  so  liegen 
dieselben  sämtlich  in  einer  Ebene  e^  und  sind  Strahlenpaare 
einer  Strahleninvolution;  legen  wir  aber  andererseits  durch 
den  Schnittpunkt  {l,  e)  alle  Ebenenpaare  normal  zu  den 
Strahlenpaaren  der  Strahleninvolution  in  £,  so  laufen  die- 
selben sämtlich  durch  eine  Axe  2, ,  die  Normale  der  Ebene  £, 
und  bilden  eine  Ebeneninvolution.  Ist  nun  die  Strahlen- 
involution in  £  eine  orthogonale,  so  ist  auch  die  Ebenen- 
involution durch  l^  eine  orthogonale,  weil  sie  von  den  Normal- 
ebenen zu  allen  jenen  Strahlenpaaren  gebildet  wird.  Die 
Aufgabe,  die  Ebeneninvolution  [{]  durch  eine  orthogonale 
Strahleninvolution  \a]  zu  schneiden  kommt  also  mit  der  Auf- 
gabe überein,  durch  die  Strahleninvo- 
lution [f,]  eine  orthogonale  Ebenen- 
involution [{]]  zu  legen  und  die  Losung 
der  einen  Aufgabe  liefert  zugleich  die 
der  anderen. 

Nehmen  wir  demgemäfs  die  Strah- 
leninvolution aisgegeben  an  und  legen 
sie  in  die  Ebene  des  Papiers,  ermit- 
teln ihre  Axen  st  (d.  h.  die  recht- 
winkligen konjugierten  Strahlen)  und 
ihre  Potenzstrahlen  ^rÄ,  deren  Winkel 
and  Nebenwinkel  durch  s  und  t  halbiert  werden,  dann  bilden 
sigh  vier  harmonische  sich  in  0  durchkreuzende  Strahlen  (Fig.  l) ; 

es  soll  nun  durch  0  eine  solche  Axe  a;'im  Räume  gelegt  werden, 

2* 


Fig.  1. 
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dafs  sowohl  das  Ebenenpaar  [xs,  xt]  als  auch  das  Ebenen- 
paar [xg,  xh]  je  ein  Paar  rechtwinkliger  Ebenen  werden; 
dann  ist  offen)>ar  x  die  Axe  einer  orthogonalen  durch  die 
gegebene  Strahleninvolution  gelegten  Ebeneninvolution.  Da 
aber  die  vier  Ebenen  xlstgh]  ebenfalls  harmonisch  sein  müssen 
und  jedes  Paar  zugeordneter  ein  rechtwinkliges  Paar  ist,  so 
müssen  die  Ebenen  des  einen  Paares  die  Winkel  des  andern 
Ebenenpaares  halbieren  und  umgekehrt;  also  müssen  alle  vier 

Winkel : 

(xg,  xs)  «=  45" 

(xs,  xh)  =  45*^ 

(xh,  xt)  =  Ab^ 

(xty  xg)  =  Ab^ 

sein,  und  hieraus  folgt,  dafs  der  Strahl  x  nur  in  je  einer  der 
Ebenen  gesucht  werden  kann,  welche  durch  s  und  t  recht- 
winklig zur  Ebene  der  gegebenen  Strahleninvolution  ^(des 
l'apiers)  gelegt  werden.  Denken  wir  uns  daher  in  0  auf  der 
Ebene  des  Papiers  das  Perpendikel  r  errichtet  und  suchen 
den  Strahl  x  zuerst  in  der  Ebene  [rs];  errichten  wir  zu  diesem 
Zweck  in  einem  beliebigen  Punkte  A  des  Strahles  s  das 
I^erpendikel  AB,  welches  in  B  dem  Strahle  h  begegne  und 
fallen  aus  A  das  Perpendikel  A  C  auf  den  gesuchten  Strahl  x 
in  der  Ebene  |rs|,  so  wird  AB  eine  Normale  sein  der  Ebene 
[rs\'=[sx]  =  AOü\  daher  werden  die  Ebenen  AOC  und 
ABC  zu  einander  rechtwinklig  sein,  und  weil  auf  ihrer  Schnitt- 
linie AC  der  Strahl  CO^^x  rechtwinklig  ist,  so  ist  x  eine 
Normale  der  Ebene  ABC,  folglich  der  Winkel  ACB  der 
Neis^ungöwinkel  der  Ebenen  (^-6-,  xh)  =  45",  imd  da  der  Winkel 
liAC=9i^^  ist,  so  ist  das  Dreieck  liA(."  ein  gleichschenk- 
liges rechtwinkliges  Dreieck,  mithin 

AB  =  AC 

oder 

OA  .  tg(sA)  ==  OA  .  sin  (sx) 

tg(sA)  «=  sin  (sx). 
Durch   diese  Bedingimg  ist  der  Strahl  x  in  der  Ebene    [rs\ 
liestimmt  und  leicht  zu  konstruieren,  unter  der  Voraussetzung 
dafs   der   Winkel   (,«?/#)<  45«  ist;    von   den   Iwiden    Winkeln 
(sh)  und  (//#).    welche   sich  zu  0()"  ergänzen,  ist  aber  einer 
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immer  kleiner  als  45^  und  der  andere  daher  gröfser  als  45^ 
(mit  der  einzigen  Ausnahme ,  wenn  beide  gleich  45"  sind); 
wenn  daher  der  gesuchte  Strahl  x  in  der  Ebene  \rs]  reell  vor- 
handen ist,  so  kann  er  in  der  Ebene  \rt\  nicht  reell  sein 
und  omgekehrt;  die  Bedingung: 

tg  (sä)  «b  sin  {sx) 

liefert  zwei  gesuchte  Strahlen  x  und  x' ,  deren  Konstruktion 
(unter  Annahme  {sh)  <  45®)  sich  so  bewerkstelligen  läfst: 
Man  schlage  über  AO  als  Durchmesser  in  der  Ebene  \rs] 
einen  Kreis  und  trage  das  Perpendikel  ^<5  in  diesen  Kreis 
als  Sehne  AC  oder  A  C  ein,  dann  ist  jeder  der  beiden  Strahlen 
OC^=x  und  OC'^=x  der  gesuchte,  d.  h.  er  genügt  der 
Forderung  der  Aufgabe  oder  ist  Axe  einer  orthogonalen 
Ebeneninvolution,  die  durch  die  gegebene  Strahleninvolution 
gelegt  werden  kann.  Die  Aufgabe  hat  also  zwei  und  immer 
nur  zwei  reelle  Losungen,  während  die  beiden  anderen  Lo- 
sungen, welche  der  Bedingung: 

tg  {th)  =  sin  {ty) 

entsprechen,  in  der  Ebene  [rf]  immer  imaginär  sind ;  die  Strahlen 
X  und  X  liegen  selbstverständlich  symmetrisch  zur  Ebene 
der  Strahleninvolution.  Hierdurch  ist  die  vorgelegte  Aufgabe 
vollständig  gelost.  Mit  ihr  ist  aber  zugleich  eine  zweite 
Aufgabe  gelöst,  nämlich  folgende: 

Eine  gegebene  hyperbolische  Ebeneninvolution 
durch  eine  solche  Ebene  zu  schneiden,  dafs  die 
Durchschnittsfigur  eine  gleichseitig-  hyperboli- 
sche Strahleninvolution  wird,  oder  die  mit  ihr  gleich- 
bedeutende : 

Durch  eine  gegebene  hyperbolische  Strahlen- 
involution eine  gleichseitig-hyperbolische  Ebenen- 
involution zu  legen. 

Beide  Aufgaben,  von  denen  die  eine,  wie  oben,  auf  die 
andere  zurückführbar  ist,  werden  in  ganz  gleicher  Weise  ge- 
lost, wie  die  vorigen. 

Nennen  wir  in  einer  gegebenen  Strahleninvolution  s  und  t 
die  Axen,  y  und  h  die  Asymptotenstrahlen,  so  wird  die  Axe  x 
einer  gleichseitig  -  hyperbolischen  ^  Ebeneninvolution ,  welche 
durch  die  Strahleninvolution  gelegt  werden  soll,  so  liegen 
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milssen,  dafs  die  beiden  Ebenen  [xg]  und  [xh],  welche  Asyni- 
ptotenebenen  der  Ebeneninvolution  werden  müssen,  recht- 
winklig zu  einander  sind  und  die  beiden  Halbierungsebeneu  der 
Winkel  zwischen  den  Asymptotenebenen  durch  die  Strahlen 
s  und  t  gehen.  Wir  erkennen  hieraus,  dafs  die  gesuchte  Axe 
X  genau  dieselbe  Lage  zu  den  gegebenen  Strahlen  s  t  g  h  hat, 
wie  in  der  oben  gelösten  Aufgabe,  also  auch  in  gleicher  Weise 
gefunden  wird. 

Eine  der  vorigen  sehr  nahestehende  Betrachtung  führt 
zu  der  Lösung  der  Aufgabe: 

Zwei  gegebene  projektivische  Büschel:  ein 
ebenes  Strahlenbüschel  und  ein  Ebenenbüschel  in 
perspektivische  Lage  zu  bringen. 

Bestimmen  wir  in  den  beiden  gegeben  en  projekti vischen 
Büscheln  die  ausgezeichneten  Elementenpaare,  einmal  das 
rechtwinklige  Strahlenpaar  st  des  Strahlenbüschels  und  das 
ihm  entsprechende  rechtwinklige  Ebenenpaar  ö^  und  r,  des 
Ebenenbüschels,  sodann  die  Potenzstrahlen  gh  des  Strahlen- 
büschels und  die  entsprechenden  Potenzebenen  y^  x^  des 
Ebenenbüschels,  so  dafs  die  Gleichheit  der  Winkel  stattfindet: 

isg)  —  (r,y,)  =  (Äs)  —  (atiT,) 

und  die  konstante  Potenz  der  projekti  vischen  Beziehung: 

tg  {sx) .  tg  (t,  6,)  =  c 
oder 

tg  (U) .  tg  («,!,)  =  4 

ihrem  absoluten  Werte  nach  durch  tg'  (sg)  =  c  reprascntiert 
wird;  denken  wir  uns  sodann  das  Strahlenbüschel  in  die 
Ebene  dos  Papien»  gelegt,  so  wird  die  Axe  des  Ebenen- 
büschels, welches  mit  dem  Strahlenbüschel  perspektivisch  ge- 
legt werden  soll,  so  dafs  also  das  rechtwinklige  Ebenenpaar 
<y,T,  resp.  durch  das  rechtwinklige  Strahlenpaar  st  geht, 
seine  Axe  nur  in  einer  der  beiden  Ebenen  haben  können, 
welche  durch  s  und  t  rechtwinklig  zur  Ebene  des  Papiers 
gelegt  werden.  Errichten  wir  also  in  dem  Mittelpunkte  O 
des  Strahlenbüschels  ein  Perpendikel  r  auf  der  E))ene  des 
Papiers,  so  kann  die  gesuchte  Axe  x  des  Ebeneifbüschels  nur 
entweder  in  der  Ebene  [rs]  oder  in  der  Ebene  \rt]  liegen. 
Suchen  wir  x  zunächst  in  der  Ebene  [rs],  und  errichten  wir 
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in  einem  beliebigen  Punkte  A  des  Strahles  s  das  Perpendikel 
AB^  welches  g  in  B  triflFt  (Fig.  2),  dann  ist 

OA.tg(sg)  =  AB. 

Denken  wir  uns  sodann  aus  A  eiu  Perpendikel  AC  auf  den 

gesuchten  Strahl  x  herabgelassen 
in  der  Ebene  [rs],  so  wird,  weil 
AB  eine  Normale  der  Ebene  [rs] 
ist,  die  Ebene  AGB  rechtwinklig 
zur  Ebene  [rs]  oder  AOC  seiny 
und  weil  x  rechtwinklig  ist  auf 
der  Schnittlinie  A  C  beider  recht- 
winkligen Ebenen  AGB  und 
AGO,  so  mufs  x  eine  Normale 
der  Ebene  AGB  sein,  folglich 
ist  auch  GB  normal  auf  X]  also 
der  ebene  Winkel  AGB  ist  der 
Neigungswinkel  der  Ebenen  \xs] 
und  [xg^  oder  ö^  und  y^.    Nun 

haben  wir  aber  in  dem  bei  A  rechtwinkligen  Dreieck  GAB: 

^C.tg(tf,y,)  =  ^-B 
und  in  dem  Dreieck  OAG: 


Fig.  2. 


folglich : 


OA  .  sm(sx)  =  AGy 

ig(sg)  =  sm(sx)  .tg(<f,yi) 
oder,  da  die  Winkel  (p^yi)  und  (t^y^)  sich  zu  90^  ergänzen, 

*«{sg)tg{t^yi)  =  8m{sx). 

Dies  ist  aber  der  Wert  der  konstanten  Potenz  der  projek- 

tivischen  Beziehung,   also  entweder  c  oder  —]    von   diesen 

beiden  W-erten  mufs  notwendig  einer  >  1,  der  andere  <  1 
sein  (mit  einziger  Ausnahme,  wenn  beide  =  1  sind) ;  nennen 
wir  X  den  gesuchten  Strahl  in  der  [r 5] -Ebene  und  y  in  der 
[r^]- Ebene,  so  wird  von  den  beiden  Gleichungen: 

sin  (sx)  =  c 

sin(^y)  =  y 

nar  eine  reelle  Auflösungen  zulassen,  weil  der  Sinus  <  1  sein 
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inufs;  also  wird  ein  reeller  Strahl  nur  in  einer  der  beiden 
Ebenen  [sr]  oder  [tr]  möglich  sein,  wie  es  auch  die  hieraus 
hervorgehende  Konstruktion  des  Strahles  x  selbst  zeigt.  Da 
nämlich  g  und  y^  Potenzstrahl  und  Potenzebene  sind,  so  sind 
die  Winkel  {sg)  und  (r, yj  einander  gleich;  die  Winkel  (sg) 
und  ((^iT^i)  ergänzen  sich  also  zu  90^,  und  da  mithin 

tg(s</).tg(<^iyt)  =  i 

wird,  so  folgt: 

OA.ÄC=ÄB^, 

woraus  folgende  Konstruktion  von  C  und  damit  des  Strahles  x 
hervorgeht:  Man  errichte  in  der  Ebene  des  Papiers  in  einem 
beliebigen  •  Punkte  A  des  Strahles  s  das  Perpendikel  AB, 
welches  in  B  dem  Strahl  g  begeguet;  in  B  errichte  man  auf 
dem  Strahl  g  das  Perpendikel,  welches  in  D  dem  Strahl  s 
begegnet.  Beschreibt  man  sodann  in  der  [r^]*  Ebene  über  OA 
als  Durchmesser  einen  Kreis  und  trägt  in  denselben  AC^=^  AD 
als  Sehne  ein,  was  in  doppelter  Weise  geschehen  kann,  so 
erhält  man  zwei  Punkte  C  und  C  dieses  Kreises,  welche 
mit  0  verbunden  die  gesuchten  Strahlen: 

in  der  [rs] -Ebene  liefern.  Sobald  AD  >  -4.0  ist,  d.  h.  der 
Winkel  (jsg)  >  45^  wird  die  Konstruktion  in  der  [rs]- Ebene 
zu  keiner  reellen  Losung  führen,  dagegen  dieselbe  Konstruk- 
tion in  der  [r^] -Ebene  die  reellen  Strahlen  y  und  y'  liefern 
und  umgekehrt,  so  dals  auch  diese  Aufgabe,  wie  die  früheren, 
nur  zwei  reelle  Lösungen  hat  und  dieselben  immer  vorhan- 
den sind. 

In  dem  Grenzfalle,  wenn  (sg)  <=  45®,  fallen  offenbar  beide 
reelle  Lösungen  in  dem  Strahle  r  zusammen,  zu  dem  sie  im 
allgemeinen  symmetrisch  liegen.*) 

§  6.    Der  Kegel  sweiter  Ordnung. 

Nachdem  wir  die  drei  Gruudgebilde  erster  Stufe,  die 
gerade  Punktreihe,  das  ebene  Strahlenbüschel  und  das  Ebenen- 
büschel, die  projektivische  Beziehung  derselben  und  ihre  aus- 
gezeichneten Elemente  kennen  gelernt  haben,  wollen  wir  sie 

*)  Vgl.  die  Auflösung  dieser  Aufgabe  in  Stciner^s:  „Systematische 
Entwickelang  der  Abh&ng^keit  geometrischer  Gestalten  etc.**  S.  231. 
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bei  beliebiger  Lage  im  BaUme  auffassen  und  ihre  Erzeugnisse 
aufsuchen. 

Wir  beginnen  mit  einer  geraden  Punktreihe: 

auf  dem  Träger  l  und  einem  ebenen  Strahlenbüschel: 

Sß\abc  ...  o; ...  I, 

die  beliebig  im  Räume  liegend  angenommen  und  in  projek- 
tiyische  Beziehung  gesetzt  werden.  Vorausgesetzt,  da(s  der 
Mittelpunkt  93  des  Strahlenbüschels  nicht  in  dem  Träger  l  der 
Punktreihe  liegt,  können  wi):  jeden  Punkt  j:  der  Punktreihe 
mit  dem  entsprechenden  Strahl  x  des  Strahlenbüschels  durch 
eine  Ebene  £  verbinden  und  den  Ort  sämtlicher  Ebenen  ^ 
untersuchen. 

Verbinden  wir  den  Mittelpunkt  Sß  des  Strahlenbüschels  mit 
den  Punkten  abc  .  .  .  jC  .  .  .  der  Punktreihe,  so  erhalten  wir 
ein  zweites  mit  dem  ersten  projektivisches  Strahlenbüschel, 
welches  denselben  Mittelpunkt  2)  hat,  und  dessen  Ebene  [^  l\ 
ist;  nennen  wir  den  Strahl  \'Sx\  desselben  x^^  so  haben  wir 
zwei  projektiyische  Strahlenbüschel: 

Sä  \abc  .  .  .  X  .  .  .\    und    So  l^ii^i^t  .  .  .  ^i  • . .  |, 
welche  denselben  Mittelpunkt  haben,   aber  in  yerschiedenen 
Ebenen  liegen  und  wir  erkennen^   dass  das  Erzeugniß  dieser 
beiden   Gebilde   mit    dem    Torigen  Erzeugnis   identisch    ist, 
indem  diö  Ebene 

g  =  [xj:']  =  [xx^] 
ist 

Legen   wir   durch   die   räumliche  Figur   eine   beliebige 

Transversalebene  £,  so  schneidet  dieselbe  die  beiden  ebenen 
Strahlenbüschel  Sß\x\  und  ^\Xi\  in  zwei  geraden  Punktreihen 
(r)  und  (j:,),  welche  projektivisch  sind,  weil  es  die  Strahlen- 
büachel  sind;  die  Gerade  |):ji-,  |  .umhüllt  also  in  der  Transversal- 
ebene s  einen  Kegelschnitt  (Th.  d.  K.  §  20)  und  der  ge- 
suchte Ort  der  Ebene  g  wird  nichts  anderes  sein  als  der 
Ort  sämtlicher  Ebenen,  welche  einen  festen  Punkt 
99  im  Räume  mit  den  Tangenten  eines  ebenenKegel- 
Schnitts  verbinden. 

Diese  Gesamtheit  von  Ebenen  nennen  wir  einen  Kegel 
zweiter  Klasse.    Dieselbe  Gesamtheit  von  Ebenen  erhalten 
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wir  auch,  wenn  wir  zwei  beliebige  Puuktreihen  {x)  und  (p,), 
die  mit  den  StrahleubQscbelu  3i[x\  und  Sä\Xi\  perspektiyiBch 
liegen,  ohne  in  derselben  Ebene  enthalten  zu  sein,  zur  Er- 
zeugung verwenden.     Also: 

Wenn  ein  beliebiger  fester  Punkt  iB  im  Räume 
mit  je  zwei  entsprechenden  Punkten  irgend  zweier 
projektiyischen  geraden  Punktreihen: 

Z(abc .  . .  r  . . .)  und  J|(a|b,Ci  . . .  p,  . . .) 
durch  eine  Ebene  [S^rti]  verbunden  wird,  so  umhüllt 
dieselbe  einen  Kegel  zweiter  Klasse.  Ebenso  wie  der 
Kegelschnitt  gleichzeitig  als  Tangentengebilde  (von  Geraden 
eingehüllt)  und  als  Punkigebilde  (von  Punkten  beschrieben)* 
auftritt  [die  Identität  beider  Gebilde  ist  in  d.  Th.  d.  K.  §  23 
nachgewiesen],  tritt  nun  auch  der  Kegel  gleichzeitig  als  Ebenen- 
gebilde (von  Ebenen  umhüllt)  und  als  Strahlengebilde  (von 
Strahlen  beschrieben)  auf;  in  letzterem  Sinne  heifst  er  Kegel 
zweiten  Grades  und  ist  als  die  Gesamtheit  aller 
Strahlen  aufzufassen,  welche  einen  festen  Punkt  :B 
im  Räume  mit  sämtlichen  Punkten  eines  ebenen 
Kegelschnitts  verbinden. 

Aus  der  Perspektive  von  dem  Punkte  :B  aus,  dem  Mittel- 
punkt des  Kegels,  nach  den  Punkten  oder  nach  den 
Tangenten  eines  ebenen  Kegelschnitts  geht  also  der  Kegel 
zweiter  Ordnung  als  Strahlen-  oder  als  Ebenengebilde  hervor, 
und  die  Identität  beider  Gebilde  folgt  aus  derjenigen^  welche 
fOr  den  Kegelschnitt  nachgewiesen  ist. 

Hieraus  ergiebt  sich  nun  eine  Erzeugung  des  Kegels  als 
Strahlengebilde : 

Wenn  zwei  projektivische  Ebenenbüschel: 

l[aßy  .  .  .  g  .  .  .]     und     /,[«,/J,y,  .  .  .  g,  .  .  .] 

so  liegen,  dafs  ihre  Axen  /  und  /,  sich  in  einem 
Punkt  3^  treffen,  ohne  dafs  die  sie  verbindende 
Ebene  zwei  entsprechende  Ebenen  beider  Büschel 
vereinigt  (perspektivische  Lage,  §  2),  dann  schneiden 
sich  entsprechende  Ebenen  ii^  in  Strahlen,  deren 
Gesamtheit    einen    Kegel    zweiten    Grades    bildet. 

Ferner  folgt  als  Haupteigenschaft: 

Jede    Ebene    hat    als    Durchschnittsfigur    mit 
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einem  Kegel  einem  Kegelschnitt,  denn  diese  Durch- 
schnittsfigar  ist  das  Erzeugnis  zweier  projektiyischen  Strahlen- 
büschel, welche  die  Ebene  aus  den  beiden  erzeugenden  Ebenen- 
büscheln {[$]  und  2i[Si]  ausschneidet.  (Die  Durchschnittsfigur 
zerfallt  in  ein  Linienpaar,  sobald  die  schneidende  Ebene  durch 
den  Mittelpunkt  SÖ  des  Kegels  geht.) 

Es  folgen  femer  hieraus  die  Konstruktionen  des  Kegels 
durch  fünf  Strahlen  oder  fünf  Berührungsebenen;  die  dem 
Pascal  sehen  und  Brian  c  hon  sehen  Satze  analogen  Sätze  für 
den  Kegel  und  eine  grofse  Menge  Ton  Eigenschaften,  welche 
immittelbar  aus  dieser  perspektiyischen  Beziehung  abzulesen 
sind,  und  deren  besondere  Aussprache  eine  unnötige  Wieder- 
holung wäre;  es  treten  nur  bei  dieser  perspektivischen  Auf- 
fassung an  Stelle  von 

Punkten  und  Strahlen  .  . .  beim  Kegelschnitt 
Strahlen  und  Ebenen  .  .  .  beim  Kegel. 

Dagegen  giebt  es  besondere  Eigenschaften  des  Kegelschnitts, 
welche  beim  Kegel  ihre  Eigentümlichkeit  yerlieren,  nämlich 
alle  diejenigen,  welche  an  die  unendlich-entfernte  Gerade  g^ 
in  der  Ebene  des  Kegelschnitts  geknüpft  sind.  Legen  wir 
durch  den  Mittelpunkt  $  des  Kegels  eine  Ebene  parallel  zu 
derjenigen  des  Kegelschnitts,  aus  dessen  Perspektive  der  Kegel 
hervorgeht,  so  hat  didbe  Ebene  nichts  voraus  vor  jeder  andern 
durch  3ä  gelegten  Ebene,  während  die  unendlich -entfernte 
Gerade  g^  in  der  Ebene  des  Kegelschnitts  eine  ausgezeichnete, 
ein  für  alle  Mal  voraus  bestimmte  Gerade  dieser  Ebene  ist. 
Während  also  beim  Kegelschnitt  die  g^  eine  Einteilung  in 
drei  Gattungen  (Ellipse,  Parabel  und  Hyperbel,  Th.  d.  K.  §  25) 
hervorruft,  fällt  diese  beim  Kegel  fort. 

Hiervon  macht  nur  ein  Fall  eine  Ausnahme,  nämlich 
wenn  der  Mittelpunkt  33  des  Kegels  selbst  im  Unendlichen 
liegt,  also  sämtliche  Kegelsirahlen  einander  parallel  sind. 
In  diesem  Falle  nennt  man  den  Kegel  einen  Gylinder  und 
die  unendlich-entfernte  Ebene  £^,  welche  im  Räume  eine 
unveränderliche,  ein  für  alle  Mal  gegebene  ist,  wie  in  der 
Ebene  die  unendlich-entfernte  Gerade  g^,  geht  beim  Cylinder 
durch  den  Mittelpunkt  desselben.  Sie  schneidet  also,  wie 
jede  durch  den  Mittelpunkt  eines  Kegels  gelegte  Ebene,  den 
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üylinder  im  allgemeinen  in  einem  Linienpaar,  welches  ent- 
weder aus  zwei  reellen  Geraden  oder  aus  zwei  zusammen- 
fallenden Geraden  bestehen  oder  imaginär  sein  kann.  Dem- 
gemäfs  heifst  der  Cylinder  entweder  ein  hyperbolischer, 
oder  ein  parabolischer  oder  ein  elliptischer,  je  nachdem 
er  die  parallele  Perspektive  einer  Hyperbel,  Parabel  oder 
Ellipse  ist. 

Die  ebenen  Durchschnittskurven  durch  irgend  einen  Cy- 
linder dieser  drei  Gattungen  gehören  also  auch  immer  einer 
und  derselben  Gattung  an  und  es.  kann  [durch  eine  Trans- 
versalebene] z.  B.  aus  einem  elliptischen  Cylinder  niemals 
eine  Hyperbel   geschnitten  werden. 

Dagegen  können  aus  einem  und  demselben  Kegel  (mit 
endlichem  Mittelpunkt  ©)  alle  drei  Gattungen  von  Kegel- 
schnitten durch  eine  Ebene  ausgeschnitten  werden.  Dies  hängt 
allein  von  der  Stellung  der  schneidenden  Ebene  ab.  Jede 
durch  den  Mittelpunkt  des  Kegels  gelegte  Ebene  schneidet 
denselben,  wie  wir  wissen,  in  einem  Linieupaar,  welches  ent- 
weder reell  oder  imaginär  sein  oder  zusammenfallen  kann. 
Nennen  wir  diese  drei  Gattungen  von  Ebenen  (hyperbolische, 
elliptische,  parabolische  oder  Berührungsebenen) 

so  wird  eine  beliebige  Durchschnittsebene,  die  durch  den 
Kegel  gelegt  wird,  denselben  in  einer  llyperbel,  Ellipse  oder 
Parabel  schneiden,  je  nachdem  sie  die  Stellung  £*,  i^  oder 
6p  hat;  in  letzterem  Falle  mufs  sie  also  einem  Kegelstrahle 
parallel  sein. 

Obwohl  der  Kegel  33<*>  aus  der  Perspektive  des  Kegel- 
schnitts hervorgeht,  so  tritt  er  doch  andererseits  selbst  als 

dualistisch  gegenüberstehendes  Gebilde  des  ebenen 
Kegelschnitts  auf;  wenn  wir  nämlich  anstatt,  wie  zu  An- 
fang, von  Strahlenbüschel  und  Punktreihe  in  projektivischer 
Beziehung  und  beliebiger  räumlicher  Lage  auszugehen,  von 
Strahlenbüschel  und  Ebenenbüschel  ausgehen: 

'ii  abc  ..  ,x.  .\     und     i,  K/Ji^,  .  .  .  |,  .  .  .] 

in  projektivischer  Beziehung  und  bei  beliebiger  räumlicher 
Lage,  so  trifft  jeder  Strahl  j'  die  entsprechende  Ebene  |,  in 
einem  Punkte,  dessen  Ort  ollen  bar  ein  ebener  Kegelschnitt 
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ist,  welcher  ganz  in  der  Ebene  des  Stralenbüschels  ^\x\  liegt 
und  als  Erzeugnis  der  beiden  projektivischen  Strahlenbüschel 
erscheint,  deren  eins  iB|^|  ist  und  das  andere  der  Durch- 
schnitt der  Ebene  des  ersteren  mit  dem  Ebenenbüschel  2i  [$]]• 
Hiernach  steht  dieser  Kegelschnitt  dualistisch  gegenüber  dem 
vorigen  Kegel.  Den  Punkten  des  Kegelschnitts  entsprechen 
die  Berührungsebenen  des  Kegels,  der  Ebene  des  Kegelschnitts 
der  Mittelpunkt  des  Kegels,  den  Tangenten  des  Kegelschnitts 
die  Strahlen  des  Kegels.  Überhaupt  steht  dem  Kegelschnitt 
in  der  Geometrie  der  Ebene  dualistisch  gegenüber  der  Kegel 
in  der  Geometrie  des  Punktes.  Ebenso  wie  wir  uns  die  Ebene 
erfüllt  denken  mit  Punkten  und  Strahlen  (als  Punkt- feld 
und  Strahlen-feld),  können  wir  durch  einen  Punkt  im 
Saume  die  gleiche  Mannigfaltigkeit  von  Strahlen  und  von 
Ebenen  hindurchlegen  und  nennen  dieses  Gebilde  gleichzeitig 
Strahlenbündel  und  Ebenenbündel.  Obwohl  nun  diese 
GebUde  der  zweiten  Stufe  angehören  und  demgemäfs  auch 
erst  in  dem  zweiten  Abschnitt  näher  untersucht  werden  sollen, 
so  ist  es  doch  ein  von  ihnen  abhängiges  Gebilde,  welches 
wir  schon  beim  Kegelschnitt  kennen  gelernt  haben,  und  dessen 
dualistisch  gegenüberstehendes  Gebilde  bei  der  Untersuchung 
des  Kegels  unser  hauptsächlichstes  Interesse  m  Anspruch 
nimmt.  Wir  haben  in  der  Theorie  der  Kegelschnitte  das 
ebene  Polarsjstem  kennen  gelernt,  als  dessen  besondere 
Elemente  die  Punkte  und  Tangenten  des  Kegelschnitts  auf- 
treten (Th.  d.  K.  §  56)  und  welches  als  der  Vertreter  des 
Kegelschnitts  anzusehen  ist,  auch  wenn  derselbe  gar  keine 
reellen  Punkte  und  Tangenten  hat  Dem  entsprechend  ist  die 
Perspektive  des  ebenen  Polarsjstems  von  irgend  einem  Punkte 
8  des  Raumes  aus  genommen,  das  Polarbündel,  der  Ver- 
treter des  Kegels,  und  in  dem  reellen  Falle  sind  die  incidenten 
konjugierten  Elemente  des  Polarbündels  die  Strahlen  und  Be- 
rührungsebenen des  Kegels,  welche  aber  auch  sämtlich  imaginär 
sein  können. 

Bevor  wir  auf  die  nähere  Untersuchung  des  Polarbün- 
dels eingehen,  bemerken  wir  einen  charakteristischen  Unter- 
schied zwischen  ihm  und  dem  ebenen  Polarsystem.  Dieses 
hat  nämlich  eine  ausgezeichnete  von  vorn  herein  gegebene 
Gerade  g^,  die  unendlich-entfernte  Gerade,  währencl  ein  ein- 
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ziges  analoges  ausgezeichnetes  Element  beim  PolarbQndel  nicht 
Torhanden  ist.  Welche  besonderen  Elemente  hier  an  die 
Stelle  treten,  werden  wir  später  sehen. 

§  7.    Das  Folarbündel.     Konstruktion  desselben  aus  den 
Elementen  der  projektivisohen  Gebilde. 

Obwohl  wir  die  allgemeinen  Eigenschaften  des  Polar- 
bündels aus  der  Perspektive  des  ebenen  Polarsystems  ableiten 
können;  so  ziehen  wir  es  doch  vor,  dieselben  aus  den  Ele- 
menten der  projektivischen  Gebilde,  welche  den  Kegel  er- 
zeugen ,  unabhängig  herzuleiten  und  das  PolarbQndel  in  fol- 
gender Weise  zu  konstruieren: 

Gegeben    sind  zwei  projektivische   Gebilde:    ein   ebenes 

Strahlenbüschel: 

Sjafec  ...  ir* ...  I 

und  eine  gerade  Punktreihe: 

/,  (a,  b|  c,  .  . .  y,  . .  .)• 
Eine  beliebige  durch  "ü  gelegte  Ebene  a  schneidet  die  Ge- 
bilde im  allgemeinen  in  zwei  sich  nicht  entsprechenden  Ele- 
menten, einem  Strahl  x  und  einem  Punkt  )>,,  denen  ent- 
sprechen mögen  der  Punkt  Vi  und  der  Strahl  y*  durch  y 
und  Vi  wird  eine  Ebene  gelegt,  welche  a  in  einem  Strahle  / 
schneidet;  von  i)  aus  gehen  dann  drei  Strahlen  in  einer 
Ebene,  nämlich  der  letzte  Schnittstrahl  l  und  die  Strahlen  y 
und  1 5^  jL'i  I ;  zu  diesem  wird  der  vierte  harmonische  dem  Schnitt- 
strahl l  zugeordnete  Strahl  s  konstruiert  und 

der  Ebene  <t  .  .  .  der  Strahl  s 

zugeordnet,  dann  konstituieren  a  und  s  als  Polarebene  und 
Polarstrahl  ein  Polarbündel,  dessen  Kernflächc  der  Kegel  ist, 
welcher  von  den  gegebenen  projektivischen  Gebilden  erzeugt 
wird,  (d.  h.  für  diesen  Kegel  sind  allemal  o  und  s  Polarebene 
und  Polarstrahl). 

Die  Betrachtung  gestaltet  sich  symmetrischer,  wenn  wir 
statt  der  Punktreihe: 

Z,  (a,  b,  Cj  .  .  .  V,  .  .  .) 

ein  mit  derselben  perspektivisches  Stnihlenbüschel  von  '^  aus 
legen  und  dessen  Strahlen  bezeichnen: 
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wo  laSjTi  I  =  a?j  ist. 

Dann  haben  wir  zwei  projektiyische  Strahlenbüschel  mit 
gemeinsamem  Mittelpunkt  in  verschiedenen  Ebenen.  Die 
Schnittlinie  der  beiden  ebenen  Träger  vereinigt  zwei  nicht 
entsprechende  Strahlen  e  und  /*, ,  deren  entsprechende  Strahlen 
e,  und  f  seien;  diese  werden  durch  eine  Ebene  r  verbunden. 
Nehmen  wir  irgend  zwei  Paare  entsprechender  Strahlen  xx^ 
und  yy^  hinzu,  so  giebt  die  Projektivitat  der  Büschel  die 
Gleichheit  der  Doppelverhältnisse: 

{efxy)  =  (ej^x^yi) 
oder  {efxy)  =  (f^e^y^x^)] 

da  nun  e  mit  /\  koinzidiert;  so  liegen  diese  vier  Strahlenpaare 
perspektivisch,  d.  h.  in  demselben  Ebenenbüschel,  durch  dessen 
Axe  also  die  drei  Ebenen  gehen: 

[f^i]>     [^yj;     [ya:,]. 
Dies  sagt  aus,  dass  die  Schnittlinie: 

i  =  \^yu  y^il 

in  der  festen  Ebene  t  sich  bewegt,  welche  die  Strahlen  f 
und  e^  verbindet. 

Wir  bezeichnen  nun  die  veränderliche  Ebene  [xy^]  durch 
ö  und  suchen  zu  dem  Schnittstrahl  l  und  den  Strahlen  yx^ 
den  zugeordneten  vierten  harmonischen  Strahl  s,  so  dafs 

{yxils)  =  —  1 

wird.  Dadurch  wird  der  Ebene  ö  der  Strahl  s  zugeordnet 
und  wir  wollen  die  Abhängigkeit  dieser  einander  zugeord- 
neten Elemente  untersuchen,  indem  wir  zeigen,  dass 

1)  wenn  einer  beliebigen  Ebene  0  (durch  3))  mittelst  der 
angegebenen  Konstruktion  der  Strahl  s  zugeordnet  ist,  als- 
dann  irgend  einer  durch  s  gelegten  Ebene  a'  ein  Strahl  s 
zugeordnet  ist,  welcher  in  der  ersten  Ebene  ö  liegen  mu(*s. 

Beweis. 

Möge  eine  beliebige  durch  8  gelegte  Ebene  (S'  die  Träger 

£  und  £}  der  beiden  projekti vischen  Strahlenbüschel   in    den 

Strahlen 

u  und  t;, 

schneiden,  deren  entsprechende 
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Mj  und  V 
seien,  dann  wird  sowohl  die  Schnittlinie 

I  wvj,  ruj  I  =  m 
als  auch  die  Schnittlinie 

nach  dem  Obigen  in  derselben  festen  Ebene  t  liegen,  in 
welcher  auch  l  liegt. 

Werden  nun  die  yier  harmonischen  Strahlen: 

y  x^l  s 

mit  v,  durch  vier  Ebenen  verbunden,  so  erhalten  wir  vier 
hannonische  Ebenen,  welche  die  Ebene  r  wieder  in  vier  har- 
monischen Strahlen  schneiden  müssen,  nämlich: 

und  diese  vier  harmonischeu  Strahlen  werden  mit  y,  Ter- 
bunden  vier  neue  harmonische  Ebenen  liefern,  deren  Durch- 
schnitt   mit    der    Ebene    [vu^]    folgende  vier    harmonische 

Strahlen  liefert: 

V  «1  s  w, 

wo  s  den  Schnittstrahl  der  Ebene  [y^  Z]  oder  a  mit  der  Ebene 
[vn,]  bedeutet;  hiernach  ist  also  s  der  vierte  hannonische 
Strahl  zu  ru^  und  m,  dem  letzteren  Strahle  zugeordnet  und 
liegt  in  der  Ebene  <y,  wodurch  unser  Satz  bewiesen  ist. 

2)  Wenn  wir  die  Ebene  a  um  eine  beliebige  in  ihr  fest- 
gehaltene Axe  s  herumdrehen,  so  verändert  sich  aucli  ihr 
zugeordneter  Strahl  s  und  beschreibt  eine  bestimmte  Ebene  a\ 
so  dafs  das  Ebenenbflschel  s'[ö]  und  das  ebene  Strahlenbfischel 
<^.«*»'.  projektivisch  sind  und  involutorisch  liegen. 

Beweis. 

Bei  der  Drehung  der  verrinderlichen  Ebene  a  um  den 
in  ihr  festgehaltenen  Strahl  .s'  beschreiben  die  beiden  Strahlen 
j  und  f/i  zwei  j)ersj)ektivisch  liegende  Strahlenbüschel  in  den 
Ebenen  €  und  £, ,  welche  das  Ebenenbüschel  s[a\  durch- 
schneiden. Wegen  der  Projektivitat  der  beiden  gegebenen 
Gebilde  beschreibt  nun  .r,  ein  mit  w  und  y  ein  mit  y^  pro- 
jektivisches  Strahlunbüschel,  folglich  sind  auch  die  von  den 
Strahlen  j',  nn*!  »/  beschriebenen  Strahlenbüschel  mit  dem 
Ebenenbflschel  s  [ö],  also  auch  unter  sich  projektivisch. 
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Die  veiunderliche  Ebene  [x^  y]  wird  daher  einen  Kegel  um- 
hüllen, welcher  auiser  den  beiden  Trägem  s  und  €^  oiFenbar  auch 
die  Ebene  r  berührt,  denn  sobald  die  veränderliche  Ebene  ö  in 
die  Lage  [se]  (oder  [sfiJ)  gelangt,  geht  Xi  in  e^  und  yinf  über, 
also  ist  [e^f]=r  auch  eine  Berührungsebene  des  vorigen  Kegels. 
Dieser  Kegel  (der  ein  anderer  ist,  als  der  von  den  gegebenen 
projekti vischen  Strahlenbüscheln  erzeugte)  hat  drei  feste  Berüh- 
rungsebenen £  £|  T,  und  eine  veränderliche  Berührungsebene 
schneidet  dieselben  in  drei  Strahlen  y  x^  2,  zu  denen  allemal 
der  vierte  harmonische,  dem  l  zugeordnete  Strahl  s  konstruiert 
wird.  Wir  wissen  aber,  dafs  „wenn  vier  feste  Ebenen,  die 
durch  einen  Punkt  33  gehen,  von  einer  durch  diesen  Punkt 
gelegten  veränderlichen  Ebene  in  vier  Strahlen  geschnitten 
werden,  deren  Doppelverhältnis  bei  gegebener  Zuordnung 
einen  konstanten  Wert  hat  (hier  ==  —  1),  die  veränderliche 
Ebene  einen  Kegel  umhüllt,  welcher  die  vier  festen  Ebenen 
berührt'*,  und  können  diesen  Satz  so  umkehren :  „Wenn  drei 
feste  Berührungsebenen  (s  s,  r)  eines  Kegels  von  einer  ver- 
änderlichen Berührungsebene  desselben  in  drei  Strahlen  {yx^l) 
geschnitten  werden  und  in  dieser  Ebene  ein  vierter  Strahl  (s)  so 
konstruiert  wird,  dafs  das  Doppel  Verhältnis  derselben  {yx^ls) 
bei  gegebener  Zuordnung  einen  unveränderlichen  Wert  behält 
(hier =—1),  dann  mufs  der  Strahl  seine  vierte  feste  Berührungs- 
ebene  des  Kegels  durchlaufen"  (vergl.  Th.  d.  K.  S.  124). 

Hierdurch  ist  also  nachgewiesen,  dafs  bei  der  Drehung 
der  Ebene  0  um  einen  festen  Strahl  s'  der  ihr  zugeordnete 
Strahl  8  eine  Ebene  &  beschreibt  und  in  dieser  ein  Strahlen- 
büschel um  den  Punkt  3d  erzeugt.  Die  Projekti vität  dieses 
Strahlenbüschels  mit  dem  vorigen  Ebenenbüschel  s  [<t]  leuchtet 
unmittelbar  ein,  weil  eine  veränderliche  Berührungsebene 
eines  Kegels  irgend  zwei  fest^  Berührungsebenen  allemal  in 
projektivischen  Strahlenbüscheln  schneidet,  also  hier  die  ver- 
änderliche Berührungsebene  [x^  y]  des  vorigen  Kegels  die  beiden 
festen  Berührungsebenen  &  und  r  in  den  Strahlen  s  und  l 
schneidet,  welche  projektivische  Strahlenbüschel  beschreiben 
müssen.  Das  von  l  beschriebene  Strahlenbüschel  liegt  aber 
perspektivisch  mit  dem  Ebenenbüschel,  welches  ö  beschreibt, 
also  sind  auch  Ebenenbüschel  s'  [a]  und  Strahlenbüschel  o'  |  s  | 
projektivisch.    Dafs  endlich  die  beiden  projektivischen  Gebilde 
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involutorisch  liegen;  zeigt  der  Satz  1)^  welcher  aassagt,  dafs, 
wenn  man  eine  Ebene  ö  und  den  ihr  zugeordneten  Strahl  8 
hat;  einer  durch  s  gelegten  Ebene  ö'  ein  Strahl  8  zugeordnet 
ist;  welcher  in  a  liegen  mufs.  Hierdurch  ist  aber  die  inYolu- 
torische  Lage  erwiesen ;  und  es  folgt  zugleich;  dafs  zu  der 
Ebene  (f'  der  zugeordnete  Strahl  s'  sein  mufs.  Denn  denken 
wir  uns  zwei  Ebenen  a  durch  s'  gelegt;  eine  erste  und  eine 
zweite,  so  sind  ihnen  zwei  Strahlen  s  zugeordnet;  welche  die 
Ebene  ö'  bestimmen.  Da  nun  diese  Ebene  ö'  durch  den 
ersten  und  auch  durch  den  zweiten  der  Strahlen  s  geht,  so 
mufs  der  ihr  zugeordnete  Strahl  sowohl  in  der  ersten  als 
auch  in  der  zweiten  der  Ebenen  ö  liegen  kraft  des  Satzes  1); 
folglich  der  Strahl  8  sein. 

Hierdurch  ist  nun  die  Natur  des  Polarbündels  vollständig 
klar  gelegt: 

Jeder  durch  den  Mittelpunkt  3d  des  Polarbündels  gelegten 
Ebene  ö  wird  ein  bestimmter  durch  ^  gehender  Strahl  8 
(vermittelst  der  oben  angegebenen  Konstruktion)  zugeordnet; 
er  soll  der  Polarstrahl  der  Ebene  heifsen.  Gleichzeitig  wird 
jedem  Strahl  s  durch  ^  eine  bestimmte  Ebene  <y'  zugeordnet, 
welche  die  Polarebene  des  Strahls  heisst^  indem  für  alle  durch 
s  gelegten  Ebenen  die  Polarstrahlen  in  der  Polarebene  &'  liegen. 
Dreht  sich  die  veränderliche  Ebene  ö  um  einen  in  ihr  fest- 
gehaltenen Strahl  S;  und  beschreibt  also  ein  Ebenenbüschel; 
so  bewegt  sich  ihr  Polarstrahl  s  in  einer  festen  Ebene  <^,  der 
Polarebene  des  Strahls  s  und  beschreibt  ein  ebenes  Strahlen- 
büschel ;  welches  mit  dem  von  ö  beschriebenen  Ebenenbüschel 
projektivisch  ist  und  involutorisch  liegt;  d.  h.  legt  man  durch 
s'  ein  Ebenenbüschel  [<y]  und  verbindet  zugleich  s  mit  den 
Polarstrahlen  6*  der  Ebenen  <T;  so  erhält  man  Ebenebpaare 
einer  Ebeneninvolution.  Dreht  man  in  einer  beliebigen  Ebene 
a  einen  Strahl  s  um  den  Mittelpunkt  ^ü  und  bestimmt  zugleich 
den  Schnittstrahl  der  Polarebene  a  von  s  mit  der  Ebene  tf , 
so  erhält  mau  in  dieser  Ebene  eine  Strahleniuvolution.  Im 
Polarbündel  ist  also  jede  durch  i)  gelegte  Ebene  der  Trager 
einer  bestimmten  Strahleninvolution  und  jeder  durch  1^ 
gehende  Strahl  die  Axe  einer  bestimmten  Ebeneninvolution; 
sind  0  und  $  Polarebene  und  Polarstrahl;  so  liegen  die  ihnen 
zugehörigen  Involutionen  perspektivisch. 
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§  8.    Einige  allgemeine  Eigensohaften  des  Folarbündels. 

Unter  den  sämtüchen  Strahlen-  und  Ebenen-Involutionen, 
welche  in  einem  Polarbündel  enthalten  sind,  kann  es  byper- 
bolische,  parabolische  und  elliptische  geben ;  die  parabolischen 
erfüllen,  wie  wir  sehen  werden ;  einen  gewissen  Ort,  die 
andern  gewisse  Gebiete ,  welche  durch  jenen  Ort  von  einander 
getrennt  werden. 

Im  allgemeinen  werden  Polarebenc  und  Polarstrahl  eines 
Polarbündels  nicht  in  einander  liegen;  suchen  wir  zunächst 
solche  besondere  Ebenen  im  Bündel  (33)  auf;  deren  Polar- 
strahlen in  ihnen  selbst  liegen.  Wenn  eine  Ebene  [xy^]  =  ö 
(§  '^)9  welche  in  l  die  Ebene  r  schneidet ,  ihren  Polarstrahl 
selbst  enthalten  soll ,  so  mufs  die  Ebene  [x^  y] ,  welche 
sowohl  den  Polarstrahl  s  als  auch  den  Strahl  l  enthält ,  mit 
der  Torigen  zwei  Strahlen  gemein  haben,  die  zusammenfallen, 
d.  h.  es  muss  x  mit  y  und  y,  mit  x^  zusammenfallen,  oder 
die  gesuchte  Ebene  6  muls  eine  Berührungsebene  des  Kegels 
sein,  welcher  das  Erzeugnis  der  beiden  ursprünglich  gegebenen 
projektiyischen  Büschel  iSlx  und  ^\x^\  ist.  In  diesem  Falle 
wird  der  Polarstrahl  s  der  vierte  harmonische  zu  {  zugeordnete 
und  ist  als  Schnittstrahl  zweier  unendlich-naher  Berührungs- 
ebenen {[xXi]  und  [yyi])  d.  h.  als  Berührungsstrahl  oder 
Eegelstrahl  erkennbar. 

Eine  Berührungsebene  des  Kegels  [des  Erzeugnisses  der 
gegebenen  projekti vischen  Büschel  3ä\x\  und  S|:i?i|]  hat  also 
zu  ihrem  Polarstrahl  den  in  ihr  liegenden  Kegelstrahl  (Be- 
rOhrungsstrahl),  und  umgekehrt  hat  ein  Kegelstrahl  zu  seiner 
Polarebene  die  Berührungsebene  am  Kegel  längs  dieses 
Strahles.  Berührungsebene  und  Kegelstrahl  erscheinen  hier- 
nach als  besondere  Fälle  von  Polarebene  und  Polarstrahl; 
die  zugehörigen  Strahlen-  und  Ebeneninvolutionen  nehmen 
in  diesem  Falle,  den  parabolischen  Charakter  an.  Da  die 
Strahlen  und  Berührungsebenen  des  Kegels  unabhängig  sind 
von  der  Erzeugung  desselben  durch  die  ursprünglichen  Büschel 
^\x\  und93|a;,  I,  so  bleiben  auch  die  parabolischen  Strahlen- 
und  Ebeneninvolutionen  unabhängig  von  der  Erzeugung  des 
Kegels.  Sie  trennen  die  Gebiete  der  hyperbolischen  und 
elliptischen  Involutionen  von  einander. 
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Nehmen  wir  einen  Strahl  s  (durch  93)  als  die  Axe  einer 
hyperbolischen  Ebeneninvolution  im  Polarbündel  an,  so  müssen 
die  beiden  Asymptotenebenen  derselben  o£Penbar  Berührangs- 
ebenen  des  Kegels  sein,  weil  ihre  Polarstrahlen  in  ihnen  selbst 
liegen ;  also  die  Polarebene  ö  des  Strahls  s  ist  nichts  anderes, 
als  diejenige  Ebene ;  welche  die  beiden  Berührungsstrahleu 
der  durch  s  an  den  Kegel  gelegten  Berührungsebenen  ver- 
bindet. Diese  Ebeneninvolution  ist  aber  durch  die  beiden 
Asymptotenebenen  vollständig  bestimmt,  also  auch  unabhängig 
von  der  Erzeugung  des  Kegels.  Ebenso  ist  der  Polarstrahl  8 
einer  Ebene  0,  welche  den  Kegel  in  zwei  Strahlen  schneidet, 
nichts  anderes  als  die  Schnittlinie  der  beiden  Berührungs- 
ebenen des  Kegels  längs  jenen  Strahlen  und  die  Strahleninvolii- 
tion,  welche  einer  Ebene  a  im  Polarbündel  zugehört ,  hat  zu 
Asymptoten  die  beiden  Kegelstrahlen,  in  welchen  die  Ebene 
ö  den  Kegel  schneidet. 

Für  den  hyperbolischen  Fall  sind  also  ebenso  wie  für 
den  parabolischen  Fall  Polarebene  und  Polarstrahl  mit  ihren 
Involutionen  unabhängig  von  der  ursprünglichen  Erzeugung 
des  Kegels.  Hyperbolische  Strahlen  s  sind  diejenigen  in  dem 
ganzen  Gebiete  aufserhalb  des  Kegels,  welches  von  sämtlichen 
13erührungsebenen  des  Kegels  erfüllt  wird;  hyperbolische 
Ebenen  a  alle  diejenigen,  welche  den  Kegel  in  reellen  Strahlen- 
paaren schneiden.  Jetzt  bleiben  für  das  übrige  Gebiet  nur 
noch  die  elliptischen  Involutionen.  Dafs  auch  diese  unab- 
hängig sind  von  der  ursprünglichen  Erzeugung  des  Kegels, 
folgt  daraus  y  dafs  die  hyperbolischen  und  parabolischen  es 
sind  und  die  elliptischen  vermittelst  der  hyperbolischen  kon- 
struiert werden  können. 

Nehmen  wir  einen  Strahl  s  (durch  33)  als  die  Axe  einer 
elliptischen  Ebeneninvolution  im  Polarbündel  an,  so  darf 
keine  Berührungsebene  des  Kegels  durch  ihn  gehen ;  er  mufs 
also  ganz  in  dem  Gebiete  innerhalb  des  Kegels  liegen,  welches 
von  keiner  Berührungsebene  getroffen  wird.  Hieraus  folgt, 
dass  jede  durch  6-  gelegte  Ebene  <y'  eine  hyperbolische  sein 
niuis,  d.  h.  den  Kegel  in  zwei  reellen  Strahlen  schneidet; 
denn  wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  müfste  die  Ebene  a  ganz 
in  <iem  von  den  Berührungse})enen  erfüllten  Gebiete  liegen, 
und  es  müfsten  in  jedem  durch  '^  gehenden  Strahle  der  Ebene 
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ö'  (also  auch  in  s)  zwei  Berührungsebeueu  des  Kegels  sich 
schneiden ,  was  gegen  die  Voraussetzung  ist.  Die  Polarebene 
6  des  elliptischen  Strahls  5  ist  aber  offenbar  der  Träger  einer 
elliptischen  Strahleninvolution  wegen  der  perspektivischen 
Lage  zweier  Involutionen ,  deren  Tniger  Polarebene  und  Polar- 
strahl sind. 

Wir  nennen  kurz  elliptischen  oder  hyperbolischen  Strahl 
im  Polarböndel',  elliptische  oder  hyperbolische  Ebene  solche^ 
welche  die  Axen  oder  TiBger  bez.  zugehöriger  elliptischer 
oder  hyperbolischer  Involutionen  sind^  und  haben  demgemäfs 
folgendes  Verhalten: 

Durch  einen  elliptischen  Strahl  im  Polarbündel  gehen 
nur  hyperbolische  Ebenen,  in  einer  elliptischen  Ebene  liegen 
nur  hyperbolische  Strahlen;  durch  einen  hyperbolischen  Strahl 
gehen  sowohl  elliptische ,  als  auch  hyperbolische  Ebenen, 
welche  durch  zwei  parabolische  Ebenen  (BerOhrungsebenen) 
von  einander  getrennt  werden;  in  einer  hyperbolischen  Ebene 
liegen  sowohl  elliptische  als  auch  hyperbolische  Strahlen, 
welche  durch  zwei  parabolische  Strahlen  (Eegelstrahlen)  von 
einander  getrennt  werden. 

Konjugierte  Strahlen  im  Polarbündel  (oder  in  Bezug 
auf  den  Kegel)  heifsen  zwei  solche  Strahlen  durch  iB,  welche 
konjugierte  Strahlen  in  derjenigen  Strahleninvolution  sind, 
deren  Trager  die  Verbindungsebene  beider  Strahlen  ist,  oder 
auch:  zwei  solche  Strahlen,  von  denen  jeder  in  der  Polar- 
ebene des  andern  liegt. 

KonjugierteEbenenim  Polarbündel  heifsen  zwei  solche 
Ebenen  durch  S,  welche  konjugierte  Ebenen  in  derjenigen 
Ebeneninvolution  sind,  deren  Axe  die  Schnittlinie  beider 
Ebenen  ist,  oder  auch:  zwei  solche  Ebenen,  deren  jede  durch 
den  Polarstrahl  der  andern  geht. 

Konjugierte  Strahlen  und  Ebenen  im  Polarbündel  bieten 
mehrere  bemerkenswerte  Sätze  dar: 

Wenn  wir  in  einer  beliebigen  durch  33  gelegten  Ebene 
£  einen  veränderlichen  Strahl  x  bewegen,  so  ist  das  von  ihm 
beschriebene  Strahlenbüschel  projektivisch  mit  dem  Ebenen- 
büschel, welches  die  Polarebene  \  des  Strahles  x  beschreibt; 
möge  diese  Polarebene  \  ii^end  eine  zweite  durch  93  gelegte 
Ebene  h  in  dem  Strahle  a;'  schneiden,  so  sind  x  und  x  kon- 
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jugierte  Strahlen  im  Polarbündel  und  beschreiben  in  den 
Ebenen  £  und  s  zwei  projektivische  StrahlenbQschel.  Dem 
Schnittstrahl  \sb\  entspricht,  weil  er  in  beiden  Ebenen  liegt^ 
je  einmal  ein  konjugierter  Strahl  in  jeder  der  beiden  Ebenen 
und  die  Ebene  r,  welche  diese  beiden  Strahlen  verbindet» 
muls  die  Polarebene  des  Strahles  \bb\  sein,  weil  sie  zwei 
zu  ihm  konjugierte  Strahlen  enthält  Wir  wissen  aber  (§  7), 
dafs  in  der  Ebene  r  allemal  die  Schnittlinie: 

liegen  mufs,  wo  xx  und  yy  irgend  zwei  Paare  konjugierter 
Stralilen  in  den  Ebenen  a  und  e  bedeuten;  folglich  liegt  der 
Schnittstrahl  |.r//'y  xy  in  der  Polarebene  des  Schnittstrahls 
Ixy^xy  I,  d.  h.  diese  !)eiden  Strahlen  sind  ebenfalls  konjugierte. 
Wir  haben  also  folgenden  Satz: 

Wenn  im  Polarbündel  (4^)  irgend  zwei  Paare 
konjugierter  Strahlen  xx  und  yy  sind,  so  sind  die 
Strahlen 

xy'y  xy'    und    \xy,  xy 

allemal  ein  drittes  Paar  konjugierter  Strahlen. 

Und  in  gleicher  Weise  gilt  der  polar-gegenüberstehende 
Satz: 

Wenn  im  Polarbündel  (i^)  irgend  zwei  Paare 
konjugierter  Ebenen  |S'  und  tm'  sind,  so  sind  die 
Verbindungsebenen: 

\ln\  l'r^\     und     [l^,  5\'] 

allemal  ein  drittes  Paar  konjugierter  Ebenen. 

Wenn  wir  irgend  zwei  konjugierte  ^^trahlen  xx  im  Polar- 
bündel durch  eine  Ebene  verbinden  und  von  derselben  den 
Polarstrahl  .i  "  nehmen,  so  ist  offenbar  nicht  blofs  x"  der 
Polarstrahl  der  Ebene  \xx"_^  sondern  auch  x  der  Polarstrahl 
der  ElH»ne  [.i'x'j  und  x  der  Polarstrahl  der  Ebene  rj\r"];  e« 
ist  also  jt^ler  der  drei  Strahlen  xj  x '  der  Polarstrahl  der  die 
Widen  übrigen  verbindenden  igetreuüberlie^eudent  Ebene,  und 
zugleich  jede  der  drei  Ebenen  \xx  |,  ' xx  \  {x  x"\  die  Polar- 
ebene  des  dritten  ^gegenüljerliegenden"»  Strahles.  Ein  solches 
Tripel  von  Strahlen  und  gleichzeitig  El>enen  nennt  man 
ein  Polardreikant  und  gleichzeitig  Polardreiflach  im 
PokrbündeL 
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Ist  eiuer  you  drei  Strahlen  eines  Polardreikants  ein 
elliptischer,  so  müssen  nach  dem  Vorigen  die  beiden  durch 
ihn  gehenden  Ebenen,  also  auch  die  beiden  übrigen  Strahlen 
des  Polardreikants  hyperbolische  sein;  ist  dagegen  einer  der 
drei  Strahlen  eines  Polardreikants  hyperbolisch,  so  mufs  die 
ihm  gegenüberliegende  Ebene  auch  eine  hyperbolische  sein, 
und  da  die  beiden  in  ihr  liegenden  konjugierten  Strahlen  des 
Polardreikants  durch  die  Asymptoten  harmonisch  getrennt 
werden ;  so  mufs  einer  derselben  ein  elliptischer,  der  andere 
ein  hyperbolischer  sein;  wiY  haben  also  wie  im  vorigen  Fall 
dasselbe  Ergebnis: 

Von  den  drei  Strahlen  eines  Polardreikauts 
(und  den  drei  Ebenen  eines  Polardreiflachs)  ist 
immer  einer  (eine)elliptisch  und  die  beiden  anderen 
hyperbolisch. 

Nehmen  wir  zwei  beliebige  Paare  konjugierter  Strahlen : 

XX     und    yy 

und  seien  die  Polarstrahlen  der  Ebenen  \xx\  und  [j^y ]  durch 
x'  und  y"  bezeichnet,  dann  haben  wir  zwei  Polardreikante: 

XX x'    und    yyy"\ 

da  nun  nach  dem  vorigen  Satze  die  beiden  Strahlen 

[xy'y  xy\    und    \xy,  xy\ 

auch  konjugierte  Strahlen  sein  müssen,  also  der  eine  in  der 
Polarebene  des  andern  liegen  mufs  und  die  Polarebeue  des 
ersteren  die  Yerbindungsebene  der  beiden  Strahlen: 

,xx  j  yy  I    und    \xx  ,  y  y  \     ist, 

so  müssen  die  drei  Strahlen: 


^Vy  ^y  y    \^^\  yy\y    \^^"y  vv  \ 

vcL  einer  Ebene  liegen;    diese   sind  aber   die   Durchschnitts- 

linien  der  gegenüberstehenden  Seitenflächen  eines  einfachen 

Sechskants: 

x'  X    X  y  y'  y\ 

dessen  sechs  Kanten  infolge  der  Umkehrung  des  Pascal  sehen 
Satzes  auf  einem  Kegel  liegen  müssen ;  wir  erhalten  also  den  Satz : 
Die  sechs  Strahlen  zweier  Polardreikante  im 
Polarbündel  sind  allemal  sechs  Strahlen  eines 
Kegels,  und  ebenso  den  polaren  Satz: 
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Die  sechs  Ebeneu  zweier  Polardreiflache  im 
Polarbündel  sind  allemal  sechs  Berührungsebenen 
eines  Kegels. 

Eine  weitere  Folge  des  obigen  Satzes  liefert  eine  Be- 
ziehung zwischen  irgend  einem  Dreikant  und  seinem  Polar- 
dreiflach. 

Seien  drei  beliebige  durch  den  Mittelpunkt  ^  eines  Polar- 
bündels gezogene  Strahlen  x  y  z  und  ihre  drei  Polarebenen 
I  ij  g;  bezeichnen  wir  die  Schnittlinien: 

Dann  sind  offenbar  x  und  y  ein  Paar  konjugierter  Strahlen 
und  ebenso  auch  y   und  x,  mithin  nach  dem  vorigen  Satze 

auch 

\xy^  xy\     und    \xx,  yy  \ 

ein  drittes  Paar  konjugierter  Strahlen;  nun  ist  aber  \xy^  =  ( 
die  Polarebene  von  s  und  [a;y]  die  Polarebene  von  ||iy|  =  y, 
also  der  Strahl  \xyy  xy\  der  Polarstrahl  der  Ebene  \zz\^  in 
in  welcher  notwendig  der  zweite  Strahl  \xx\  yy\  liegen 
muss,  d.  h. 

Die  drei  Ebenen  [xx^^  [yy'\}  [^^']  schneiden  sich  in 
einem  Strahle  und  daher  gilt  der  Satz: 

Im  Polarbündel  liegen  ein  beliebiges  Dreikaut 
und  seine  Polarfigur  perspektivisch  d.  h. 

Sind  X  y  z  drei  beliebige  Strahlen  im  Polarbündel  und 
ihre  Polarebenen  6  ^i  5^  ""d  bezeichnen  wir  die  Schnittlinien : 

und  die  Verbindungsebenen: 

[yz]  =  i\    [zx-j^f]',    [xy]^t. 

so  schneiden  sich  sowohl   \xx']f  [yy\j  [zz]  in  einem  Strahle 
als  auch  liegen    ££'  ,  ji^i^'i,    i^\   in  einer   Ebene   und   diese 
ist  die  Polarebene  des  vorigen  Strahls. 

Zu  den  Kegelstrahlen  (parabolischen  Strahlen  des  Polar- 
bündels) steht  ein  beliebiges  Polardreikant  in  eigentümlicher 
Beziehung,  die  wir  noch  hervorhel)en  wollen: 

Seien  xy  z  die  drei  Kanten  eines  Polardreikants  im 
Polarbündel  (oder  in  Bezug  auf  den  Kegel),  und  wird  durch 
einen  Polarstrahl  .r  eine  solche  Ebene  gelegt,  welche  den 
Kegel  in  zwei  reellen  Strahlen  h  und  c  schneidet;  möge  femer 
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die  Ebene  [cy]  dem  Kegel  in  dem  zweiten  Kegelstrahl  a  be- 
gegnen, dann  mufs  die  Ebene  [yjs]^  als  Polarebene  von  x 
durch  den  vierten  harmonischen  Strahl  x  gehen,  so  dafs 

{bcxx')  =  —  1 

ist  und  ebenso  mufs  die  Ebene  [xz],  als  Polarebene  von  y, 
durch  den  vierten  harmonischen  Strahl  y  gehen,  so  dafs 

(cayy)  =  -  1 

ist;  aus  der  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse 

{cbxx)  =  {cayy) 

folgt  die  Projektivitat  und  aus  der  Koinzidenz  von  c  die  per- 
spektivische Lage  der  beiden  ebenen  Strahlenbüschel,  so  dafs 
also  die  drei  Ebenen: 

[ah],    [xy],   [xy] 

sich  in  einem  Strahle  schneiden  müssen;  die  Ebene  {xy\  ist 
aber  identisch  mit  [xe\  und  die  Ebene  \yx]  identisch  mit  \yz\i 
also  die  Schnittlinie  \xy ,  xy\=^e  und  daher  mufs  [a6]  durch 
z  gehen;  die  drei  Flächen  des  Dreikants  ahc  gehen  also 
durch  die  drei  Strahlen  xyz  des  Polardreikants;  [6c]  durch  Xy 
[ca]  durch  y,  [a6]  durch  e. 

Durch  Veränderung  der  ersten  durch  x  gelegten  Ebene  er- 
halten wir  unendlich  viele  dem  Kegel  einbeschriebene 
DreiflachC;  deren  Ebenen  durch  die  drei  Kanten 
eines  gegebenen  Polardreikants  gehen. 

Halten  wir  andererseits  in  der  Figur  den  Strahl  c  und 
den  Strahl  z  fest,  verändern  aber  das  Paar  konjugierter 
Strahlen  x  und  y  in  der  fest  bleibenden  Polarebene  von  z^ 
welches  die  dieser  Ebene  zugehörige  Strahleninvolution  erzeugt, 
so  werden  die  Ebenen  \cx]  und  [cy]  eine  Ebeneninvolution 
erzeugen,  und  während  die  Kegelstrahlen  a  und  h  sich  ver- 
ändern, wird  die  Verbindungsebene  '[ab]  durch  den  festen 
Strahl  z  laufen.     Wir  erhalten  hierdurch  folgenden  Satz: 

Wenn  man  irgend  einen  Kegelstrahl  (c)  mit  den 
Strahlenpaaren  der  einer  beliebigen  Ebene  im 
Polarbündel  zugehörigen  Strahleninvolution  durch 
Ebenenpaare  verbindet,  so  durchschneiden  die- 
selben den  Kegel  zum  andern  Male  in  Strahlen- 
paaren (ab),   deren  Verbindungsebene  durch  einen 
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festeu    »Strahl    läuft^    den    Polarstrahl   der   ebenen 
ätrahleiiiuvolutiun. 

Oder  umgekehrt: 

Wenn  man  einen  beliebigen  Kegelstrahl  zur 
Axe  einer  £beneninvolutiou  wählt,  so  durchbohren 
die  Ebeneupaare  derselben  den  Kegel  zum  andern 
Male  in  Strahlenpaaren^  deren  Verbindungsebeue 
durch  einen  festen.  Strahl  läuft,  welcher  ein  ellip- 
tischer oder  hyperbolischer  Strahl  ist,  je  nachdem 
die  gegebene  Ebeneninvolution  elliptisch  oder 
hyperbolisch  ist. 

Wir  unterdrücken  die  weitere  Umkehrung  dieses  Satzes, 
sowie  die  Aussprache  des  polaren  Nebensatzes. 

In  dem  Vorstehenden  sind  die  hauptsächlichsten  allge- 
meinen fiigeDSchaften  des  Polarbündels  abgeleitet  aus  der 
Konstruktion  desselben  vermittelst  der  Elemente  der  pro- 
jektivischen  Gebilde^  welche  den  Kegel  erzeugen,  der  die 
parabolischen  Elemente  des  Polarbündels  enthält.  Wir  können 
aber  auch  das  Polarbüudel  konstruieren  durch  gewisse  Be- 
stimmuugsstücke  aus  seinen  eigenen  Elementen,  nämlich: 
Polarstrahlen  und  Polarebenen,  konjugierte  Strahlen  und 
konjugierte  Ebenen,  Polardreikante  und  Polardreiflache,  unab- 
hängig davon,  ob  das  Polarbündel  parabolische  Elemente 
enthält  oder  nicht.  In  der  That  führen  solclje  Konstruktionen 
(vgl.  Th.  d.  K.  §  58)  auch  zu  Polarbündeln,  welche  kein 
einziges  parabolisches  Element  besitzen.  In  diesem  Falle  sagen 
wir,  der  Kegel  sei  imaginär  und  in  dem  Polarbündel  haben 
wir  ein  reelles  Gebilde  als  Vertreter  des  imaginären  Kegels. 
Alle  übrigen  Eigenschaften  des  Polarbündels  bleiben  unver- 
ändert bestehen,  nur  diejenigen  hören  auf,  welche  sich  auf 
die  parabolischen  Elemente  (Kegelstrahlen  und  Berührungs- 
ebenen)  beziehen.  Sämtliche  Strahlen-  und  Ebeneninvo- 
lutionen in  einem  solchen  Polarbüudel  sind  natürlich  ellip- 
tische, und  ein  solches  Polarbüudel  heilst  daher  ein  elliiH 
tisches,  gegenüber  dem  hyperbolischen,  dessen  Kegel 
der  Kern  des  Polarbündels  genannt  wird. 

Der  elliptische  oder  hy[)erbolische  Charakter  des  Polar- 
bUudels  wird  am  einfachsten  erkainit  aus  den  Involutionen 
zweier  konjugierter  Strahlen  oder  Ebenen: 
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1)  Sind  irgend  zwei  konjugierte  Strahlen  im  Polarbündel 
die  Axen  zweier  zugehöriger  elliptischer  Ebeneninvolutionen, 
so  sind  sämtliche  Ebenen-  und  Strahleuinvolutionen,  die  im 
Polarbündel  vorkommen,  elliptisch;  das  Polarbündel  ist  ein 
elliptisches  und  besitzt  keinen  reellen  Kemkegel. 

2)  Wenn  dagegen  von  den  Ebeneninvolutionen,  welche 
zweien  konjugierten  Strahlen  im  Polarbündcl  zugehorcn,  nur 
eine  (oder  beide)  hyperbolisch  sind,  so  ist  das  Polar bündel 
ein  hyperbolisches  und  hat  einen  reellen  Kemkegel.  Die 
Involutionen  zerfallen,  wie  wir  gesehen  haben,  in  hyper- 
bolische und  elliptische,  welche  durch  die  parabolischen 
(Kegelstrahlen  und  Berührungsebenen)  von  einander  getrennt 
werden. 

Nehmen  wir  im  Falle  1)  zwei  beliebige  konjugierte  Ebenen 
des  Polarbändels  und  die  ihnen  zugehörigen  Strahleninvo- 
lutionen als  elliptisch  an;  sei  a  die  Schnittlinie  der  beiden 
Träger^  b  und  c  die  dem  a  konjugierten  Strahlen  in  den  beiden 
Strahleniuvolutionen ,  so  dafs  also  ab c  ein  Polardreikant  im 
Bündel  ist.  Schneidet  endlich  eine  beliebige  Ebene  e,  die 
durch  den  Mittelpunkt  des  Bündels  gelegt  wird,  die  Ebenen 

[ab],    [6  c],    [ca] 
in  den  Strahlen 

^;     ^f     y> 

so  werden  in  den  beiden  konjugierten  Ebenen  [at]  und  [ac] 
die  zn  z  und  y  konjugierten  Strahlen  z'  und  y  der  Annahme 
gemäls  so  liegen  müssen,  dafs  sowohl  die  Strahlenpaare  ab 
und  zZy  als  auch  die  Strahlen  paare  ac  und  yy'  einander 
trennen.  Nun  ist  aber  von  y  die  Polarebene  offenbar  [by] 
und  von  0  die  Polarebene  [c/J;  schneiden  sich  daher 

\hy\  cz\  =s 

in  dem  Strahle  5,  so  ist  s  der  Polarstrahl  zur  Ebene  €. 

Nun  ist  bekanntlich  der  Wert  eines  Doppelverhältnisses 
negativ  oder  positiv,  je  nachdem  das  eine  Paar  zugeordneter 
Elemente  durch  das  andere  Paar  getrennt  wird  oder  nicht; 
folglich  sind  unserer  Annahme  gemäfs  die  Doppelverhältnisse: 

s[abcß']  negativ, 
s[acby]  negativ. 
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Wenn  aber  s[ab€e]  uegatir  ist,  so  mufs  ^[acf  6]  positiv  sein, 
und  weil  das  Produkt: 

s[ac^6]  .  s[acby]  =  s[aczy] 

den  ernten  Faktor  links  positiv,  den  zweiten  negativ  hat,  so 
ist  es  negativ.     Da  also  das  Doppel  Verhältnis: 

s^aczy] 

negativ  ist,  so  muls  s[ayc2']  positiv  sein,  oder,  was  dasselbe 
ist  s[czay]  positiv;  nun  ist  aber  der  Voraussetzung  nach 
8[czba]  negativ,  also  das  Produkt: 

$[ceba]  .  s[cßay]  =  s[czby] 

negativ  und  hieraus  folgt,  dals  das  Ebenenpaar  [sc],  [sz]  durch 
das  Ebenenpaar  [s6],  [sy]  getrennt  werden  mufs.  Die  dem 
Strahl  s  im  Polarbündel  zugehörige  Ebeneninvolution  ist  also 
notwendig  eine  elliptische,  ebenso  wie  die  der  Ebene  e  zu- 
gehörige Strahleninvolution ,  welche  mit  der  Ebeneninvolution 
perspektivisch  liegt.  Da  nun  die  Ebene  s  ganz  willkürlich 
im  Polarbündel  angenommen  war,  so  enthalten  samtliche 
Ebenen  und  also  auch  sämtiiche  Strahlen  des  Polarbündels 
in  diesem  Falle  elliptische  Involutionen.  Die  einzige  Aus- 
nahme, bei  welcher  der  von  uns  geführte  Nachweis  illusorisch 
wird,  macht  die  Ebene  [bc]  und  ihr  Polarstrahl  a;  denn  so- 
bald die  willkürliche  Ebene  €  in  die  Lage  von  [bc]  rückt,  geht 
8  nach  a  und  die  vorige  Betrachtung  läfst  uns  im  Stich. 
Wir  können  aber  auch  für  die  Ebene  [bc]  den  elliptischen 
Charakter  auf  folgende  Art  nachweisen: 

Die  dem  Strahle  s  zugehörige  Ebeneninvolution  ist,  wie 
wir  nachgewiesen  haben,  eine  elliptische,  und  wir  kennen  von 
ihr  drei  Paare  konjugierter  Ebenen,  nämlich: 

[«i].  [sy],        [sc],  [sz]        und        [sa],  [sx], 

von  denen  jedes  Paar  ein  anderes  trennen  muis. 

Da  nun  das  Doppelverhfiltnis  s[acby]  der  Annalime  nach 
ni'giitiv  ist,  so  niul's  s[abcy]  positiv  sein;  da  kmer  s[aj:by] 
negativ  ist,  so  hiuIh  auch  Ä|aixy]  positiv  sein,  folglich  auch 

das  Produkt: 

s[ttbcy]  .  s[abyx\  =  s[abcx] 

positiv  d.  h.  s[abcj']  ist  positiv. 

Zweitens  haben  wir  der  Annalime  nach  s[abcM]  negativ 
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folglich  s[acb2]  positiv,  femer  s[axcis']  negativ,  also  s[acxß] 
positiv,  mithin  auch  das  Produkt: 

s[acbß]  .  s[ac0x]  '^  slacbx] 

positiv,  d.  h.  s[acbx]  ist  positiv. 

Weil  aber  slabcx]  und  slacbx]  beide  positiv  sind  und 
zusammen  1  geben,  so  mufs  der  Wert  eines  jeden  von  beiden 
unter  1  liegen,  folglich  mufs  das  Doppelverhältnis 

slbcax'] 

negativ  sein,  d.  h.  die  Ebene  [sb]  und  [sc]  werden  durch  die 
Ebenen  [sa]  und  [sx]  getrennt;  mithin  werden  auch  die  Ebenen 
[ab]  und  [ac]  dmrch  die  Ebenen  [as]  und  [aa?]  getrennt,  also 
ist  die  Ebeneninvolution  des  Strahles  a  eine  elliptische  d.  h. 
die  drei  Strahlen  des  Polarbündels  abc  also  auch  die  drei 
Ebenen  [bc\,  [cd],  [ba]  sind  sämÜich  elliptischen  Charakters. 

In  dem  andern  Falle  2)  aber,  sobald  nur  irgend  ein 
hyperbolischer  Strahl  oder  eine  hyperbolische  Ebene  im  Polar- 
bündel vorkommen,  giebt  es  natürlich  parabolische  Elemente, 
also  einen  reellen  Kemkegel. 

Ein  besonders  einfacher  Fall  von  Polarbündeln  elliptischen 
Charakters  ist  das  orthogonale  Polarbündel;  wir  ver- 
stehen darunter  sämtliche  Strahlen  x  und  die  darauf  recht- 
winkligen Ebenen  |  als  Polarstrahlen  und  Polarebenen  durch 
den  Mittelpunkt  93  des  Bündels  gelegt.  Dieses  Gebilde 
erfÜUt,  wie  unmittelbar  ersichtlich,  alle  Bedingungen  des 
Polarbündels,  indem  alle  Strahlen-  und  Ebeneninvolutionen 
orthogonale  werden,  und  die  projektivische  Beziehung  in 
Gleichheit  übergeht;  auch  ist  ersichtiich,  dafs  das  orthogonale 
Polarbündel  keine  parabolischen  Elemente  d.  h.  keinen  reellen 
Kemkegel  haben  kann. 

Sachen  wir  den  Durchschnitt  dieses  besonderen  (ortho- 
gonalen) Polarbündels  mit  der  unendlich-entfemt-en  Ebene 
£ao  auf,  so  haben  wir  in  derselben  ein  ebenes  elliptisches 
Polarsystem  mit  imaginärer  Kernkurve  und  erkennen  zugleich 
welchen  besonderen  Charakters  dieser  imaginäre  Kegelschnitt 
sein  mufs.  Irgend  eine  Ebene,  durch  den  Mittelpunkt  des 
Polarbündels  gelegt,  schneidet  nämlich  aus  demselben  eine 
orthogonale  (cirkulare)  Strahleninvolution  aus,  deren  imaginäre 
Doppelstrahlen  nach  den  beiden  unendlich-entfernten  imagi- 
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nären  Kreispunkten  hingehen  (Th.  d.  K.  S.  78,  162),  durch 
welche,  unserer  Auffassung  nach,  sämtliche  Kreise  der 
Ebene  hindurchgehen.  Denken  wir  uns  demgemäfs  um  den 
Mittelpunkt  ^  des  Polarbündels  eine  beliebige  Kugel  gelegt, 
so  schneidet  dieselbe  £»  in  allen  denjenigen  imaginären 
Punkten ,  welche  als  imaginäre  Kreispunkte  auf  irgend  einer 
Ebene,  die  £x  in  einer  unendlich -entfernten  Geraden  schneidet, 
aufzufassen  sind.  Da  aber  eine  Ebene  eine  Kugel  im  all- 
gemeinen in  einem  Kreise  schneidet,  so  halten  wir  dies  kon- 
sequent auch  für  den  imaginären  Schnitt  mit  ««  fest  und 
sprechen  von  dem  imaginären  Kreise  in  der  unendlich- 
entfernten Ebene;  durch  ihn  gehen  sämtliche  Kugeln,  die 
irgendwie  im  Uaume  liegend  angenommen  werden,  und  ¥rir 
haben  ihn  als  einen  unveränderlichen  ein  für  alle  Mal  ge- 
gebenen aufzufassen,  der  durch  keine  Verschiebung  des 
Ilaumes  geändert  wird.  Das  orthogonale  Polarbündel 
hat  einen  imaginären  Kernkegel,  dessen  Strahlen 
von  dem  Mittelpunkte  ^  des  Bündels  nach  dem 
imaginären  Kreise  der  unendlich-entfernten  Ebene 
hingehen.  Jedes  irgendwie  im  Räume  gestellte  orthogonale 
P(»larbündel  schneidet  aber  £»  immer  in  demselben  ebenen 
PolurHystem,  folglich  bleibt  auch  der  imaginäre  Kreis  in  e« 
immer  derselbe,  und  alle  Kugeln  im  Itaume  müssen  durch  ihn 
gehen. 

§  \K    Die  Hauptazen  und  Hauptebenen  des  Polarbündelfl. 

Hoi  dem  zuletzt  betrachteten  orthogonalen  Polarbündel 
fanden  wir  sämtliche  Polardreikante  als  Tripel  rechtwinkliger 
Strahlen;  es  drängt  sich  daher  die  Frage  auf,  ob  in  dem 
allgemeinen,  beliebig  gegebenen  Polarbündel  auch  solche 
rechtwinklige  PolanIriMknnte  vorkommen.  Unmittelbar  leuchtet 
ein,  dals  höchstens  ein  solches  Tripel  von  Strahlen  vorkom- 
men kann  im  allgemeinen  Polarbündel;  denn  kämen  zwei 
vor,  HO  wäre  dasselbe  dadurch  schon  mehr  als  bestimmt  und 
/eii^te  sich  als  orthogonales  Polarbündel.  Ob  aber  wirklich  und 
immer  ein  rechtwinkliges  Dreikunt  als  Polunlreikant  im  Bündel 
vorhanden  ist,  erfaiiren  wir  durch  Beantwortung  der  Frage: 

(fiebt  es  im  Polurbündel  einen  »Strahl,  dessen 
Potarebene  xu  ihm  rechtwinklig  ist? 
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Legen  wir  durch  den  Mittelpunkt  $  des  gegebenen  Polar- 
bündels einen  beliebigen  Strahl  x^  suchen  dessen  Polarebene 
£  auf  und  zugleich  seine  Normalebeue  |,  (d.  h.  diejenige 
Ebene,  welche  auf  x  rechtwinklig  steht),  so  schneiden  sich 
die  Ebenen  ISi  ü^  einem  Strahle 

X  und  s  sind  der  Konstruktion  zufolge  konjugierte  Strahlen 
im  Polarbündel  und  rechtwinklig  zu  einander ,  weil  s  in  der 
Normalebene  von  x  liegt  Verändern  wir  jetzt  den  Strahl  x 
in  einer  beliebigen  durch  $  gelegten  Ebene  Sy  so  verändert 
sich  auch  |  und  beschreibt  auf  Grund  des  Polarbündels  ein 
EbenenbüBchel  [l\  welches  projektivisch  ist  mit  dem  Strahlen- 
büschel \x\\  l  ist  der  Polarstrahl  der  Ebene  £,  Es  verändert 
sich  aber  auch  |,  und  beschreibt  ein  Ebenenbüschel  [{,], 
welches  projektivisch-gleich  ist  mit  dem  Strahlenbüschel  \x\\ 
I,  ist  die  Normale  der  Ebene  e.    Die  beiden  Ebenenbüschel 

Z[g]     und     l,%-\ 

sind  daher  unter  einander  projektivisch  und  erzeugen  einen 
Kegel  ^^) .  Alle  Strahlen  s  =  || Si |  dieses  Kegels  besitzen 
also  die  verlangte  Eigenschaft,  rechtwinklige  konjugierte 
Strahlen  zu  sein  zu  dem  jedesmaligen  x. 

Legen  wir  jetzt  eine  zweite  Ebene  &  durch  :8  und  drehen 
in  ihr  einen  veranderlichen  Strahl  x'  und  wiederholen  die 
vorige  Konstruktion,  so  erhalten  wir  einen  zweiten  Kegel, 
dessen  Strahlen  s  dieselbe  Eigenschaft  haben ,  wie  die  vorigen 
Strahlen  s. 

Die  beiden  Kegel  haben  nun  von  vom  herein  einen 
gemeinschaftlichen  Strahl  Sq  ,  der  leicht  zu  ermitteln  ist.  Die 
beiden  Ebenen  a  und  e'  schneiden  sich  nämlich  in  einem 
Strahle  x^j  dessen  Polarebene  und  Normalebene  sich  in  s^ 
schneiden.  Für  diesen  besonderen  Strahl  Sq,  der  beiden 
Kegeln  gemeinschaftlich  ist,  fallen  also  die  Strahlen  Xq  und 
Xq'  zusammen.  Au&erdem  schneiden  sich  aber  die  beiden 
Kegel  im  allgemeinen  noch  in  drei  andern  Strahlen  s,  s^  s^ 
(Tb.  d.  K.  §  54),  deren  jeder  die  Eigenschaft  haben  mufs, 
dafs  es  für  ihn  zwei  verschiedene  zu  ihm  rechtwinklige  und 
zugleich  konjugierte  Strahlen  x  und  x  geben  mufs;  die 
Ebene,  welche  beide  verbindet,  mufs  also  seine  Polarebene 
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sein  und  zugleich  auf  ihm  rechtwinklig  stehen.  Die  vorgelegte 
Aufgabe  läfst  daher  im  allgemeinen  drei  und  nur  drei  Anf- 
losungen  zu. 

Von  diesen  drei  Auf  losungen  muls  wenigstens  eine  (s.  a. 
a.  0.)  immer  reell  sein;  sei  dieser  reelle  Strahl  s^  und  seine 
zu  ihm  rechtwinklige  Polarebene  ö^ ,  dann  ist  diese  der  Trager 
einer  Strahleninvolution  im  Polarbüudel,  welche  immer  zwei 
reelle  rechtwinklige  konjugierte  Strahlen  (Axen)  hat;  diese 
sind  nichts  anderes ,  als  die  beiden  übrigen  gesuchten  Strahlen 
$2  und  $3;  denn  offenbar  ist  $2  der  Polarstrahl  der  Ebene  [SiS^] 
und  auf  ihr  rechtwinklig  und  ebenso  s^  der  Polarstrahl  der 
Ebene  [^i^sl  °^^  auf  ihr  rechtwinklig;  da  es  aber  nicht  mehr 
als  drei  solcher  rechtwinkliger  Paare  geben  kann,  so  sind 
dies  die  gesuchten;  die  drei  Strahlen 

und  die  drei  Ebenen 

^i  =  [ß^S.,']  ,       02  =  l«35|]  »       <^3  =  [«1  «2] 

bilden  zugleich,  wie  wir  sehen^  ein  Poiardreikant  und  Polar* 
dreiflach  im  BQndel.     Also: 

Es  giebt  im  Polarbündel  immer  drei  reelle 
Strahlen,  deren  Polarebenen  zu  ihnen  rechtwinklig 
sind;  jene  sind  selbst  zu  einander  rechtwinklig  (bil- 
den ein  rechtwinkliges  Dreikant),  und  diese  sind  die 
Ebenen,  welche  je  zwei  von  ihnen  verbinden.  Die 
Strahlen  und  Ebenen  dieses  rechtwinkligen  Polar- 
dreikants und  Polardreiflachs  im  Bündel  heifsen 
die  Hauptaxen  und  Hauptebenen  desselben. 

Jede  der  Hauptebenen  ist  der  Tniger  einer  Strahlen- 
involution, jede  der  Hauptaxen  die  Axe  einer  Ebeneninvolution 
im  Polarbündel.  Aus  unserer  frühern  Untersuchung  über 
die  Art  dieser  Involutionen  bei  jedem  Polar-Dreikant  oder 
•Dreiflach  folgt  in  dem  Falle  des  elliptischen  PolarbOndels 
(mit  imaginärem  Kernkegel),  dais  samtliche  Involutionen 
elliptisch  sind,  dagegen  beim  hyperbolischen  Polarbündel 
(mit  reellem  Kemkegel): 

Von  den  drei  Haupt  ebenen  des  Kegels  schneiden 
zwei  denselben  in  reellen  Linienpaaren,  die  dritte 
nicht     (in     einem     imaginilren     Linienpaar);      von 


§  9.    Die  Haaptaxen  and  Hanptebenen  des  Polarbundels.       49 

den  drei  Hauptaxen  ist  eine  elliptisch  (liegt  im 
inneren  Räume  des  Kegels,  welcher  von  keiner 
Berührungsebene  getroffen  wird),  die  beiden  an- 
dern sind  hyperbolisch  (die  Schnittlinien  von 
Paaren  reeller  BerQhrungsebenen  des  Kegels). 

Dasselbe  Resultat  folgt  auch  aus  einer  Beziehung  zwischen 
den  Potenzen  der  drei  Strahleninvolutionen,  welche  in  den 
Hauptebenen  des  Polarbündels  liegen.  Bezeichnen  wir  näm- 
lich abweichend  von  der  früher  gewählten  Bezeichnung  die 
drei  Hauptaxen  durch: 

'a,     6,    c 

und  die  drei  Hauptebenen  durch: 

a  =  [bc],  ' 
ß^[ca], 
y  =  [a61; 

seien  die  Potenzen  der  Strahleninvolutionen  in  den  drei 
Hauptebenen  Pte,  Pcay  Pab  d.  h.  indem  wir  irgend  ein  Paar 
konjugierter  Strahlen  in  der  [{^cJ-Ebene  durch  xx,  in  der  [ca]- 
Ebene  durch  yy,  in  der  [a^J-Ebene  durch  00  bezeichnen: 

P».  =  tg(6«) .  tg(6a;;)  =  ^^,~-^j^  =  -p-^ 
Pca  =  tg(cy)  .  tg(cy')  =  ^^^^^,  =  -^, 

Pa. « tg(o.) .  tg(a/)  =  --^g^Jr,)-^g(psr)  =  :^- 

Denken  wir  uns  nun  irgend  eine  Ebene  rechtwinklig  zur 
a-Axe,  also  parallel  zur  [&c]-Ebene  gelegt  in  der  Entfernung 
r  Yom  Mittelpunkte  93  des  Bündels ,  so  wird  die  Durchschnitts- 
figur ein  ebenes  Polarsystem  sein ,  dessen  Mittelpunkt  in  dem 
Dorchschnittspunkt  mit  der  a-Axe  liegt,  und  dessen  Haupt- 
axen die  Schnittlinien  mit  der  [ac]-Ebene  und  [a&]-Ebene  sind. 
Die  Strahleninvolution  der  konjugierten  Durchmesser  dieses 
ebenen  Polarsystems  wird  parallel  und  gleich  sein  der  Strahlen- 
involution in  der  [6c]-Ebene  unseres  Bündels,  also  die  Potenz 
dieser  Involution  ist  P^e]  nun  läfst  sich  diese  leicht  ausdrücken 
durch  die.  Potenzen  auf  den  beiden  Hauptaxen  des  ebenen 
Polarsystems ;  sie  ist  nämlich  gleich  dem  negativen  Quotienten 

ScuBfiTBK,  Th«or.  d.  Oberfl.  2.  Ordn.  4 


eb 


ea 


P''  '   f«.>      ~  ^^*^' 
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dieser  beiden  Potenzen  der  Punktinvolutionen  auf  den  Haupt- 
axen*)  und  diese  sind: 

r« .  tg  (az)  .  tg  (o/)  =  r^Pabf 

r2.  ig  {ay).i^{ay)=p- 

Der  negative  Quotient  ist  also: 

r«     1 

oder: 

Da  das  Produkt  der  drei  Potenzen  dieser  Strahleninyolutionen 
in  den  drei  Ilauptebenen  gleich  —  1  ist,  so  müssen  entweder 
alle  drei  elliptisch  oder  zwei  hyperbolisch  und  eine  elliptisch 
sein,  wie  oben  gefunden  wurde. 

Für  den  Fall  des  reellen  Kegels  sei  a  die  elliptische  Axe 
desselben,  durch  welche  die  beiden  hyperbolischen  Haupt- 
ebenen gehen;  jede  derselben  enthalt  zwei  reelle  Strahlen- 
paare  des  Kegels,  und  die  Halbierungslinien  der  Winkel  jedes 
Strahlenpaars  sind  die  Uauptaxen  des  Kegels;  die  Potenzen 
P.,A  und  /^,r  werden  also  die  Quadrate  der  Tangenten  der 
halben  Winkel,  welche  die  Kegelstrahlen  in  der  [aftj-  und  [atf]- 
Ebene  bilden,  (die  man  auch  Kegeloffnung  zu  nennen 
ptlegt.)  Hie  obige  Delation  liefert  die  Potenz  der  Strahlen- 
involution in  der  dritten  (elliptischen)  llauptebene,  aus- 
gedrückt durch  die  beiden  Kegelotl'uungen. 

•^  Siehe  Tb.  d.  K.  S   452.    Bei  der   Itestimxnnng  der  Hauptaxen 
des  ebenen  rolarsv$toms  wunle  gefunden: 

Mx.Mx^l\     und    Ml,M^  ^l\, 

es  sind  aber  die  Verhältnisse: 

und  tjr  .•i:i*  .  tu  .tiÄ-  i'*t  die  Potenz  der  ^^tnihleninvohition  der  kon- 
jugierten l>nrvhmes;ier,  welche  >»ir  mit  V^  bezeichuen  wollen.  Das 
VoneieheD  iu  dem  Auidnuk: 

l>e#timmt  sich  leicht  diiraus,  d;if>  für  t>ntl^>|^'Dg«>^t2te  Wert*  von 
i\  und  i%  die  Stnihli'nin\olutKMi  dt-r  konjugierten  l>urrhme$»er  hvper- 
bohA*h.  für  uleichartii^»  da*,-»  iren  elbptiMh  u.  i>|».n  muf*;  ;il<o  ^it  nar 
daf  untere  /.eichen - 
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I  Vermittelst  der  Hauptaien  und  Hatiptebenen  des  Kegels 
noen  wir  nna  leicht  eine  anschauliche  Vorstellung  von  der 
«tsU  der  Kegeloberfläche  machen;  denn  sei  a  die  elliptische 
Regelaxe,  also  die  (fccl-Ebene  die  elUptiscbe  Hauptebene,  und 
drehen  wir  um  «  eine  veränderliche  Ebene,  so  mul's  dieselbe 
allemiU  zwei  reelle  Kegelstrahlen  ausachneiden,  und  diese  sind 
die  Asymptoten  der  Strahleninvolution,  von  welcher  die  Axo 
f>  und  die  Schnittlinie  mit  der[6c]-Ebene  ein  Paar  konjugierter 
Strahlen  sind;  da  aber  letztere  immer  rechtwinklig  auf 
einander  bleiben,  so  sind  sie  für  jede  dieser  Strahleninvolutionen 
die  Axen  und  halbieren  also  allemal  die  Winkel  zwischen  den 
A9}F-mjitoten  und  hieraus  folgt: 

DieKegelstrahlen  liegen  paarweise  symmetrisch 
in  joder  durch  eine  der  Hauptaxen  gelegten  £bene 
KU  dieser  Hauptase. 

Ilieraus  folgt  auch,  dal's  die  Kegelstrahlen  symmetrisch 
liegen   bu   der  f'ic]-Ebene,    der  Normalebene   des   Strahls  a, 

►and  demnach  teilt  auch  jede  der  drei  Hauptebeuen 
den  Kegel  in  symmetrische  Hälften.  Ebenso  folgt, 
düCs  jede  Ebeue,  welche  zvi  einer  der  drei  Hauptaxen  normal 
geRtellt  wird,  den  Kegel  in  einem  Kegelschnitt  schneidet,  für 
wdlcben  der  Schnittpunkt  mit  jeuer  Aue  der  Mittelpunkt  und 
die  Schnittlinien  mit  den  beiden  durch  diese  Axe  gehenden 
ilauptelieuen  die  Hauptaxen  der  Durclischnittsfigur  sind. 
Wenn  wir  also  zur  elliptischen  Hauptaxe  des  Kegels  eine 
rechtwinklige  Ebene  legen,  so  schneidet  dieselbe  den  Kegel 
in  einer  Ellipse,  deren  beide  Axen  gegeben  sind,  und  die 
KegeloberHäche  entsteht  durch  die  Bewegung  eines  Strahls, 
welcher  sich  nm  einen  l'unkt,  der  senkrecht  Über  dem  Mittel- 
punkt der  Ellipse  liegt,  dreht  und  sich  an  den  Umring  der 
Kllip«e  anlehnt. 

g   10.     Die  Brennatrahlen  und  Erelsebenen  dea  Polar- 

bündels  (Segels). 

Ein«  Frage  von  besonderer  Wichtigkeit  beim  Polarbündel, 

mag  dasselbe  oineu  reellen  oder  imaginären  Kernkegel  liaben, 

i»X   die    nach     solchen    Ebenen-     und    Strahleninvointiouen, 

w«lcbc  orthogonal  sind,  d.  h,  die  Uoppelfrage: 
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Giebt    es    Strahlen    im       Giebt   es  im  Polarbfin- 


Polarbüudel;  deren  zuge- 
hörige Eben  eninvolution 
eine  orthogonale  isty  und 
wie  findet  man  dieselben? 


del  Ebenen,  deren  zuge- 
hörige StrahleninTolation 
eine  orthogonale  ist,  and 
wie  findet  mandieselben? 


Von  diesen  beiden  Fragen  ist  die  eine  auf  die  andere 
zurückzuführen.  Denken  wir  uns  nämlich  in  dem  gegebenen 
Polarbündel  33  zu  jedem  Strahle  x  die  Normalebene  £'  und 
zu  der  entsprechenden  Polarebene  |  den  Normalstrahl  x'  ge- 
zogen, so  bestimmen  die  Elementenpaare  x  und  £'  ein  neaes 
Polarbündel,  welches  wir  das  reziproke  nennen  wollen; 
denn  es  ist  leicht  zu  erkennen,  da&  die  Paare  x  und  |'  alle 
notwendigen  Bedingungen  eines  Polarbündeb  erfüllen.  Ist 
das  gegebene  Polarbündel  ein  hyperbolisches  mit  reellem 
Kemkegel,  so  ist  auch  das  reziproke  Polarbündel  ein  hyber- 
bolisches,  und  die  Berührungsebenen  seines  Eemkegels  sind 
die  Normalebeuen  zu  den  ents2)rechenden  Strahlen  des  Kem- 
kegels  im  gegebenen  Polarbündel*,  ebenso  die  Strahlen  des 
Kcmkegels  im  reziproken  Polarbündel  die  Normalen  auf 
den  entsprechenden  Berührungsebenen  des  Kemkegels  im 
gegebenen  Polarbüudel.  Ist  nun  in  dem  gegebenen  Polar- 
bündel ein  Strahl  von  der  verlangten  Beschaifenheit  gefunden, 
80  wird  die  Nomialebeue  desselben  eine  Ebene  der  verlangten 
Beschaifenheit  für  das  reziproke  Polarbündel  sein  und  um- 
gekehrt. Wenn  wir  daher  die  beiden  obigen  Fragen  betrachten, 
so  liefert  die  Antwort  der  Frage  links  für  das  gegebene 
Polarbündel  zugleich  die  Antwort  der  Frage  rechts  für  das 
reziproke  Polarbündel  und  umgekehrt. 

Die  eine  Frage  ist  also  auf  die  andere  zurückgef&hrt. 
Jede  der  beiden  einander  gegenüberstehenden  Fragen  ist  in 
ganz  gleicher  Weise  selbständig  zu  beantworten,  wie  aus 
der  dualen  Natur  des  Polarbündels  hervorgeht;  wir  werden 
daher  nur  eine  der  beiden  Fragen  beantworten  und  die 
erlangten  Resultate  in  bekannter  Weise  übertragen. 

Um  eine  solche  Ebene  im  Polarbündel  zu  ermitteln,  deren 
zugehörige  Strahleninvolution  eine  orthogonale  ist  d.  h.  aus 
Paaren  rechtwinkliger  Strahlen  besteht,  bemerken  wir  zuerst^ 
dals  diese  Ebene  notwendig  durch  eine  der  drei  Hauptazen 
des  Polarbündels  gehen  mufs.    Denn  ginge  die  gesuchte  Ebene 
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nicht  durch  eine  der  Hauptaxen  (z.  B.  nicht  durch  die  a-Axe), 
so  würde  sie  die  [&c]-£bene  in  einem  Strahle  s  schneiden^  dessen 
Polarebene  6  sowohl  durch  den  zu  s  rechtwinkligen  Strahl  t  in 
ihrer  Ebene,  als  auch  durch  a  gehen  mütstc;  folglich  müfste  die 
Polarebene  6  des  Strahles  s  auf  demselben  rechtwinklig  stehen, 
d.  h.  ein  viertes  Paar  von  zu  einander  rechtwinkligen  Polar- 
sirahlen  und  Polarebenen  sein;  das  Polarbündel  selbst  würde 
also  den  partikularen  Charakter  haben,  dafs  die  [6c] -Haupt- 
ebene eine  orthogonale  Strahleninvolution  enthielte,  was  bei 
einem  gegebenen  Polarbündel  im  allgemeinen  nicht  der  Fall 
sein  ¥rird.  Wir  haben  daher  eine  Ebene  von  der  verlangten 
Beschaffenheit  nur  unter  denjenigen  Ebenen  zu  suchen,  welche 
durch  eine  der  Hauptaxen  des  Bündels  gehen. 

Wir  drehen  nun  um  die  a-Axe  des  Polarbündels  eine 
veränderliche  Ebene  |',  welche  einer  festen  durch  den  Mittel- 
punkt S  des  Bündels  gelegten  Ebene  £  in  dem  Strahle  x 
begegne,  der  ein  ebenes  Strahlenbüschel  \x\  beschreibt.  Die 
Polarebene  |  des  Strahles  x  beschreibt  zufolge  der  Natur  des 
Polarbündels  ein  Ebenenbüschel,  dessen  Axe  e  der  Polarstrahl 
der  festen  Ebene  s  ist.  Legen  wir  ferner  noch  die  Normal- 
ebene zu  dem  veränderlichen  Strahl  x  und  bezeichnen  sie  durch 
I,,  so  wird  bei  der  Bewegung  von  x  die  Ebene  |,  sich  um  einen 
festen  Strahl  ej  drehen,  die  Normale  der  Ebene  e,  und  die  drei 
Ebenenbüschel: 

«[n,    ß[l],    eSß 
müssen  projektivisch  sein,  das  erste  mit  dem  zweiten  zufolge 

der  Natur  des  Polarbündels,  das  erste  mit  dem  dritten  pro- 
jektivisch-gleich ;  folglich  sind  auch  die  beiden  Ebenenbüschel : 

c[6]  und  e,[|,] 
mit  einander  projektivisch,  und  der  veränderliche  Schnittstrahl 
Hill  entsprechender  Ebenen  beschreibt  daher  einen  Kegel, 
welcher  offenbar  auch  durch  die  a-Axe  gehen  mufs;  denn 
sobald  der  Strahl  x  in  die  Schnittlinie  von  $  mit  der  [6c]-Ebene 
fallt,  mufs  sowohl  I  als  auch  ||  durch  a  gehen  Wenn  wir 
daher  a  mit  der  veränderlichen  Schnittlinie  1 1|, |  verbinden, 
so  erhalten  wir  um  die  Axe  a  zwei  koaxiale  projektivische 
Ebenenbüschel,  einmal  das  ursprüngliche  a[|']  und  zweitens 
das  Ebenenbüschel,  dessen  Element  durch  die  feste  Axe  a 
und  die  veränderliche  Schnittlinie  |SS, !  geht. 
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Diese  beiden  koaxialen  Ebenenbüschel  dnd  nicht  allein 
projektivisch,   sondern  sie  liegen    auch  involutorisch ;   denn 
gelangt  die  Ebene  |'  insbesondere  in  die  [a&]-Ebene,  so  mniB 
von  dem  Schnittstrahl  der  Ebene  s  mit  [ab"]  sowohl  die  Polar- 
ebene, als  auch  die  Normalebene  durch  den  Strahl  c  gehen, 
also  ist  der  zugehörige  Schnittstrahl  ||||  |  in  diesem  besonderen 
Falle  c,  und  gelangt  andererseits  die  Ebene  |'  in  die  Lage 
von  [ac],  so  muls  von  dem  Schnittstrahl  der  Ebene  e  mit  [ae] 
sowohl  die  Polarebene  als  auch  die  Normalebene  durch  den 
Strahl  b  gehen,  also  ist  der  zugehörige  Schnittstrahl   |((tl 
in  diesem  besonderen  Falle  b ;  die  Strahlen  b  und  c  entsprechen 
sich  also  in  beiderlei  Sinn  und  dadurch  ist  die  inyolutorische 
Lage  nachgewiesen.    Die  veränderliche  Ebene  |'  und  die  durch 
den  Schnittstrahl   |||j|  und   die  feste  Axe  a  gelegte  Ebene 
sind  also  ein  Paar  konjugierter  Ebenen  einer  Ebeneninvolution. 

Da  die  Ebene  Ij  rechtwinklig  ist  zu  dem  Strahle  x  >» '  S'S|, 
so  wird  auch  der  Strahl  |||||  rechtwinklig  sein  zu  x]  diese 
beiden  Strahlen  sind  also  konjugierte  rechtwinklige  in  der 
sie  verbindenden  Ebene,  also  die  Axen  der  Strahleninvolutiony 
welche  dieser  Ebene  im  Polarbündel  zugehört;  umgekehrt 
giebt  es  in  jeder  beliebigen  durch  den  Mittelpunkt  des  Bündels 
gelegten  Ebene  nur  ein  einziges  bestimmtes  Axenpaar  st]  sei 
dieses  gefunden,  und  fassen  wir  dann  die  Ebene  [as]  als  unsere 
frühere  e  auf,  so  muis  die  Polarebene  von  s  durch  t  gehen, 
die  Normalebene  aber  auch,  folglich  wird  ^  «=  |56||  und  wir 
können  folgenden  Satz  aussprechen: 

Wenn  man  im  Polarbündel  für  jede  beliebige 
Ebene  das  Axenpaar  s^  der  ihr  zugehörigen  Strahlen- 
involution ermittelt  und  durch  eine  der  Hauptaxen, 
z.  B.  die  a-Axe,  das  Ebenenpaar  [as]  und  [at]  legt, 
so  gehören  alle  diese  Paare  einer  bestimmten  neuen 
Ebcncuinvolution  an. 

Wir  erhalten  also  die  drei  Uauptaxen  des  Polarbündels 
als  die  Axen  dreier  bestimmter  Eboneninvolutioncn,  deren 
Konstruktion  wir  kennen;  diese  können  nun  entweder  elhpiisch 
oder  hyperbolisch  sein;  ist  aber  eine  hyperbolisch,  so  fallen 
in  eine  Asymptotenebene  dieser  Involution  zwei  Ebenen  [as] 
und  [at]  zusammen;  folglich  liegen  in  ihr  zwei  rechtwinklige 
konjugierte  Strahlen  st  und  aulserdem  der  Strahl  a  und  der 
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Schnittstrahl  der  Ebene  mit  der  [&c]-Ebene,  welches  offenbar 
ein  zweites  Paar  konjugierter  rechtwinkliger  Strahlen  ist. 
Daraus  folgt  nun,  dafs  diese  Asymptotenebene  der  Träger 
einer  im  Polarbündel  ihr  zugehörigen  orthogonalen  Strahlen- 
involution  sein  mufs,  weil  diese  zwei  Paare  rechtwinkliger 
Strahlen  hat.  Die  Ebenen  von  der  verlangten  Beschaffenheit 
sind  also  gefunden  als  die  Asymptotenebenen  dreier  bestimmter 
Ebeneninvolutionen ,  deren  Axen  die  drei  Hauptaxen  des 
Polarbündels  sind.  Es  kommt  jetzt  darauf  an,  zu  ermitteln, 
ob  und  welche  von  diesen  drei  Ebeneninvolutionen  hyper- 
bolisch sind. 

Nehmen  wir  zu  diesem  Behufe  irgend  ein  Paar  recht- 
winkliger konjugierter  Strahlen  s  und  t  im  Polarbündel  an  und 
ll^en  die  Ebenenpaare: 

[bc]    [ba] 
[hs]     [bt] 

so  wird  zu  untersuchen  sein,  ob  in  jedem  dieser  drei 
Falle  das  eine  Ebenenpaar  durch  das  andere  getrennt  wird 
oder  nicht. 

Jede  der  drei  Hauptaxen  des  Polarbündels  wird  durch 
den  Mittelpunkt  93  in  zwei  unendlich-lauge  Hälften  geteilt, 
die  nach  enigegengesetzten  Richtungen  verlaufend  unter- 
schieden werden  sollen  durch  die  Bezeichnung  : 

a  und  a,        b  und  b,        c  und  c. 

+  -         +  -         +         - 

Die  Halbstrahlen  teilen  jede  der  Hauptebenen  in  vier  Qua- 
dranten, die  paarweise  als  Gegenquadranten  auftreten  und  so 
bezeichnet  werden  sollen: 


[ab]    [ac] 
[as]     [a  t] 


[ca]  [cb] 
[es]  [et], 


b  c 

b  e 

b  e 

b  e 

+  4- 

— 

+  - 

-  + 

,ca   , 

c  a 

c  a 

c  a 

+  + 



+  - 

-  + 

a  b 

a  b 

a  b 

a  b  ; 

+  + 



+  - 

-  + 

endlich  teilen  die  drei  Hauptebenen  den  ganzen  unendlichen 
Kaum  um  den  Mittelpunkt  ^  des  Bündels  in  acht  Oktanten, 
die  paarweise  als  Gegenoktanten  auftreten  und  so  bezeichnet 
werden  sollen: 
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a  b  c  a  b  c  a  b  c  a  b  c ,   - 

4-4-4-  4-4--  4--4-  -4-4- 

a  b  c  a  b  c  a  b  c  ab  c. 

--4-  -4--  4- 

Nach  dieser  Bezeichnung  können  wir^  ohne  die  Allgemein- 
heit zu  beschickend  denjenigen  Oktanten,  in  welchen  der 
Strahl  s  hineinfallt  als   den    Oktanten  a  b  c  und  zugleich 

4-4-4- 

scinen  Gegenoktanten  ab  c  annehmen;  der  zu  8  rechtwinklige 

Strahl  t  kann  alsdann  nur  in  einem  der  drei  übrigen  Oktanten- 
paare  liegen;  wir  haben  also  nur  drei  Falle  zu  untersuchen: 

1)  s  in    a  b  c  f     t  m    a  b  c 

+  4-4-  ±  j:  ~ 

2)  s  m     a  b  Cy     t  m    a  b  c 

4-4-4-  1  "1 

«-^)  5  in     ab  Cj      t  \n    a  b  c, 

4-  4-4-  -  4-4- 

Bestimmen  wir  nun  die  Durchschnittslinien  der  Ebenen 
\as\  und  [ai\  mit  der  Ebene  [bc],  so  erkennen  wir  in  jedem  der 
drei  Falle;  in  welchen  Quadranten  dieselben  liq^en  (denn  ist  der 
Oktant  ab  c  mit  irgend  welchen  Vorzeichen  gegeben  und  fallt 
der  Strahl  ^  in  denselben  hinein ,  so  kann  die  Ebene  [as]  die 
Ebene  \bc\  nur  in  einem  solchen  Strahle  schneiden,  der  in 
denjenigen  Quadranten  hineinfallt,  welchen  die  Vorzeichen  tou 
b  und  c  bestimmen),  numlich: 


|<iV,  bc 

n/,   bc 

1)    ftc, 

4--f 

2)    bc, 

4-4- 

b$j  ca 

3) 

b  c, 

-f  4- 

1) 

b  c, 

4-  - 
-  4- 

2)    bc, 

-  4- 
4-  - 

6/,  ca 

3) 

h  Cp 

4-4- 

1)    ca. 

+  4- 

2)    c  (i, 

-f  4- 

cSj  ab 

;n 

c  a, 

4  + 

1) 

c  a, 

-  4- 
+  - 

2)    c  a, 

4-  + 

t7,  ab 

3; 

C  Op 

-  + 

1)   a  fc, 

■*•  4- 

2\    a  fc, 

4-  4- 

3) 

<l  b, 

4-  + 

n 

a       by 

4-  4 

2)   (1  6, 

1  + 

3) 

a  6. 

-  4- 
4-  - 

Aus  dieser  Tabelle  ersehen  wir  unmittelbar,  dais  in  jedem 
der  drei  Fälle  1\  2),  3>,  welche  eintreten  können ,  immer 
eine  der  lu  untersuchenden  EbeneninTolutionen 
hyperbolisch  und  die  beiden  andern  elliptisch  sein 
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müssen.  Hieraus  folgte  dafs  von  den  gesuchten  Ebenen 
immer  aswei  reell  und  die  vier  übrigen  imaginär  sein  müssen. 
Also:  es  giebt  durch  den  Mittelpunkt  des  Polar- 
bündels nur  zwei  bestimmte  reelle  Ebenen,  deren 
zugehörige  Strahleninvolutionen  orthogonal  sind. 
Diese  gehen  durch  eine  der  drei  Uauptaxen  des 
Bündels  und  sind  gleich  geneigt  zu  den  beiden 
Hauptebenen,  welche  durch  diese  Axe  gehen. 

Wir  nennen  diese  Ebenen  die  Kreisebenen  des  Polar- 
bündels,  weil  jede  von  ihnen  den  Kemkegel  in  demjenigeif 
imaginären  Linienpaar  schneidet,  welches  nach  den  imaginären 
Ereispunkten  im  Unendlichen  hingeht.  Hieraus  folgt,  dafs 
jede  Ebene,  die  zu  einer  dieser  beiden  Kreisebenen 
parallel  ist,  den  Kernkegel  des  Polarbündels  in 
einem  (reellen  oder  imaginären)  Kreise  schneiden 
mufs,  also  für  den  Fall  des  hyperbolischen  Polarbündels: 

Eine  Ebene  kann  nurinzwei  bestimmten  reellen 
Stellungen  einen  gegebenen  Kegel  zweiter  Ord- 
nung in  einem  Kreise  schneiden-,  diese  beiden 
Stellungen  haben  die  Richtung  einer  der  dreiHaupt- 
axen  gemeinschaftlich  und  gleiche  Neigung  gegen 
die  beiden  Hauptebenen,  welche  durch  diese  Haupt- 
axen  gehen. 

Hieraus  folgt  umgekehrt,  dafs  jeder  Kegel  zweiter  Ord- 
nung erzeugt  werden  kann  durch  die  Bewegung  eines  Strahles, 
welcher  bestandig  durch  einen  festen  Punkt  3S  l^uft  und  sich 
an  die  Peripherie  eines  Kreises  anlehnt.  Eine  Hauptebene 
des  Kegels  ist  diejenige ,  welche  durch  den  Punkt  3ä  und  den 
Mittelpunkt  des  Kreises  rechtwinklig  zu  seiner  Ebene  gelegt 
werden  kann.  Diese  Ebene  schneidet  den  Kreis  in  einem 
Durchmesser,  dessen  Endpunkte  mit  $  verbunden  die  zwei 
Kegelstrahlen  in  dieser  Hauptebene  sind;  die  Halbierungs- 
linien zwischen  den  Winkeln  dieser  Kegelstrahlen  sind  zwei 
Hauptaxen  des  Kegels,  die  dritte  ist  die  Normale  zur  ersten 
Hauptebene  im  Punkte  S.  Legen  wir  durch  diese  Hauptaxe 
eine  Ebene,  welche  zu  den  beiden  andern  Hauptaxen  die 
symmetrische  Stellung  hat  mit  der  Ebene  des  ursprünglichen 
Kreises,  so  hat  dieselbe  die  Stellung  der  zweiten  Kreisebene 
des  Kegels. 
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Die  der  vorigen  Untersuchung  dual  gegenüberstehende 
führt  zu  einem  durchaus  analogen  Resultat,  welches  wir,  wie 
oben  bemerkt  ist,  unmittelbar  aus  dem  reziproken  Bündel 
ablesen  können: 

Wenn  man  im  Polarbündel  durch  jeden  belie- 
bigen Strahl  das  rechtwinklige  konjugierte  Ebenen- 
paar der  dem  Strahle  zugehörigen  Ebeneninvolu- 
tion  ermittelt,  so  schneiden  alle  solche  Ebenenpaare 
eine  der  drei  Hauptebenen  in  Strahlenpaaren,  die 
einer  neuen  Strahleninvolution  angehören.  Für 
jede  dieser  drei  Strahleninvolutionen  in  den  drei 
Uauptebenen  sind  die  beiden  in  einer  Hauptebene 
liegenden  Hauptaxen  des  Polarbündels  gleich- 
zeitig ein  Paar  konjugierter  Strahlen  der  neuen 
Strahleninvolution,  also,  da  sie  rechtwinklig  zu 
einander  sind,  die  Axen  dieser  Strahleninvolution. 

Von  den  drei  neuen  Strahleninvolutionen  in 
den  drei  Hauptebeneu  sind  zwei  elliptisch  und  eine 
hyperbolisch;  die  letztere  hat  zwei  reelle  Asymp- 
toten;  jede  derselben,  welche  „Brennstrahlen'' 
heifsen,  besitzt  die  ausgezeichnete,  ihr  allein  zu- 
kommende Eigenschaft,  dafs  die  im  Polarbündel 
ihr  zugehörige  Ebeneninvolutiou  eine  orthogonale 
ist.  Die  beiden  reellen  Brcnustrahlen  liegen  iii 
einer  der  drei  Hauptebenen  symmetrisch  zu  jeder 
der  beiden  in  dieser  Hauptebene  liegenden  Haupt- 
axen. 

Femer  ist  unmittelbar  ersichtlich,  dais  jede  Ebene, 
welche  auf  einem  der  beiden  Breunstrahlen  des 
Kegels  rechtwinklig  steht,  denselben  in  einem 
Kegelschnitt  schneidet,  für  welchen  der  Durch- 
bohrungspunkt des  Brennstrahles  ein  Brenn- 
punkt ist. 

Wenn  wir  zudem  gegebenen  Polarbündel  das  reziproke^ 
wie  es  oben  genannt  wurde,  dadurch  herstellen,  dafs  wir 
zu  jedem  Paar  von  Polarstrahl  und  Polarebene  die  auf  dem 
Polarstrahl  rechtwinklige  Ebene  und  den  auf  der  Polarebene 
rechtwinkligen  Strahl  als  die  Elementen|>aarc  eines  neuen 
Polarbündels  autTassen,  so  haben  wir  zwischen  den  Brenn- 
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strahlen    und  Kreisebenen    dieser  beiden   reziproken  Bündel 
die  Beziehung: 

Die  auf  den  Brennstrahlen  des  gegebenen  Polar- 
bündels rechtwinklig  gestellten  Ebenen  sind  die 
Kreisebenen  des  reziproken  Polarbündels,  und  die 
zu  den  Kreisebenen  des  gegebenen  Polarbündels 
rechtwinkligen  Strahlen  sind  die  Brennstrahlen 
des  reziproken  Polarbündels. 


§  11.    Einige  Eigensohaften  der  Brennstrahlen  und 

Kreisebenen. 

Legen  wir  jetzt  der  Betrachtung  ein  Polarbündel  mit 
reellem  Kemkegel  zu  Grunde,  so  bieten  die  Brennstrahlen 
und  Kreisebenen  des  Kegels  mehrere  besonders  einfache 
Eigenschaften  desselben  dar. 

Zunächst  erkennen  wir,  dafs,  wenn  wir  irgend  zwei 
Berührungsebenen  TT,  des  Kegels  nehmen,  die  sich  in  einem 
Strahle  s  schneiden,  die  hyperbolische  Ebeneninvolution  für 
$  durch  diese  beiden  Asymptotenebenen  gegeben  ist.  Sind 
nun  f  und  f^  die  beiden  Brennstrahlen  in  einer  der  drei 
Hauptebenen,  so  sind  [sf]  und  [$/*,]  die  Asymptotenebenen  einer 
neuen  Ebeneninvolution,  deren  rechtwinklige  konjugierte 
Ebenen  die  Winkelhalbierenden  zwischen  t  und  r,  sein  müssen; 
also  gilt  der  Doppelsatz: 


Irgend  zwei  Berüh- 
rungsebenen des  Kegels 
und  die  beiden  durch 
ihren  Schnittstrahl  und 
die  Brennstrahlen  des 
Kegels  gelegten  Ebenen 
haben  dieselben  Winkel- 
halbierungsebenen. 


Irgend  zwei  Kegel- 
strahlen unddasStrahlen- 
paar,  in  welchem  die  sie 
verbindende  Ebene  von 
den  beiden  Kreisebenen 
des  Kegels  geschnitten 
wird,  haben  dasselbe  Paar 
Halbierungsstrahlen. 


Fallen  insondere  die  beiden  Berührungsebeneu  zusammen, 
so  wird  ihr  Schnittstrahl  der  Berührungsstrahl,  und  fallen 
zwei  Kegelstrahlen  zusammen,  so  ist  die  sie  verbindende  Ebene 
die  Berührungsebene ;  wir  haben  also  den  speciellen  Fall  des 
vorigen  Satzes: 
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Verbindet  mau  irgend 
einenKegelstrahl  mit  den 
beiden  Brenn  strahlen  des 
Kegels  durch  Ebenen^  so 


£ine  Berübrungsebene 
des  Kegels  wird  von  den 
beiden  Kreisebenen  alle- 
mal   in    einem    Strahlen- 


halbiert die  Berührungs-  paar  geschnitten,  dessen 
ebene  auiKegelstrahl  den  Winkel  halbiert  wird 
Winkel  des  Ebenenpaars,  durch     den     Kegelstrahl 

{der  Berührungsebene. 
Sei  s  der  Schnittstrahl  zweier  beliebiger  Berührungs- 
ebenen TT,  des  Kegels,  dessen  Brennstrahlen  //)  seien  und 
wir  denken  uns  zu  f  den  gegen  die  Ebene  r  symmetrisch 
liegenden  Strahl  (/  bestimmt,  so  dafs  die  Winkel  {sf)  und 
{sg)  einander  gleich  sind  und  die  Ebene  r  den  Neigungswinkel 
der  Ebenen  [$/*],  [sg]  halbiert;  denken  wir  uns  in  gleicher 
Weise  zum  Strahl  /*,  den  gegen  die  Ebene  r,  symmetrischen 
Strahl  (/,  ermittelt,  danu  werden  die  beiden  Dreikante: 

gsf^     und    fsg^ 

einander  kongruent  sein,  weil  sie  zwei  Flachen  Winkel  und 
den  eingeschlossenen  Kanteuwinkel  gleich  haben,  also  rnnfs 
auch  der  Winkel  der  dritten  Flache  bei  beiden  Dreikanten  gleich 
sein;  daraus  folgt,  wenn  wir  die  beiden  Berührungsstrahlen 
der  Ebenen  r  und  Tj  mit  dem  Kegel  durch  /  und  /,  bezeichnen: 

m  +  ('/;)  =  (',/■)  +  (^/.). 

Halten  wir  nun  den  Kogelstrahl  t  fest,  Teraudem  aber  /„  so 
bleibt  die  linke  Seite  der  Cfleichung  konstant  und  wir  haben 
den  Doppelsatz: 

Die  Summe  der  Winkel,  Die  Summe  der  Winkel, 
welche  ein  verander-  welche  eine  veränder- 
licher Kegelstrahl  mit  liehe  Berübrungsebene 
den  beiden  Brennstrahlen  des  Kegels  mit  den  beiden 
bildet,  ist  konstant.  Kreisebenen     bildet,    ist 

konstant 

Wir  können  mit  gleichem  Kecht  an  Stelle  der  konstanten 
Summe  auch  eine  konstante  Differenz  einfuhren;  denn  zwei 
Strahlen  bilden  zwei  Puuv  von  Scheitelwinkeln  mit  einander, 
die  sich  zu  \S(f  erganzen:  bezeichnen  wir  den  einen  Winkel 
(t^f)  ^  d,  und  den  komplementären  mit  d'  «»  18^1  ~  ^^^  so 
haben  wir  aus  der  Beziehung: 
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-^  +  ^,  =  C 
die  andere  ^  +  180«  —  »'  =  c     oder 

^  — y  =  0  —  180»  =  c'. 

Je  nachdem  wir  also  den  einen  oder  den  andern  der  Halb- 
strahlen  oder  Halbebenen  auffassen,  in  welche  ein  Strahl 
durch  einen  auf  ihr  befindlichen  Punkt,  eine  Ebene  durch 
einen  in  ihr  befindlichen  Strahl  geteilt  wird,  gelangen  wir 
zu  einer  konstanten  Summe  oder  einer  konstanten  Differenz. 
Die  bei  Ellipse  und  Hyperbel  getrennt  auftretenden  Fokal- 
eigenschaften fiiefsen  beim  E^el  zusammen  (s.  o.  S.  27). 

Aus  dieser  Eigenschaft  der  konstanten  Summe  der  Winkel 
zwischen  einem  veränderlichen  Eegelstrahl  und  den  zwei 
festen  Brennstrahlen  ergiebt  sich  die  bekannte  und  einfachste 
mechanische  Konstruktion  des  Kegels,  welche  zugleich  die 
deutlichste  Anschauung  von  seiner  Gestalt  gewährt 

Wir  können  nach  dem  Vorigen  leicht  die  Lage  der  Brenn- 
strahlen und  der  Kreisebenen  zu  den  Hauptaxen  und  Haupt- 
ebenen des  Kegels  aus  metrischen  Relationen  ermitteln.  Sei 
a  die  elliptische  Axe  des  Kegels,  welche  also  in  den  innern 
Baum  demselben  hineinfallt,  und  durch  welche  die  beiden 
hyperbolischen  Hauptebenen  des  Kegels,  die  [a&]-Ebene  und 
die  [ac]-Ebene  gehen,  deren  jede  zwei  reelle  Kegelstrahlen 
enthalt;  bezeichnen  wir  die  K^elöfi&iungen  in  diesen  beiden 
Hauptebenen,  d.  h.  die  Winkel  zwischen  den  beiden  Kegel- 
strahlen und  zwar  denjenigen  Winkelraum,  in  welchen  die 
elliptische  Axe  a  hineinfallt: 

in  der  [a&]-Ebene  durch  2^, 
„    „    [ac]-Ebene      „     2^, 

und  nehmen  aufserdem,  da  diese  beiden  Winkel  im  allgemeinen 
nicht  gleich  sein  werden,  an: 

die  beiden  Brennstrahlen  mögen  den  Winkel  2«  mit  einander 
bilden,  und  zwar  sei  dies  derjenige  Winkelraum,  in  welchen 
die  o-Axe  hineinfallt.  Die  beiden  Brennstrahlen  müssen 
entweder  in  der  [a6]-*oder  in  der  [ac]-Ebene,  liegen,  und  wir 
können  nun  leicht  erkennen,  in  welcher  von  beiden  sie 
wirklich  liegen,  und  welche  Winkel  sie  mit  der  a-Axe  bilden; 
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die  konstante  Summe  ist  nämlich  =  2fp  oder  «=  2^,  je 
nachdem  die  reellen  Brennstrahlen  in  der  einen  oder  andern 
Hauptebene  liegen;  nehmen  wir  an,  sie  liegen  in  der  [a6]-Ebene 
und  es  sei  s  einer  der  beiden  Kegelstrahlen  in  der  [ac]-Ebene, 
dann  bilden  die  drei  Strahlen  afs  ein  Dreikant,  welches 
Ton  einer  zu  a  rechtwinkligen  Ebene  in  dem  Dreieck  a  f  ^ 
getroffen  wird.     Nun  sind  die  Winkel 

wenn  wir  also  die  Seite  f  e  doppelt  ausdrücken  in  dem  Dreieck 
fa^  und  in  dem  Dreieck  f'^^,  so  folgt: 


tg»*+tg'.=  J^  +  -J.^- 

C06  ^ .  coe  ff  ' 

woraus  folgt: 

/TN                                                       cos» 

(l) cos  £  =   -  ^-^ 

\  f                                                       cos  9  ' 

• 

und  hieraus  ergiebt  sich,  dais  c  nur  reell  sein  kann,  wenn 
9  >  ^;  die  beiden  Brennstrahlen  liegen  also  in  der  [a/#]-Ebene, 
d.  h.  in  derjenigen  der  beiden  hyperbolischen  Hauptebenen, 
welche  die  grossere  Kegeloffnung  darbietet.  Vertauschen  wir 
in  der  letzten  Formel  7  und  %^  so  ergiebt  sich  kein  reeller 
Wert  ffir  f ,  weil  der  Cos  >  1  wird. 

Wir  können  aber  auch  für  die  imaginären  Brennstrahlen 
die  Potenzen  der  :?ie  vertretenden  elliptischen  StrahleninTolu- 
tionen  ermitteln,  wenn  wir,  wie  in  §  l>,  die  Potenzen  der 
Strahleninvolutionen  in  den  drei  Hauptebenen  einführen, 
nämlich  die  Wene: 

i>    *  p     *  />  ^ 

welche  der  Bedingung  unterworfen  sind: 

Für  die  beiden  hy)>erbolischen  Hauptebenen  ist  nämlich: 

P.*  =  tg=V,         P,,  =  tg-d 
also,  da  aus 

oos  f  =» 1-     folirt:     tu-  «  =^  ^.^,       •..     , 

and  tg^  «  die  Potenz  der  Stmhleninvolution  in  der  |iift|-Ebeiie 
irt,  deren  Doppelstrahlen  dii>  Breuustrahlen  sind,  folgt: 
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tg'  e  =  '*!*.-/"-      oder,  da    P«  =  -  ' 
nnd  P.» .  Pc«  = ^  =  —  Pc*  ist. 


igU 


Pc6+i 


Bezeichnen  wir  demgemafi^  die  Potenzen  der  drei  Strahlen- 
inyolutionen  in  den  Hauptebenen  des  K^els,  deren  Doppel- 
strahlen die  Brennstrahlen  sind,  durch 

J-ahj      J-bG}      -^eaj 


SO  ei^ebt  sich: 

< 

woraus  die  Beziehung  folgt: 

Hiemach  konnten  entweder  alle  drei  Strahleninvolutionen 
hyperbolisch  oder  zwei  elliptisch  und  eine  hyperbolisch  sein; 
dais  der  erste  Fall  aber  in  der  That  nicht  eintreten  kaun, 
folgt  leicht  aus  der  Bedingung: 

J^ab  -^be  -^ea  ^=  1> 

denn  sowohl  für  den  Fall,  dafs  alle  drei  Werte  Pab  Pbc  Pcm 
negativ  sind  (imaginärer  Kegel),  als  auch  fbr  den  Fall,  dafs 
von  den  drei  Werten  P«  &  Pbc  Pea  zwei  positiv  und  der  dritte 
negativ  ist  (reeller  E^el),  immer  mufs  von  den  drei  Werten 
Fab  Fbe  Pca  einer  positiv  und  die  beiden  andern  negativ  sein. 
Aus  der  Beziehung  (I),  welche  die  Lage  der  beiden  reellen 
Brennstrahlen  liefert,  läist  sich  sofort  eine  zweite  Relation 
ableiten,  aus  welcher  die  Lage  der  beiden  Kreisebenen  hervor- 
geht. Wenn  wir  nämlich  den  reziproken  Kegel  bilden,  dessen 
Berührungsebenen  normal  sind  zu  den  Strahlen  des  gegebenen 
Kegels,  so  ist  ersichtlich,  dafs  die  elliptische  Axe  a  für  beide 
Kegel  denselben  Charakter  hat;  dagegen  sind  in  den  beiden 
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Hauptebcnen ,  welche  durch  diese  Axe  gehen,  fQr  den  reu- 
proken  Kegel  die  Kegelöffnungen: 

in  der  [a&]-Ebene        180^  —  2q>, 

„     „    [ac]-Ebene        180«^  —  2^ 

und  da  9  >  d,  so  mufs  90«  —  9  <  90®  —  -^  sein. 

Die  Brennstrahlen  des  reziproken  Kegels  müssen  daher 
notwendig  in  der  [ac]-Ebene  liegen,  und^  bezeichnen  wir  den 
Winkel,  welchen  sie  mit  einander  bilden  und  zwar  den 
Winkelraum,  in  welchen  die  a-Axe  hineinfallt,  durch 

180^'  —  2E, 

dann  haben  wir  nach  dem  Obigen  die  Beziehung: 

cos  (90«  -  ^)  = --- i:j---*J.     oder 

/rT\  n  sin  ^ 

(IT) sinJE«= 

^      ^  BID  9 

Die  Kreisebenen  gehen  also  durch  die  &-Axe  des  Kegels, 
d.  h.  diejenige  von  den  beiden  hyperbolischen  Axen  des  Kegels, 
deren  Beruh rungscbenen  an  den  Kegel  den  kleineren  Winkel 
einschliefsen.  Wenn  daher  die  a-Axe  diejenige  (elliptische) 
Hauptaxe  des  Kegels  ist,  welche  in  denselben  hineinfallt,  die 
beiden  andern  (hyperbolischen)  die  2^- Axe  und  c-Axe,  wenn 
ferner  die  beiden  durch  die  &-Axe  an  den  Kegel  gelegten 
Berührungsebenen  einen  Neigungswinkel  =  2d,  die  beiden 
durch  die  c-Axe  an  den  Kegel  gelegten  Berührungsebenen 
einen  Neigungswinkel  =  2g)  einschlielsen ,  wobei  die  Winkel- 
raume  gemeint  sind ,  in  denen  der  Kegel  selbst  enthalten  ist^ 
wenn  endlich 

angenommen  wird,  dann  liegen  die  beiden  Brennstrahlen  in 
der  [a{^]-Ebene  und  die  beiden  Kreisebenen  gehen  durch  die 
h'Axe,  Vertauschen  wir  d  und  9,  so  ergiebt  sich  kein  reeller 
Wert  für  jK,  weil  der  Sin  >  1  wird.  Der  Winkel,  welchen 
die  beiden  Kreisebenen  mit  einander  bilden*  und  zwar  der- 
jenige Winkelraum,  in  welchem  die  Kegelfläche  nicht  liegt, 
ist  =  2  E, 

In  dem  besonderen  Falle,  wenn  9  «=  d  ist,  d.  h.  die 
Kegelöffnungen  in  den  beiden  Ilauptschnitten  einander  gleich 
sind,    wird    c  =  0,    d.   h.   die   beiden    Brennstrahlen    fallen 
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mit  der  a-Axe  zusammen  und  £=90^,  d.  h.  die  beiden 
Kreisebenen  fallen  mit  der  [&c]-Ebene  zusammen.  In  diesem 
Falle  ergiebt  sich  aus  der  obigen  Eigenschaft  der  konstanten 
Winkelsumme;  dafs  der  Kegel  ein  Rotationskegel  (gerader 
Kegel  oder  Kreiskegel)  ist^  der  nur  in  der  einzigen  Stellung, 
rechtwinklig  zur  RotationsaxC;  Kreisschnitte  zuläfst. 

Die  obige  Betrachtung,  welche  uns  zu  der  Eigenschaft 
der  konstanten  Winkelsumme  führte,  läfst  noch  ein  anderes 
bemerkenswertes  Resultat  erkennen,  welches  zu  weiteren 
Folgerungen  führt: 

Aus  der  Kongruenz  der  beiden  obigen  Dreikante: 

gsf^    und    fsg^ 

folgt;  dafs  der  Winkel  der  Ebenen  [jgs]  und  [gf^^  oder,  was 
dasselbe  ist,  der  Ebenen  \fs\  .und  [ft]  gleich  sein  muis  dem 
Winkel  zwischen  den  Ebenen  [fs]  und  [/"fir,],  also  auch  dem 
Winkel  zwischen  den  Ebenen  \_fs]  und  [ft^'].  Hieraus  folgt, 
wenn  wir  die  polar  gegenüberstehende  Betrachtung  ergänzen, 
der  Doppelsatz: 


Verbindet  man  einen 
Brennstrahl  mit  den  bei- 
den Berührungsstrahlen 
zweier  beliebiger  Berüh- 
rungsebenen des  Kegels 
und  zugleich  mit  dem 
Schnittstrahl  beider  Be- 
rührungsebenen, so  wird 
der  Winkel  des  so  ent- 
stehenden Ebenenpaars 
durch    die    dritte    Ebene 


Zw  ei  Berührungsebenen 
desKegels  schneiden  auf 
einer  Kreisebene  dessel- 
ben einen  Winkel  aus,  wel- 
cher halbiert  wird  durch 
denjenigen  Strahl, in  wel- 
chem die  Verbindungs- 
ebene  der  Berührungs- 
strahlen der  beiden  vori- 
gen B er ührungs  ebenen 
die  Kreisebene  schneidet. 


halbiert. 

Tritt  noch  eine  dritte  Berührungsebene  hinzu,  so  finden 
diese  Sätze  dreimal  statt  und  ergeben  folgendes  Resultat: 


Werden  die  Schenkel 
eines  veränderlichenWin- 
kels,  welcher  durch  eine 
veränderliche  Beruh- 
rungsebene  auf  zwei  fest- 
gehaltenen Berührungs- 

SchbOtbb,  Theor.  d.  Oberfl.  8.  Ordn. 


Wird  ein  veränderlicher 
Kegelstrahl  mit  zwei 
festen  Kegelstrahlen 

durch.Ebeneu  verbunden, 
so  schneiden  dieselben 
auf  einer  Kreisebene  einen 

5 
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ebenen  des  Kegels  aus-  Winkel  von  unveränder- 
geschnitten  wird,  mit  ter  Grofse  aus. 
einem  Brenustrahl  durch 
ein  Ebenenpaar  verbun- 
den, so  bleibt  der  Nei- 
gungswinkel dieses  Ebe- 
nenpaars von  unverän- 
derter Gröfse. 

Hieraus  folgt  eine  doppelte  Erzeugungsart  des  Kegels: 

Uehen  durch  einen  Gehen  durch  einen 
Punkt  des  Raumes  zwei  Punkt  des  Raumes  zwei 
feste  Ebenen  und  ciufeste  Strahlen  und  eine 
fester  Strahl,  und  dreht  feste  Ebene,  und  dreht 
man  um  diesen  einen  die-  man    in   letzterer  um  den 


drischen  Winkel  von  un- 
veränderter Gröfse,  so 
schneiden  die  Seiten- 
flachen desselben  die  bei- 
den festen  Ebenen  in  zwei 


gemeinsamen  Punkt  als 
Scheitel  einen  Winkel 
von  unveränderlicher 
Gröfse,  verbindet  die 
Schenkel    desselben    mit 


Strahlen,  deren  Verbin- iden  beiden  festenStrahlen 
dungsebene  einen  Kegel  durch  Ebenen,  so  schnei- 
zweiter  Ordnung  umhüllt,  iden  sich  diese  beiden 
für  welchen  die  beiden  Ebenen  in  einem  Strahle, 
festen  Ebenen  Beruh-  der  einen  Kegel  zweiter 
rungsebenen  und  der  feste  Ordnung  beschreibt,  für 
Strahl  ein  Hronnstrahl  welchen  die  beiden  festen 
ist.  Strahlen      Kegelstrahlen 

!und  die  feste  Ebene  eine 
Kreisebene  ist. 

Wir  müssen  uns  hier  versagen,  auf  eine  weitere  Unter- 
suchung der  Eigenschaften  dos  Kegels  einzugehen,  welche 
sich  an  die  Rrennstrahlen  und  Kreisebenen  desselben  an- 
schliefsen,  und  deren  Analogie  mit  den  bekannten  Brenu- 
punktseigenschaften  der  Kegelschnitte  hier  wesentlich  ergilnzt 
wird  durch  eine  iineingesohränkte  Dualität.*) 


*)  V«»rgl.  H.  V'o^'t,  der  Hj>hiirischo  Kigi'Isdinitt,  Rre^luii  1873. 
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§  12.    Der  orthogonale  Kegel. 

Es  giebt  einen  besonderen  Kegel  ^  der  in  der  Geometrie 
des  Punktes  eine  ähnliche  Stellung  einnimmt,  wie  der  Kreis 
in  der  Geometrie  der  Ebene.  Da  dieser  Kegel  sich  mitunter 
bei  raumlichen  Untersuchungen  darbietet,  so  wollen  wir  hier 
näher  auf  ihn  eingehen. 

Drehen  sich  um  zwei  durch  einen  Punkt  $ 
gehende  Äxen  s  und  s,  zwei  Ebenen,  die  beständig 
zu  einander  rechtwinklig  bleiben,  so  beschreibt 
ihr  Schnittstrahl  einen  Kegel  zweiter  Ordnung  von 
besonderer  Art. 

Dieser   Kegel   soll  orthogonal    heifsen.     Offenbar   ist 
der  Ort  des  Schnittstrahls  der  beiden  rechtwinkligen  Ebenen 
g  und  5,  ein  Kegel;  legen  wir  nun  eine  beliebige  Transver- 
salebene r  normal  zu  dem  einen  Strahle  s,  so  schneidet  die- 
selbe alle    Ebenen   |    des   Büschels   s   in   Strahlen  x   eines 
Strahlenbüschels  O  und  die  Ebenen  g^   in  Strahlen  x^  eines 
Strahlenbüschels  O]  ]    da    aber  die  Ebene   g|    zur  Ebene    | 
normal   ist  und  auch   die  Ebene  r  zur  Ebene  |  normal  ist 
ist  (weil  r  durch  die  Normale  s  der  Ebene  |  geht),  so  mufs 
die  Schnittlinie  |  ^jT  |  =  ^,  eine  Normale  der  Ebene  i,  also 
auf  dem  Strahle  x  rechtwinklig  sein,  d.  h.  der  Schnittpunkt 
(xxi)  beschreibt  in   der  Ebene  t  einen  Kreis,  von  welchem 
OOj    ein   Durchmesser    ist.      Wird    also    der   Schnittpunkt 
{xxi)  =  j:  bezeichnet,   so  beschreibt  der  Strahl   |  gg,  |  =  33): 
einen  Kegel,  dessen  Mittelpunkt  ^  ist,  und  der  die  Ebene  r 
in  einem  Kreise  schneidet.    Ebenso  schneidet  der  Kegel  auch 
jede   zu  dem  andern  Strahle  5,  normale  Ebene  r^  in  einem 
Kreise. 

Die  Stellungen  der  beiden  Kreisebenen  unseres  Kegels 
sind  also  rechtwinklig  zu  den  Kegelstrahlen  s  und  s, ,  wie 
wir  auch  auf  folgende  Weise  einsehen :  der  Kegel  geht  durch 
die  Strahlen  s  und  5|  selbst  und  hat  zu  Berührungsebenen 
in  denselben  diejenigen  beiden  Ebenen,  welche  zur  Verbin- 
dungsebene [55jJ  rechtwinklig  durch  s  und  s^  gelegt  werden. 
Wenn  wir  noch  die  beiden  Normalebenen  zu  den  Strahlen 
s  und  5,  durch  5^  legen,  so  sind  dies  offenbar  die  beiden 
Kreisebenen  fx]  und  [x,1  des  orthogonalen  Kegels;  denn  sei  x 

5* 
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ein  beliebiger  K^elstrahl^  so  mOssen  die  beiden  Ebenen  [8x] 
und  [Äjjr]  auf  einander  rechtwinklig  sein.  Die  Ebene  *  ist 
aber  Normalebene  des  Strahles  5,  folglich  steht  sie  auch 
rechtwinklig  auf  [sx^,  und  daher  müssen  die  beiden  Ebenen 
[$x]  und  [äjjt]  auf  der  Ebene  x  einen  rechten  Winkel  aus- 
schneiden d.  h.  einen  Winkel  von  unveränderlicher  Grolse; 
nach  dem  auf  Seite  66  (rechts)  stehenden  Satze  ist  also  [x] 
eine  Kreisebeue  des  K^els  und  aus  demselben  tirunde  [x,]  die 
andere  Kreisebene. 

Der  orthogonale  Kegel  hat  also  die  besondere  Eigen- 
tümlichkeit, dafs  seine  Kreisebenen  rechtwinklig 
Htehen  auf  zwei  Kegelstrahlen.  Hieraus  entspringt 
sofort  eine  Bedingung  zwischen  den  Kegelofiiiungen  in  den 
Ilauptebenen.     Die  auf  Seite  64  abgeleitete  Beziehung  (II.)-' 

•wn        sin  ^ 

Sin  j&  «=  -. 

^     Bin  9 

ergiebt  nämlich  hier,  da  -9-  -|-  jE=  90®  ist: 

sin  9  =  tg  d* 

als  Bedingung  für  den  orthogonalen  Kegel^  die  sich  auch  90 
schreiben  lässt: 

ctg^d  --  ctg' 9  «a  1. 

Diese  Bedingung  zeigt  zugleich^  dass  d  <  45**  d.  h.  die  Kegel- 
offnung  2^  in  der  [acj-Ebene,  in  welcher  nicht  die  Brenn- 
strahlen liegen,  kleiner  als  90*'  sein  muis.  Die  Kreisebenen, 
welche  durch  die  6-Axe  gehen,  also  auf  der  [a  c]-Ebene  recht- 
winklig stehen,  schlieisen  daher  einen  über  90®  betragenden 
Winkelraum  ein,  in  welchen  der  Kegel  hineinfällt. 

Das  vorige  Resultat  lulst  sich  auch  etwas  anders  aus- 
sprechen. Seien  die  Schnittlinien  der  Ebenen  [5./]  und  [s^x] 
mit  der  Ebene  [x]  die  Strahlen  /  und  t^ ,  so  ist  klar,  dafs  die- 
selben mit  X  zusammen  ein  rechtwinkliges  Dreikant  bilden,  weil 
sie  selbst  einen  Winkel  von  9<~)"  einschliefscn  und  die  Ebenen 
[8x\  und  [s^x]  zu  einander  unter  IM )••  geneigt  sind;  mithin  ist 
auch  der  Winkel  (tx)  und  (t^x)  gleich  JK)«.  Wir  haben  daher 
folgenden  Satz: 

Wenn  ein  rechter  Winkel  (/,.r)  sich  so  bewegt, 
dafs  seine  Ebene  sich  um  einen  festen  Strahl  (s) 
dreht   und    der   eine  Schenkel   (/,)  in   einer    festen 
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Ebene  [x]  sich  bewegt  um  seinen  unveränderten 
Scheitel^  so  beschreibt  der  andere  Schenkel  (o:)  einen 
orthogonalen  Kegel  zweiter  Ordnnng,  welcher 
durch  den  festen  Strahl  (s^}  selbst  geht  und  die 
feste  Ebene  zu  einer  Ereisebene  hat;  während  die 
andere  Ereisebene  auf  dem  festen  Strahle  (6])  nor- 
mal steht. 

Oder  auch: 

Wenn  man  eine  feste  Ebene  (x)  und  einen  festen 
Strahl  (Sj)  hat  und  um  denselben  eine  veränder- 
liche Ebene  (a,)  dreht,  welche  die  feste  in  dem  ver- 
änderlichen Strähle  ^j  schneidet;  so  beschreibt  die 
auf  f]  rechtwinklig  stehende  in  der  bewegtenEbene 
(«,)  liegende  Gerade  Qc)  einen  orthogonalen  Eegel 
zweiter  Ordnung,  welcher  durch  den  festen  Strahl 
(5,)  geht  und  die  feste  Ebene  (x)  zu  einer  Ereis- 
ebene hat;  wärend  die  andere  Ereisebene  auf  dem 
festen  Strahl  {s^)  normal  steht. 

Wir  erkennen  unmittelbar;  dafs  die  Ebene  [ssi]  eine 
Uauptebene  des  orthogonalen  Eegels  %(^)  ist;  denn  nehmen 
wir  irgend  einen  Eegelstrahl  g,  so  wird  der  zu  demselben  in 
Bezug  auf  die  Ebene  [ss^]  symmetrisch  liegende  Strahl  oder 
das  Spiegelbild  g^  des  Strahles  g  in  Bezug  auf  die  Ebene  [sSi'] 
notwendig  auch  ein  Eegelstrahl  von  $<^^  sein;  denn  sobald 
die  Ebenen  [sg]  und  [s^g]  zu  einander  rechtwinklig  sind; 
müssen  auch  die  Ebenen  [5^,]  und  [s^g^']  zu  einander 
rechtwinklig  sein.  Die  Halbierungslinien  der  Winkel  (ss^) 
sind  also  zwei  Hauptaxen  des  orthogonalen  Eegels  S^^)  und 
die  dritte  Hauptaxe  ist  die  Normale  der  Ebene  [ss^]  im 
Pimkte  33.  Die  vier  Strahlen  \ss^gg^\  sind  vier  harmonische 
Strahlen  des  Eegels  ^^*K  Wählen  wir  g  und  g^  zu  Axen 
zweier  neuen  den  Eegel  $>^^^  erzeugenden  projekti vischen 
Ebenenbüschel;  so  erkennen  wir;  dafs  dieselben  projekti- 
visch- gleich  sind.  Denn  die  Berührungsebenen  des  Eegels 
33W  längs  der  Strahlen  |  gg^  \  sind  gleich  geneigt  zu  der  Ver- 
bindungsebene [ggi^y  weil  diese  normal  ist  zur  Ebene  [ssi]. 
Bezeichnen  wir  diese  Berührungsebenen  längs  der  Eegel- 
strahlen  g  und  //,  durch  [gg"]  und  [g^gi],  so  sind  die  vier 
Ebenen  des  Büschels: 
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harmonisch;  und  ebenso  die  vier  Ebenen  des  Büschels: 

harmonisch;  da  aber  die  Ebenen  [gs]  und  [gs^]  aufeinander 
rechtwinklig   stehen  ^    so   halbieren   sie   die   Neigungswinkel 
zwischen  den  beiden  andern  [gg]   und   [ggi']  und  da  ebenso 
die  Ebenen  [g^s]  und  [^i«,]  auf  einander  rechtwinklig  stehen, 
so  halbieren  sie  die  Winkel  zwischen  den  beiden  andern  [jf|  jf|] 
und  [^ifif];  nun  ist  aber  der  Winkel,  welchen  die  Ebenen 
\gg]  und  \ggi\  bilden;  gleich  demjenigen,  welchen  die  Ebenen 
\f/\!/\]  ni^^  [ffiü]  11^1^  einander  bilden,  folglich  sind  auch  die 
Ilulftcn  dieser  Winkel  einander  gleich.    Die  vier  Ebenen  des 
Büschels  g[gg\Ss^]  bilden  also  dieselben  Winkel  mit  einander, 
wie  die  vier  Ebenen  des  Büschels  g\[g\gss^\.    Da  femer  die 
DopelverhUltnisse  der  harmonischen  Büschel: 

U[ifffiSS^]     und    gAUffxSSi] 

einander  gleich  sind,  so  sind  von  den  beiden  projektivischen 
den  Kegel  3)^^^  erzeugenden  Ebenenbüscheln  mit  den  Axen 
g  und  (/,  vier  Paare  entsprechender  Ebenen  unter  einander 
gleich  geneigt;  mithin  die  beiden  Büschel  g  und  g^  projet 
tivisch-gleich.     Wir  schlieisen  also: 

Ein  orthogonaler  Kegel  kann  auf  unendlich  viele 
Arten  durch  zwei  projektivisch-gleiche  Ebenen- 
büschel erzeugt  werden. 

Umgekehrt  schlicfsen  wir: 

Zwei  projektivisch-gleiche  Ebcnenbüschel,  de- 
rcn  Axen  g  und  r/,  sich  in  '|^  treffen  (und  die  nipht 
perspektivisch  liegen)  erzeugen  allemal  einen  or- 
thogonalen Kegel  'iV-'. 

Ctehen  wir  nämlich  von  der  Vorbindungsebene  |////|]  der 
Axen  der  gegebenen  projektivisch-gleichen  Ebenen büschel  ans, 
welche  beiden  gemeinsam  ist  und  nehmen  die  ihr  in  doppeltem 
Sinne  entsprechenden  Ebenen  [gg]  und  g^gi],  halbieren  die 
Neigungswinkel  zwischen  dem  einen  Ebenenpaar  [ggij  und 
[gg]  durch  zwei  zu  einander  rechtwinklige  Ebenen  und  auch 
die  Neigungswinkel  zwischen  dem  andern  Ebenenpaar  \gig] 
und  If/i^])  durch  zwei  zu  einander  rechtwinklige  Ebenen,  su 
erhalten   wir  durch  :B  ein  Viertiach;  von  welchem  ein  Paar 
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Gegenkanten  g  und  g^  ist;  dasselbe  hat  noch  zwei  andere 
Paare  von  Gegenkanten,  die  wir  s  und  5, ,  s  und  ^i  nenuen 
wollen ;  dann  wird,  weil  die  Ebencnbüscbel  projektivisch  gleich 
sein  sollen,  entweder  das  eine  Paar  55,  oder  das  andere  Paar 
ssi  Schnittlinien  entsprechender  Ebenen  sein  müssen.  Wählen 
wir  dieses  Paar  zu  Axen  zweier  neuen  Ebeuenbüschel,  deren 
je  zwei  entsprechende  Ebenen  zu  einander  rechtwinklig  sind, 
so  erzeugen  dieselben  einen  orthogonalen  Kegel,  welcher  mit 
dem  Erzeugnis  der  gegebenen  projektiyiscb-gleichen  Ebenen- 
büschel g  und  g^  identisch  ist.*) 

Dem  orthogonalen  Kegel  steht  als  duales  Gebilde  gegen- 
über ein  Kegel,  der  auf  folgende  Art  erzeugt  wird: 

Wenn  die  Schenkel  eines  rechten  Winkels  sich 
in  zwei  beliebigen  festen  Ebenen  ff,  bewegen,  wäh- 
rend der  Scheitel  unverändert  bleibt,  so  umhüllt 
seine  Ebene  einen  besonderen  Kegel,  welcher  die 
beiden  festen  Ebenen  ae^  selbst  berührt,  und  dessen 
Brennstrahlen  normal  sind  zu  den  beiden  festen 
Ebenen. 

In  der  That,  sei  $  ein  beliebiger  Punkt  der 'Schnittlinie 
f£i  ,  und  drehen  wir  um  ^  in  der  Ebene  a  einen  Strahl  Xy 
so  schneidet  die  Normalebene  desselben  die  Ebene  f ,  in  einem 
Strahle  x,  so,  dafs  der  Winkel 

(xx^)  =  90» 

ist.  Da  aber  die  Normalebene  ein  Ebeuenbüschel  beschreibt 
um  eine  Axe,  welche  normal  auf  £  steht  und  dies  Ebencn- 
büscbel projektivisch  gleich  ist  mit  dem  von  x  beschriebenen 
Strablenbüschel,  so  sind  auch  die  von  x  und  x^  beschriebeneu 
Strahlenbüschel  projektivisch  und  ihre  Verbindungsebene  um- 
hüllt einen  Kegel,  welcher  die  Ebenen  a  und  f ,  selbst  berührt. 
Die  Berührungsstrahlen  in  diesen  Ebenen  werden  erhalten, 
indem  wir  auf  der  Schnittlinie  aa^  im  Punkte  S  in  beiden 
£benen  eine  Senkrechte  ziehen.  Mögen  diese  beiden  Be- 
rühmngsstrahleu  tt^  heifsen  und  die  in  ihrer  Ebene  zu  ihnen 
rechtwinkligen  durch  23  gehenden  Strahlen  ff^j  so  dafs  also 


*)  Vgl.  F.  Ruth:  „Über  eine  beacndere  Erzeugungsweise  des 
orthogonalen  Hyperboloides  nnd  über  Büschel  orthogonaler  Kegel  und 
Hyperboloide"  (Sitzb.  d.  Akad.  d.  Wiss.  Wien  1879). 
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die  vier  Strahlen 

ttiffx 
sämtlich  in  der  Normalebene  der  Schnittlinie  |  ££|  |  liegen 
und  ff^  notwendig  in  demjenigen  Winkelraum  zwischen  den 
Strahlen  tt^,  welcher  >  90"  ist,  dann  sind  nach  dem  auf 
Seite  66  ausgesprochenen  Satze  (links)  f  und  f^  die  Brenn- 
strahlen  des  Kegels  und  die  oben  gefundene  Beziehung:  (I): 

cos  CD 

COS  6  «=  —-—  , 
C08^  ' 

WO  9  >  90'  ist,  giebt,  da  9  +  ^  =  90®  wird, 

cos  O  =  ctg  q> 
oder  anders  geschrieben: 

tg^9  -  tg^^  =  1. 

Das  gewonnene  Resultat  läfst  sich  noch  umformen:  Bei  der 
beschriebenen  Bewegung  dreht  sich  der  Strahl  x  um  3&  in 
der  Ebene  b^  die  Normalebene  von  x  dreht  sich  um  den 
festen  Strahl  f  und  steht  also  senkrecht  auf  jeder  durch  x 
gelegten  Ebene;  sie  geht  daher  durch  die  Normale  n  der 
Ebene  [xx^,  oder  die  drei  Strahlen  nfx^  liegen  in  einer 
Ebene.  Wir  haben  mithin  ein  rechtwinkliges  Dreikant  xx^n 
und  zugleich  ein  rechtwinkliges  Dreiflach  \xx^']  \xn]  [_x^n\. 
Der  von  den  beiden  Ebenen  [.r,  w]  und  [x^x]  gebildete  diedrische 
rechte  Winkel  bewegt  sicli  so,  dafs  seine  Kante  x^  in  der 
festen  Ebene  £,  sich  um  33  dreht  und  die  Fläche  [Xiri]  um 
den  festen  Strahl  f  sich  dreht,  während  die  freie  Ebene  (a:,  x) 
den  obigen  Kegel  umhüllt.  Wir  haben  hiernach  folgenden  Satz : 

Wenn  ein  diedrischer  rechter  Winkel  sich  so 
bewegt,  dafs  seine  Kante  in  einer  festen  Ebene  (f,) 
um  einen  festen  Punkt  ^  sich  dreht  und  die  eine 
Seitenfläche  desselben  [p'^n]  um  einen  festen  durch 
iö  gehenden  Strahl  f  sich  dreht,  so  umhüllt  die 
andere  Seitenfläche  einen  besonderen  Kegel  zweiter 
Klasse,  welcher  die  feste  Ebene  (£,)  berührt,  den 
Punkt  33  zu  seinem  Mittelpunkt  und  den  festen 
Strahl  f  zu  einem  Hrennstrahl  hat,  während  der 
andere  Brennstrahl  auf  der  festen  Ebene  normal 
steht.  — 

Der  orthogonale  Kegel  besitzt  eine  Eigenschaft,  welche 
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seine  Analogie  mit  dem  ebenen  Kreise  deutlich  hervortreten 
läfst. 

Nehmen  wir  durch  einen  Punkt  %  in  einer  Ebene  vier 
Strahlen  ggxSS^  an^  von  denen  das  erste  Paar  durch  das 
zweite  harmonisch  getrennt  wird,  legen  sodann  durch  s 
und  Sy  zwei  veränderliche  Ebenen,  die  beständig  zu  einander 
rechtwinklig  bleiben,  so  wird  ihre  Schnittlinie  x  den  im  Obigen 
untersuchten  orthogonalen  Eegel  beschreiben.  Weil  nun  auch 
die  vier  Ebenen  des  Büschels: 

x[igg^8s;\ 

vier  harmonische  Ebenen  sind,  von  denen  zwei,  [xs\  und  [x5,], 
zu  einander  rechtwinklig  sind,  so  müssen  diese  die  Neigungs- 
winkel zwischen  den  beiden  Ebenen  {xg"]  und  [xg^]  halbieren; 
wir  haben  also  die  Winkel: 

{xgy  xs)  =  {xsy  xg^)    (xg,  xs^)  =  (xs^ ,  xg{)j 

und,  da  die  vier  Strahlen  g  s  g^  s^  in  einer  Ebene  liegen : 

(sx,  sg)  +  {sx,  8g{)  =  180«. 

Da  aber  in  einem  Dreiflach  die  Sin  der  Winkel  der  Seiten- 
flächen wie  die  Sin  der  Neigungswinkel  an  den  gegenüber- 
liegenden Kanten  sich  verhalten,  so  haben  wir: 

sin(xg) sin  (ax,  sg)  ^     sin  (xgi) sin  (sx,  sgi) 

sin  (sg)        sio  (xs,  xg)  '     8in(«^,)         %m(xSy  xg^)  ' 

und  hieraus  folgt  die  Gleichheit: 

.  «EÄ  =  «?.M       const, 
Bin  {xgx)        sm  («^,)  ' 

d.  h.  ein  veränderlicher  Strahl  x  des  orthogonalen  Kegels 
bildet  mit  den  beiden  festen  Strahlen  g  und  ^,,  die  konjugiert 
sind  in  Bezug  auf  den  Kegel,  solche  Winkel,  dafs  das  Ver- 
hältnis ihrer  Sin  unverändert  bleibt.  Dies  können  wir  aber 
umkehren : 

Sind  zwei  in  einem  Punkte  ^Q  sich  schneidende 
Gerade  jf  und  </,  gegeben,  und  soll  sich  ein  durchs 
gezogener  Strahl  x  im  Räume  so  bewegen,  dafs  das 

Bm  (sc o\ 

Verhältnis   -^t—  konstant  bleibt,  so  beschreibt^; 

ton  (ä</i)  ' 

einen  orthogonalen  Kegel  *um  S;  für  welchen    die 

Strahlen  g  und  ^^   ein  Paar  konjugierter  Strahlen 

sind« 
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In  der  That  braucht  man  nur  die  beiden  Strahlen  $  und 
s,  in  der  Ebene  [//y,]  zu  ermitteln,  was  ein  bekanntes  ebenes 
Problem  ist  und  dann  durch  s  und  ^j  rechtwinklige  Ebenen- 
paare  zu  legen,  deren  veränderliche  Kante  x  den  gesuchten 
Kegel  beschreibt.     Da  das  Verhältnis  der  Sinus: 

«in  {xg)_ 
sin  {xQi) 

gleichwertig  ist  mit  dem  Verhältnis  der  Abstände  irgend 
eines  Punktes  r  des  Kegelstrahls  x  von  den  beiden  festen 
»Strahlen  //  und  (/] ,  so  können  wir  den  vorigen  Satz  auch  so 
aussprechen : 

Wenn  zwei  in  einem  Punkte  i&  sich  treffende 
Uerade  ff  und  //,  gegeben  sind,  so  ist  der  Ort  eines 
Punktes,  dessen  Abstände  von  ff  und  r/j  in  einem 
gegebenen  unveränderten  Verhältnis  stehen,  ein 
ortliogpnaler  Kegel,  dessen  Mittelpunkt  '^  ist,  und 
für  welchen  ff  und^j  ein  Paar  konjugierter  Strahlen 
in  derjenigen  hyperbolischen  Hauptebene  des  Ke- 
gels sind,  welche  nicht  die  beiden  Brennstrahlen 
enthält. 

Gehen  wir  umgekehrt  von  zwei  Strahlen  ss^  aus,  die 
sich  in  einem  Punkte  iö  schneiden  und  einen  Winkel  20'  <  9(f 
einschliefsen,  ziehen  in  der  Ebene  \sSi]  eine  zu  s  rechtwinklige 
Uerade,  welche  den  Strahlen  ss^  in  den  Punkten  i^d,  begegnet 
und  beschreiben  über  ^2^1  als  Durchmessereinen  Kreis  in  einer 
zur  Ebene  \ss^]  rechtwinkligen  Ebene:  dann  wird  der  Kegel^ 
welcher  von  ^  aus  nach  den  Punkten  dieses  Kreises  geht  ein 
orthogonaler  sein,  und  es  lälst  sich  leicht  zeigen,  dafsirgend 
ein  durch  i^  gelegtes  Strahlenpaar  r/ r/, ,  welches  durch  ss^  har- 
monisch getrennt  wird  die  Eigenschaft  besitzt,  dals  die  Ab- 
stände irgend  eines  Kegelpunktes  von  ff  und  ff^  dasselbe  Ver- 
hältnis zu  einander  behalten.  Die  Ilalbierungsstralilen  des 
Winkels  (ss^)  sind  die  a-Axc  und  c-Axe  des  orthogonalen 
Kegels,  die  zur  Ebene  \ss^\  in  i)  errichtete  Senkrechte  ist 
die  6-Axe;  da  die  Kegelötlhung 

angenommen  ist,  so   wird  die  in  den  kleineren   Winkciruuni 
hineinfallende   Halbierungslinie  die   (ellii)tische)  a-Axe   sein. 
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Berechnen  wir  die  Eegeloffiiung  29  in  der  [ab] -Ebene,  so 

^den  wir: 

tg  d  =  sin  9 

also  q>  >  ^,  mithin  liegen  die  Brennstrahlen  des  orthogo- 
oalen  Kegels  in  der  [ab] -Ebene;  also  das  Paar  konjugierter 
Strahlen  ggi  in  derjenigen  Hauptebene  des  orthogonalen 
Kegels,  welche  die  kleinere  Kegeloffnung  besitzt ^  also  nicht 
die  Brennstrahlen  enthält.  — 

(Wir  werden  spater  (§  26)  die  allgemeinere  Aufgabe 
lösen,  indem  wir  von  zwei  Geraden  g  und  r/j,  die  beliebig 
im  Räume  liegen^  ohne  sich  zu  treffen,  ausgehen.) 

Ist  insbesondere  der  Wert  des  konstanten  Verhältnisses 
»  1,  so  degenerirt  der  Kegel  in  ein  rechtwinkliges  Ebenen- 
paar, welches  die  Winkel  zwischen  g  und  </,  halbiert. 

Der  dem  orthogonalen  Kegel  dual  gegenüberstehende, 
welcher  ebenfalls  vorhin  betrachtet  ist,  bietet  eine  der  letzten 
ganz  analoge  Eigenschaft  dar,  welche  so  lautet: 

Sind  zwei  feste  Ebenen  s  und  f]  gegeben  und 
soll  durch  einen  festen  Punkt  33  ihrer  Schnittlinie 
eine  veränderliche  Ebene.^  derart  gelegt  werden, 

dafs    das    Verhältnis    ^!°  f^\    einen    unveränderten 

8in  (I  «1) 

Wert  behält,  so  umhüllt  die  Ebene  £  einen  beson- 
deren Kegel  zweiter  Klasse,  für  welchen  e  und  £, 
konjugierte  Ebenen  sind. 

§  13.    Der  gleichseitige  Kegel. 

Wir  haben  gesehen,  dafs  es  im  allgemeinen  für  eine 
Ebene  nur  zwei  Stellungen  giebt,  in  denen  sie  aus  einem 
Kegel  zweiten  Grades  einen  Kreis  ausschneidet,  und  dafs  ins- 
besondere, wenn  die  Normalen  zu  diesen  beiden  Stellungen 
zu  den  Kegelstrahlen  gehören,  der  Kegel  den  Charakter  des 
orthogonalen  Kegels  hat.  Fragen  wir  aber,  wie  eine  Ebene 
gestellt  sein  mufs,  um  eine  gleichseitige  Hyperbel 
ans  einem  gegebenen  Kegel  auszuschneiden,  so  lautet  die 
Antwort,  dafs  sie  im  allgemeiuen  unendlich-viele  derartige 
Stellungen  haben  kann;  denn  nehmen  wir  irgend  einen *Kegel- 
strahl  X  und  legen  durch  den  Mittelpunkt  Ü8  des  Kegels  eine 
Normalebene  |  zu  x,  so  wird  dieselbe  den  Kegel    im   all- 
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gemeinen  in  zwei  Strahlen  y  und  sf  schneiden,  und  es  ist 
ersichtlich,  dals  jede  Ebene,  die  zu  einer  der  beiden  Ebenen 
[uy]  oder  [.re]  parallel  ist,  den  Kegel  in  einer  gleichseitigen 
Hyperbel  schneiden  mufs;  nur  in  dem  Falle,  dafs  das  Strahlen- 
paar yz  nicht  reell  ist,  lassen  sich  keine  Ebenen  [xy]  und 
[xz]  legen.  Bei  der  Veränderung  von  x  umhüllt  nun  die 
Normalebene  ^  den  reziproken  Kegel  des  gegebenen  und  es 
wird  also  darauf  ankommen,  nachzusehen,  ob  die  Berfihmngs- 
ebenen  des  reziproken  Kegels  den  gegebenen  in  reellen  Linien- 
paaren schneiden  oder  nicht.  Das  erstere  wird  nur  dann 
der  Fall  sein,  wenn  der  innere  Raum  des  reziproken  Kegels 
ganz  oder  teilweise  in  den  inneren  Raum  des  gegebenen 
hineinfallt.  Ist  dies  aber  der  Fall,  so  giebt  es  unendlich 
viele  Stellungen  für  eine  Ebene,  die  den  Kegel  in  einer 
gleichseitigen  Hyperbel  schneiden  soll. 

Eine  besondere  Frage  ist  aber  die,  wann  eine*  solche  in 
einer  gleichseitigen  Hyperbel  durchschneidende  Ebene  aaf 
einem  Kegelstrahl  normal  steht.  Ist  dies  nämlich  der  Fall, 
so  wird  die  durch  den  Mittelpunkt  '^  parallel  gelegte  Ebene 
zwei  rechtwinklige  Kegelstrahlen  enthalten,  und,  da  der  auf 
beiden  rechtwinklige  Strahl  auch  ein  Kegelstrahl  sein  soll, 
der  Kegel  ein  Tripel  von  drei  zu  einander  rechtwinkligen 
Geraden  als  Kegelstrahlen  haben ;  dies  trifft  beim  allgemeinen 
Kegel  nicht  ein,  sondern  keunzeichnet  einen  partikulären 
Charakter  des  Kegels  und  liefert  eine  gewisse  Bedingung^ 
welche  er  zu  erfüllen  hat  und  die  wir  sogleich  kennen  lernen 
werden.  Wir  nennen  einen  solchen  Kegel,  welcher  drei  zu 
einander  rechtwinklige  Gerade  zu  Kegelstrahlen  hat,  einen 
gleichseitigen  Kegel.*) 

Nehmen  wir  einen  gleichseitigen  Kegel  *^'-'  als  gegeben 
UD,  und  sei  nie  ein  Tripel  von  rechtwinkligen  Kegelst nihleu, 
dann  winl  eine  Ebene,  die  auf  dem  Strahle  a  rechtwinklig 
steht,  den  Kegel  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel  schneiden, 
deren  Asymptoten  parallel  h  und  v  sind.  Sei  a  der  Punkt» 
in  welchem  der  Kegelstrahl  a  vun  einer  auf  ihm  rechtwinklig 

•    Vei^rl.    Heinrich   Vojjt:    (%or    oi«    bo^fomliTe«    Hyper>H>l(Hd. 
Uorvbanit*«  Journal  für  ilie  rviuc  und  ao^vwaudU'  Mathematik  Bd.  86. 
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stehenden  Ebene  a,  welche  die  gleichseitige  Hyperbel  §(*> 
aussehneidet,  getroffen  wird,  und  werde  ein  beliebiger  Punkt  j: 
der  Hyperbel  genommen,  der  Eegelstrahl  Säj:  =  x  gezogen 
und  eine  Normälebene  £  in  dem  Punkte  3^  auf  dem  Strahle  x 
errichtet;  dann  mufs,  weil  sowohl  a  und  a,  als  auch  x  und  ^ 
normal  zu  einander  sind,  die  Ebene  [arr]  auf  der  Schnitt- 
linie \a^\  normal  sein;  die  Ebene  [ax"]  ist  identisch  mit  [^a^:], 
der  Schnittstrahl  |a||  daher  rechtwinklig  gerichtet  zu  jedem 
Strahl  in  der  Ebene  [33a]c];  insbesondere  auch  zu  |a^|.  Die 
Gerade  \a^\  schneidet  nun  im  allgemeinen  die  gleichseitige 
Hyperbel  J^<*>  in  einem  Punktepaare  t)j,  dessen  Verbindungs- 
linie zu  |a)c|  rechtwinklig  liegt. 

Das  Punktepaar  t)}  ist  immer  reell,  wie  aus  folgender 
Bemerkung  hervorgeht.  Liegen  nämlich  a  und  x  auf  dem- 
selben Hyperbelzweige,  und  ist  \>  der  Schnittpunkt: 

so  mufs,  weil  |33)>|  rechtwinklig  auf  \^j:\  und  |$a{  rechtwinklig 
auf  \(ix\f  SJ)>^  =  ^)a  .  )>jc  »ein,  folglich  )f  aufserhalb  |a):|  liegen. 
Da  aber  in  diesem  Falle  die  Richtung  von  \<xx\  in  denjenigen 
Winkehaum  zwischen  den  rechtwinkligen  Asymptoten  der 
Hyperbel  hineinfallt,  welcher  die  Hyperbelzweige  nicht  ent- 
hält, so  mufs  die  darauf  senkrechte  Richtung  von  |i)}{  in  den- 
jenigen Winkelraum  zwischen  den  Asymptoten  hineinfallen, 
welcher  die  Hyperbelzweige  enthält,  also  mufs  |t)j|  not- 
wendig die  Hyperbel  in  zwei  reellen  Punkten  auf  verschiede- 
nen Hyperbelzweigen  schneiden,  weil 

(Th.  d.  K.  S.  232)  ist;  liegen  dagegen  jc  und  a  auf  ver- 
schiedenen Hyperbelzweigen,  so  mufs  :p,.da  es  aufserhalb  \ax 
li^^,  innerhalb  der  Hyperbel  liegen,  also  die  in  )>  auf  jav 
errichtete  Senkrechte  |i)ji  der  Hyperbel  in  zwei  reellen  Punkten 
auf  demselben  Hyperbelzweige  begegnen. 

Da  nun  die  Punkte  Vj  und  j  immer  reell  sind,  so  sind 
es  auch  die  Strahlen: 

|öi)|  =  y    und    |93ä!==^ 

und  da  x  auf  der  Ebene  [yg^  rechtwinklig  steht,  so  ist  sowohl 
X  auf  y,  als  auch  x  auf  is  rechtwinklig;  aber  es  ist  leicht  zu 
erkennen,  dais  auch  y  auf  z  rechtwinklig  sein  mufs. 
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In  der  That^  die  vier  Punkte  a  ^  t)  j  liegen  in  der  Ebene 
a  auf  der  gleichseitigen  Hyperbel  ^^^)  so^  dafs  jeder-  der 
Ilöhenpunkt  des  von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  ist, 
also  ist  auch 

I  a^  I  rechtwinklig  auf  j  )cg  |, 

ferner  wird,  weil  1 33a |  =  a  die  Normale  der  Ebene  [irl)}]  ist, 

i  Ü3a  I  rechtwinklig  zu  \xi\ 

liegen,  folglich  auch  die  Ebene  [33a^]  normal  zu  |]ril  sein; 
hieraus  folgt;  dafs  auch  |93))|  =  y  rechtwinklig  zu  |)r}'  ist  and 
da  y  rechtwinklig  zu  j^):;  =  x*  ist,  so  mufs  die  Ebene  [iBjC}] 
normal  auf  y  stehen,  also  auch  y  rechtwinklig  auf  ,33}|  >*' 
sein;  wir  haben  mithin  ein  zweites  von  drei  zu  einander 
rechtwinkligen  Strahlen  xys  gebildetes  Tripel  auf  dem  gleich- 
seitigen Kegel  nachgewiesen,  sobald  ein  solches  ab(i  existiert» 
und  da  der  Kegelstrabi  x  ganz  willkürlich  gewählt  waTs 
so  folgt: 

Hat  ein  Kegel  ein  Tripel  von  drei  zu  einaude^ 
rechtwinkligen  Kegelstrahlen,  sohat  er  deren  ui^  ' 
endlich  viele,  indem  jeder  beliebige  Kegelstrahl  als  eii»>^ 
Kante  eines  solchen  rechtwinkligen  Dreikants  gewühlt  werde^^ 
kann,  und  die  beiden  andern  durch  die  auf  dem  erstere^^ 
normal  stehende  Ebene  immer  reell  aus  dem  Kegel  au»^^ 
geschnitten  werden. 

Hieraus  folgt  der  Satz: 

Jede    Ebene,    welche    rechtwinklig    zu     einend 
Strahle   eines  gleichseitigen    Kegels    gelegt    wird^ 
Hchueidet  denselben  in  einer  gleichseitigen  Hyper-^ 
bei.      Der    Punkt,    in    welchem    jener    Kegelstrahl^ 
der  gleichseitigen  Hyperbel  begegnet,   ist  Hohen- 
punkt    ffir  sumtliche  Dreiecke,   in   welchen   irgend 
ilrei  zu   einander   rechtwinklige  Kegelstrahlen  der 
Hyperbel  begegnen. 

Ein  gleichseitiger  Kegel  ist  also  dadurch  vollkommen 
l)estimmt  und  zu  konstruieren,  dafs  man  von  einem  Punkte  3^ 
aus  zwei  Tripel  von  je  dr»M  zu  einander  rechtwinkligen  Strahlen 
ausgehen  lillst;  diese  sechs  Strahlen  li(^en  allemal  auf  einem 
einzigen  bestimmten  Kegel.  Wir  haben  also  zugleich  den  Satz: 

Zwei  Tripel  von  je  drei  zu  einander  rechtwink- 
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ligen  Strahlen,  die  von  einem  Punkte  ausgehen, 
sind  allemal  sechs  Strahlen  eines  gleichseitigen 
Kegels. 

(Dieser  Satz  ist  nur  ein  specieller  Fall  einer  früher  (§  8) 
bewiesenen  Eigenschaft  des  Polarbündels,  wonach  die  sechs 
Strahlen  zweier  Polardreikante  immer  auf  einem  Kegel  liegen, 
sobald  man  nämlich  für  das  Polarbündel  das  orthogonale 
nimmt,  welches  die  unendlich  entfernte  Ebene  £<»  in  dem 
imaginären  Kreise  schneidet.) 

Damit  überhaupt  auf  einem  Kegel  zweiter  Ordnung  ein 
Tripel  von  drei  zu  einander  rechtwinkligen  Kegelstrahlen 
m5glich  sei,  ist  eine  gewisse  Bedingung  erforderlich,  zu  der 
wir  auf  folgende  Art  gelangen: 

Sei  a  die  elliptische  Hauptaxc  des*  Kegels,  durch  welche 
die  beiden  hyperbolischen  Hauptebenen  gehen  und  seien  in 
der  einen  der  letzteren  die  beiden  Kegelstrahlen  ss',  in  der 
andern  tt',  ferner  die  Winkel: 

(a,  s)  =  tp  (a,  0  =  -^; 
dann  wird  irgend  eine  in  dem  Abstände  g  vom  Mittelpunkte  33 
des  Kegels,  zur  a-Axe  rechtwinklig  gelegte  Ebene  denselben 
in  einer  Ellipse  schneiden,  deren  Hauptaxen  beziehungsweise 
in  den  beiden  Hauptebenen  des  Kegels  liegen  und  für  welche 
die  Quadrate  der  Halbaxen  die  Werte  haben 

9^  .  tg^9  und  Q^  .  tg^O. 
Der  Kegelstrahl  s  tri£Ft  nun  diese  Ellipse  in  einem  Scheitel  ä 
derselben,  während  ihr  die  in  33  auf  dem  Strahl  s  errichtete 
Normalebene  in  zwei  Punkten  p  und  p'  begegnet,  deren  Mitte  m 
auf  der  Hauptaxe  der  Ellipse  liegt.  Wegen  der  Eigenschaft 
des  gleichseitigen  Kegels  müssen  die  drei  Strahlen  |$S|,  |33))|, 
Sp'i  drei  zu  einander  rechtwinklige  Strahlen  sein,  folglich 
mufs  jeder  der  beiden  Winkel  )>23m  und  m2Jp'  =  45'^  sein;  also 
ist  das  Dreieck  pföxw  rechtwinklig  und  gleichschenklig,  mithin 

Bezeichnen  wir  nun  noch  den  Mittelpunkt  der  Ellipse  durch  o, 
ao  ist: 

m23  .  sin  9  =  p  =  m 0  .  tg  9, 

also  nach  dem  Obigen: 

m)ji .  sin  9  =  mo  .  tg  9  =  (). 
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Weil  aber  nach  bekannter  Eigenschaft  der  Ellipse: 

_nio' 1 mp*  ___  1 

Qt  tgt<p  "T  ^t  ^;^  —  1 

ist,  so  folgt  die  Bedingung: 

i.  A       I    ctg*  ^         - 
^    ^    '     Bin*  9 
oder 

ctg^  ^  =  sin^  9(1  —  ctg2  g))  (l  +  ctg»  9) , 

woraus  folgt:     ' 

ctg^y  +  ctg^d  =  1. 

Dies  ist  die  Bedingung  zwischen  den  beiden  Kegelo&ungen 
in  den  hyperbolischen  Hauptebenen,  damit  der  Kegel  ein 
gleichseitiger  sei,  woraus  folgt,  dafs  beide  Kegelo£Gaimgeii 
in  den  Hauptebenen  (29  und  20)  gröfser  als  90^  sein  müssen. 
Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  giebt  es  ein  Tripel  rechtwink- 
liger Kegelstrahlen ;    folglich  unendlich  -  viele   solche  Tripel. 

Der  gleichseitige  Kegel  besitzt  eine  Eigenschaft,  welche 
eine  auffallende  Analogie  mit  der  gleichseitigen  Hyperbel  in 
der  Ebene  erkennen  läfst. 

Wenn  man  nämlich  drei  beliebige  Strahlen  xx'x"  durch 
einen  Punkt  ^ü  zieht  und  man  legt  durch  den  Strahl  x  eine 
Ebene  normal  zur  Ebene  [x'^t"],  durch  x'  eine  Ebene  normal 
zu  [xx"]  und  durchs"  eine  Ebene  normal  zu  [xx^'],  so  schneiden 
sich  bekanntlich  diese  drei  Ebenen  in  einem  Strahl  h,  dem 
llöhenstrahl   des   Dreikants   xx'x"*)   und  die  vier  Strahlen 

*)  Der  Höliensatz  für  dau  ebene  Dreieck  ist  nur  die  Umkehrung 
eine«  etwas  allgemeineren  bekannten  Satzes:  „Die  drei  Seitenpaare 
eines  volli«tündigen  Vierecks  werden  von  einer  geraden  Linie  in  drei 
l'unktepauren  einer  Punktinvolution  geschnitten'*  (Tb.  d.  K.  §  18). 

Ist  umgekehrt  ein  Dreiek  abc  und  eine  gerade  Linie  l  alt  TrSger 
einer  Punktinvolution  gegeben,  und  sind  die  Schnittpunkte: 

(bc,  /)  — a,    ^ca,  0  =  6.    (ab,  /)=-c, 

die  koigugierten  Punkt«    zu   abc  in  der  gegebenen  Punktinvolution 

aber  a ßy*  ^^  ziehe  man 

a  a    und    b  ß , 

di('  sich  in  b  schneiden  mögen,  dann  sind  von  dem  vollständigen 
Viereck  abcc  zwei  Seitenpaare: 

bc  und  ab,    ca  und  bb, 
welche  bezüglich  die  Gerade  /  in  den  Pu nkte paaren : 

a  und  a,    b  und  ß 
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xxx'h  haben  zugleich  die  Eigenschaft^  dafs  jeder  von  ihnen 
der  Höhensirahl  für  das  aus  den  drei  übrigen  gebildete  Drei- 
treffen, durch  welche  die  Ponktinyolution  vollständig  bestimmt  ist. 
Da  nnn  von  dem  dritten  Se^tenpaar 

ab    und    cb 

die  Seite  ab  durch  c  geht,  so  mufs  die  Seite  cb  durch  y  gehen,  oder 
c  y  durch  b  gehen,  d.  h. 

aa>    b(J,    cy 

schneiden  sich  in  einem  Punkte;  nimmt  man  für  l  die  unendlich-ent- 
fernte Gerade  g^  und  für  die  gegebene  Punktinvolution  auf  g^c,  die- 
jenige, deren  Doppelpunkte  die  beiden  imaginären  Kreispunkte  sind, 
so  erhält  man  aus  dem  vorigen  Satze  den  Höhensatz  für  das  ebene 
Dreieck  abc 

Nimmt  man  nun  von  irgend  einem  Punkte  $3  im  Baume  die  Per- 
spektive der  ebenen  Figur,  so  erhält  man  folgenden  Satz: 

Qehen  von  einem  Punkte  ^  des  Baumes  vier  Strahlen 
abcd  aus,  so  scheiden  die  Ebenenpaare: 

[ah]  imd  [cd],    \ac\  und  [&d],     \hc\  und  [ad] 

eine  beliebige  durch  ^  gelegte  Ebene  e  in  drei  Strahlen- 
paaren einer  Strahleninvolution;  und  die  Umkehrung  lautet: 

Wenn  von  einem  Punkte  $  des  Baumes  drei  Strahlen  ahc  aus- 
gehen, und  in  einer  durch  $  gehenden  Ebene  s  eine  Strahleninvolution 
gegeben  ist,  wenn  femer  die  Ebenen  [&c],  [ca]^  [ah]  die  Ebene  e  in 
den  Strahlen 

schneiden,  deren  koiyugierte  in  der  Strahleninvolution 

«1,     6,,     Ct 
sind,  dann  müssen  sich  die  drei  Ebenen  [aOf],  \hh^,  [cCf\  in  einer 
Geraden  schneiden. 

Nehmen  wir  nun  ein  Dreikant  IB  |a&c|,  und  seien  die  Normalen  zu 
den  Ebenen  \hc]  und  [ca]  im  Punkte  IB  die  Strahlen  a^  und  &, ,  femer 
|aai,  56j|  s-^,  dann  wird  die  Ebene  [a^h^  von  dem  Ebenenpaar  [hc\ 
and  \ah\  in  einem  Paare  rechtwinkliger  Strahlen  geschnitten,  von  dem 
Ebenenpaar  [ca]  und  \hh]  in  einem  zweiten  Paare  rechtwinkligerstrahlen, 
also  haben  vdr  in  der  Ebene  e  =  [a,  &,]  eine  orthogonale  Strahleninvo- 
lution, und  es  mufs  auch  das  dritte  Ebenenpaar  [ah]  und  [ch]  die 
Ebene  £  in  einem  Paare  rechtwinkliger  Strahlen  schneiden ;  c  ist  aber 
die  Normale  der  Ebene  [a&],  wie  ersichtlich,  folglich  ist  [ch]  auf 
[ah\  rechtwinklig,  folglich  mufs,  wenn  Cf  die  Normale  von  [ah]  ist  im 
Punkte  8,  die  Ebene  [ch]  durch  c^  gehen,  also  [cc^  durch  h,  d.  h. 

[aa^l    [6&,],    [cc;^ 

müssen  sich  in  einer  Geraden  schneiden,  dem  Höhenstrahle  h  des  Drei- 
kante  ahc.  Dies  ist  der  im  Texte  angeführte  Satz  vom  Uöhenstrahl 
im  Dreikant. 

SchbOtxb,  Tli«or.  d.  Oberfl.  8.  Ordn.  G 
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kant  ist,  denn  es  ist: 

[:!•/]  ±[/'A],     [.ra."]  JL  [/Ä],     {xx'^±lxh]. 
Legen  wir  nun  eine  Ebene  e  rechtwinklig  zu  einem  der  vier 
Strahlen  z.  B.  zu  A,  und  wird  dieselbe  von  den  vier  Strahlen 
in  den  Punkten:  * 

V,    V,    r,    f) 
durchbohrt,  dann  ist  leicht  zu  erkennen,  dafs  von  diesen  vier 
Punkten  jeder  der  Hohenpunkt  des  von  den  drei  andern  ge- 
l)ildeten  Dreiecks  sein  mufs. 

Denn  die  Ebene  €,  deren  Normalstrahl  h  ist,  enthält 
nur  Richtungen,  welche  zu  h  rechtwinklig  sind,  also  sind 
auch  die  Richtungen  von  h  und  r'r"  zu  einander  rechtwinklig. 
Wenn  aber  zwei  zu  einander  rechtwinklig  gerichtete  Strah- 
len sich  im  Räume  nicht  treffen  und  man  durch  einen  die 
Ebene  rechtwinklig  zum  andern  legt,  so  enthält  dieselbe 
den  kürzesten  Abstand  zwischen  beiden  Strahlen,  der  anf 
beiden  zugleich  rechtwinklig  ist.  Folglich  ist  das  ans  b  auf 
|v'  i"|  herabgelassene  Perpendikel  der  kürzeste  Abstand  zwischen 
den  (teraden  h  und  { v'  v"  ;  also  muls  auch  die  Ebene,  welche 
durch  h  und  diesen  kürzesten  Abstand  geht,  die  Gerade  \x'x"\ 
zur  Normale  haben,  mithin  auf  jeder  durch  r  r"i  gelegten  Ebene 
rechtwinklig  stehen,  daher  auch  auf  der  Ebene  [j*'^*"].  Die 
durch  h  zur  Ebene  [.''.("]  rechtwinklig  gelegte  Ebene  geht  aber 
durch  d(^n  Strahl  .i-,  mithin  auch  durch  den  Punkt  r,  daher 
winl  die  durch  h  und  den  kürzesten  Abstand  zwischen  h 
und  v'v"  gelegte  Ebene  durch  v  gehen;  da  der  Punkt  x 
gleichzeitig  in  dieser  Ebene  und  in  der  Ebene  s  liegt ,  so 
muls  er  in  der  Schnittlinie  beider  liegen,  d.  h.  der  Punkt  r 
muls  in  dem  Perpendikel  liegen,  welches  aus  h  auf  r'r"  herab- 
gelassen ist,  oder  umgekehrt  das  aus  v  auf  v'r"  herabgelassene 
Perpendikel  geht  durch  b.  Da  dasselbe  für  die  beiden  übrigen 
Seiten  des  Dreiecks  xx'x  gilt,  so  ist  b  der  Hohenpunkt  des 
Dreiecks  v  r'  v"  w.  z.  b.  w. 

Da  die  vier  Punkte  vv'v'b  so  liegen,  dafs  jeder  der 
Hohenpunkt  des  von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks 
ist,  so  liegen  sie  auf  einer  gleichseitigen  H,vi>erbel  (Th.  d. 
K.  S.  'JoS"»  oder  vielmehr  geht  ein  ganzes  Büschel  von  gleich- 
seitigen Hyperbeln  durch  diese  vi^r  Punkte:  weil  aber  die 
Eigene  f  auf  dem  Stralile  h  rechtwinklig  steht  und  eine  gleich- 
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seitige  Hyperbel  aus  einem  durch  xxx"h  gelegten  Kegel 
ausschneidet,  so  mufs  ein  solcher  Kegel  allemal  ein  gleich- 
seitiger sein;  wir  erhalten  also  die  Sätze: 

Konstruiert  man  zu  irgend  drei  Strahlen  eines 
gleichseitigen  Kegels  den  diesem  Drei kant  zugehö- 
rigen Hobenstrahl  (d.  h.  denjenigen  Strahl^  in  welchem 
sich  die  drei  Ebenen  schneiden,  welche  durch  je  eine  Kante 
des  Dreikants  rechtwinklig  zur  gegenüberstehenden  Fläche 
gestellt  werden  können),  so  liegt  derselbe  allemal  auch 
auf  dem  gleichseitigen  Kegel.     Oder  auch: 

Jeder  Kegel  zweiter  Ordnung,  welcher  durch 
ein  beliebiges  Dreikant  und  seinen  Höhenstrahl 
gelegt  werden  kann,  ist  ein  gleichseitiger  Kegel; 
oder  auch: 

Sämtliche    gleichseitige   Kegel,    welche   durch 
die   drei   Kanten    eines   Dreikants   gehen,    müssen 
noch  einen  vierten  festen  Strahl  gemeinschaftlich 
haben,  nämlich  den  Höhenstrahl  des  Dreikants. 
Wir  können  denselben  Satz  auch  so  aussprechen: 

Enthält  ein  Kegel  zweiter  Ordnung  vier  Strahlen,  von  denen 
jeder  der  Höhenstrahl  des  von  den  drei  andern  gebildeten  Drei- 
kants ist,  so  enthält  er  unendlich  viele  solcher  Quadrupel, 
nämlich  zu  drei  beliebigen  Strahlen  desselben  allemal  den 
zugehörigen  Höhenstrahl.  Hieraus  ergiebt  sich  eine  zwar 
diskontinuierliche,  aber  äufserst  einfache,  netzartig  fortschrei- 
tende Konstruktion  beliebig  vieler  neuer  Kegelstrahlen,  sobald 
vier  beliebige  Strahlen,  welche  zur  Bestimmung  des 
gleichseitigen  Kegels  notwendig  sind,  gegeben  werden.  Man 
ordne  die  vier  durch  33  gegebenen  Strahlen  ah  cd  auf  alle 
vier  inöglichen  Arten  zu  Dreikanten  an  und  suche  für 
jedes  derselben  den  Höhenstrahl  auf;  mit  den  vier  Höhen- 
strahlen kann  man  in  gleicher  Weise  verfahren  und  so  fort- 
fahren oder  die  neu  erhaltenen  Strahlen  mit  den  früheren 
zu  Dreikanten  vereinigen  und  die  zugehörigen  Höhenstrahlen 
aufsuchen.  Sämtliche  auf  diese  Weise  konstruierten  Strahlen 
liegen  auf  einem  und  demselben  gleichseitigen  Kegel. 

Die  vorige  Betrachtung  eines  Dreikants  und  seines  Höhen- 
strahls  führt  zugleich  auf  ein  merkwürdiges  Tetraeder  von 

besonderer  Art,   auf  welches  schon  wiederholt   aufmerksam 

6* 
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gemacht  worden  ist.  *)  Wir  wollen  hier  kurz  auf  die  Hanpi» 
eigenschaften  dieses  Tetraeders  und  seine  Beziehung  zu  dem 
gleichseitigen  Kegel  eingehen,  indem  wir  zugleich  die  oben 
gewählte  Bezeichnung  für  den  vorliegenden  Fall  ein  wenig 
abändern : 

Gehen  von  dem  Punkte  ^  die  Kanten  ba',  |Db  ,  ;bc  eines 
beliebigen  Dreikants  aus,  und  schneiden  die  drei  durch  je 
eine  Kante  rechtwinklig  zur  gegenaberliegenden  Flache  des 
Dreikants  gelegten  Ebenen  sich  in  dem  Hohenstrahle  kj  wird 
ferner  durch  irgend  einen  Punkt  b  desselben  eine  zu  ihm 
rechtwinklige  Ebene  gelegt,  welche  den  drei  Kanten  des  Drei- 
kants in  vi  b  c  begegnet;  so  ist  oben  bewiesen  worden,  dafs 

I)  der  Höhenpunkt  des  Dreiecks  abc 

ist  (Fig.  3).    Da  also  auf  der  Ebene 

[oab]    sowohl    die   Ebene  [abc]i   ab 

auch  die  Ebene  [b  b  c]  rechtwinklig  isl^ 

so  muls    bc   Normale  der  Ebene  [bab] 

sein,  also  die  beiden  Gegenkanten  =ba| 

und    bc    des  Tetraeders  abcb  mflssen 

rechtwinklig     zu     einander    gerichtet 

^  ^,  y^  sein;  aus  gleichen  Gründen,  die  beiden 

.:..      Gegenkanten  bb    und  |ca',  sowie  | bei 

/        und  cl\>[,  und  der  vorige  Satz  lafiit  sich 

c  auch  so  aussprechen: 

^^^'^'  Wenn    bei    einem   Tetraeder 

ein    Paar   Gegenkanten   rechtwinklig   zu   einander 

gerichtet  ist  und  noch  ein  zweites  Paar,  so  ist  es 

auch  das  dritte  Paar. 

Ein  solches  Tetraeder  ist  von  besonderer  Art  und  erfüllt 
gewisse  Bedingungen:  Da  nämlich  bc|  die  Normale  der  Ebene 
[oab]  ist,  so  wird,  wenn  die  Hohe  jab  in  dem  Dreieck  abc 
der  Gegenseite  !bc'  in  a,  begegnet,  bc'  auch  zu  ba,"  normal 
sein  müssen,  also  IbaJ  eine  Hohe  des  Dreiecks  bbc  sein. 
Hieraus  folgt  aber: 

ab^  —  ac'  =  ci^V^  —  a,c^  =  t^b'^  -  bc^ 
also  ab-  +  c c^  =  ac^  +  bb'  =  bc'  +  ba'    d.  h.r 

*)  Verf^l.  Daltzcr,  Klomcnte  der  Mailieniatik  li.  5»  §  6,  10. 
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In  dem  betrachteten  Tetraeder  ist  die  Summe 
der  Quadrate  eines  jeden  der  drei  Paare  von  Gegen- 
kanten von  demselben  Wert 

Ferner  erkennen  wir^  weil  die  Ebene  [bab]  oder  [baaj 
zur  Normale  |bc!  hat,  dafs  gegen  ein  aus  a  auf  IbaJ  herab- 
gelassenes Perpendikel,  sowohl  [baj  als  auch  {bc|  rechtwinklig 
gerichtet  ist,  mithin  die  Ebene  [t^bc]  Normalebene  ist  für 
das  Ton  a  auf  |ba,|  herabgelassene  Perpendikel;  dieses  ist  also 
eine  Höhe  des  Tetraeders  abcb  und  zwar  die  aus  a  auf  [beb] 
herabgelassene  Hohe.  Da  nun  in  dem  Dreieck  baa|  die  beiden 
Hohen  aus  b  und  a  zugleich  Tetraederhohen  sind,  so  müssen 
sich  diese  beiden  Tetraederhöhen  in  einem  Punkte  c  treffen. 
Durch  diesen  Punkt  e  mufs  nun  auch  die  dritte  Höhe  des  Drei- 
ecks baai  hindurchgehen  d.h.  das  aus  a|  auf  ba  herabgelassene 
Perpendikel  'aiajj.  Demselben  können  wir  noch  eine  andere 
Bedeutung  beilegen.  Es  sind  nämlich  ba{  und  jbcj  zu  einander 
rechtwinklig  gerichtete  Gegenkanten,  durch  baj  ist  eine  Normal- 
ebene [baa,]  zur  Kante  jbcl  gelegt,  und  aus  aj  das  Perpendikel 
auf  die  Gegenkante  |ba|  herabgelassen;  folglich  ist  'atajl  die 
kürzeste  Distanz  zwischen  den  Gegenkanten  {ba|  und  |bc|  des 
Tetraeders.  Wir  haben  also  den  Satz:  die  kürzeste  Distanz 
zwischen  dem  Gegenkantenpaar  |ba|  und  |bc|  des  Tetraeders 
geht  durch  den  Punkt,  in  welchem  sich  die  beiden  Höhen 
ans  b  und  a  treffen. 

Was  wir  für  das  Gegenkantenpaar  |  b  a !  und  |  b  c  |  erwiesen 
haben,  gilt  aus  denselben  Gründen  auch  für  das  Gegenkanten- 
paar jbb|  und  |Ca|  und  für  das  Gegenkantenpaar  jbc  und  |ab|; 
es  müssen  sich  also  auch  die  Tetraederhöhen  aus  b  und  aus  b 
und  die  kürzeste  Distanz  der  Gegenkanten  Ibbj  und  |ca|  in 
einem  Punkte  treffen,  und  drittens  müssen  sich  die  Tetraeder- 
höhen aus  b  und  aus  c  und  die  kürzeste  Distanz  der  Gegen- 
kanten |bc|  und  |ab|  in  einem  Punkte  treffen.  Die  Tetraeder- 
höhe aus  b  muls  daher  sowohl  die  drei  andern  Tetraederhöhen, 
als  auch  die  drei  kürzesten  Distanzen  |  aj  aj  | ,  |  b,  bj ' ,  !  C|  C2 1  der 
drei  Gegenkantenpaare  treffen.  Bemerken  wir  noch,  dafs, 
weil  die  Kanten  |b  c{  und  |b  a|  rechtwinklig  auf  einander  stehen, 
und  daher  die  Ebene  [bcaj]  zu  einer  Normale  b  a'  hat,  notwendig 
diese  Ebene  [bcaj]  die  Tetraederhöhen  aus  b  und  c  und  den 
kürzesten  Abstand  lasaj  gleichzeitig  enthalten  mufs.   Da  nun 
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die  Tetraederhöhen  aus  b  und  c  selbst  in  einer  Ebene  liegen 
d.  h.  sich  treffen ;  und  beide  von  der  Tetraederhohe  aus  b 
getroffen  werden  ^  so  müfsten  entweder  alle  drei  Höhen  in 
einer  Ebene  liegen,  was  widersinnig  ist,  oder  sich  in  einem 
und  demselben  Punkte  treffen,  was  allein  übrig  bleibt.  Wir 
haben  hiernach  folgende  Eigenschaften  unseres  Tetraeders: 

Bei  einem  Tetraeder  abcb,  bei  dem  zwei  Paare 
von  Gegenkanten,  also  auch  das  dritte,  rechtwink- 
lige Strahlenpaare  sind, 

1)  schneiden  sich  die  vier  Tetraederhöhen  in 
einem  und  demselben  Punkte  c,  durch  welchen  auch 
die  drei  Geraden  gehen,  welche  die  kürzesten  Ab- 
stände der  drei  Paare  Gegenkanten  enthalten. 

2)  Die  Fufspunkte  der  Tetraederhöhen  sind  zu- 
gleich die  Höhenpunkte  der  Dreiecke,  welche  die 
Seitenflächen  des  Tetraeders  bilden. 

3)  Die  fünf  Punkte  ab  c  b  c  liegen  so  im  Räume, 
dafs  je  vier  von  ihnen  die  Ecken  eines  Tetraeders 
sind,  dessen  Höhen  sich  in  dem  fünften  Punkte 
schneiden. 

4)  Die  vier  Höhen  des  Tetraeders  liegen  so, 
dal's  je  drei  von  ihnen  ein  Dreikant  bilden,  dessen 
Höhenstrahl  die  vierte  Höhe  ist;  also  liegen  die 
vier  Höhen  allemal  auf  einem  gleichseitigen  Kegel. 

5)  Der  Höhenpunkt  des  Tetraeders  teilt  jeden 
der  7  Strahlen,  welche  durch  ihn  gehen  [1)],  in 
zwei  Abschnitte,  deren  Endpunkte  in  den  Ecken, 
Flächen  und  Kanten  des  Tetraeders  liegen,  in  der 
Weise,  daTs  das  Rechteck  aus  diesen  Abschnitten 
einen  und  denselben  Wert  hat. 

Endlich  ergiebt  sich  noch  eine  einfache  metrische  Be* 
Ziehung  zwischen  den  Kanten  eines  beliebigen  Dreikauts  und 
seinem  Höhenstrahl;  bezeichnen  wir  nämlich  in  der  obigen 
Figur  die  Kanten: 

tci  =  a,     M>  =  i,     t>c  =  c 

und  die  Höhe  b  b  «=  /< ,  so  ist  offenbar : 

h  =  a  cos  (ah)  =  h  cos  (6A), 

und  da  die  beiden  Gegenkaut^n  ,a  b,  und    ^  cj  rechtwinklig  zu 
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einander  gerichtet  sind,  so  trifft  die  durch  |ab|  zu  |cb|  recht- 
winklig gelegte  Ebene  die  Kante  |cd|  in  demjenigen  Punkte  Cj^ 
welcher  der  gemeinsame  Kufspuukt  der  aus  a  und  b  auf  cbl 
herabgelassenen  Perpendikel  ist;  also  haben  wir: 

bC2  =  «  .  cos  (ac)  =  fc  .  cos  {hc), 

und  aus  diesen  beiden  Beziehungen  folgt: 

cos  {ah) .  cos  (6c)  =  cos  (bh) .  cos  (ca)  =  cos  (ch)  .  cos  (ah) , 

wo  aVc  die  drei  Kanten  eines  beliebigen  Dreikants  und  h 
seinen  Hohenstrahl  bedeutet.  — 

Das  dem  gleichseitigen  Kegel  dual  gegenüberstehende 
Gebilde,  nämlich  den  Kegel ,  welcher  unendlich  viele  Tripel 
von  je  drei  zu  einander  rechtwinkligen  Berühr uugsebenen 
besitzt  und  bei  dem  zwischen  den  Kegeloffaungen  in  den 
Hauptebenen  die  Bedingung  obwaltet: 

tg>  +  tg2d=l 

ausführlich  zu  untersuchen,  können  wir  uns  umsomehr  ersparen, 
als  dieser  Kegel  nur  der  reziproke  des  gleichseitigen  Kegels 
ist  d.  h.  von  den  sämtlichen  Ebenen  umhüllt  wird,  die  normal 
zu  den  Strahlen  des  gleichseitigen  Kegels  durch  den  Mittel- 
punkt desselben  gelegt  werden  können.  Eine  direkte  Unter- 
suchung dieses  Kegels  würde  als  zweckmässige  Übung  zu 
empfehlen  sein. 

§  14.    Das  einÜEtohe  Hyperboloid. 

Wir  wenden  uns  nun  zu  dem  Erzeugnis  zweier  projek- 
tivischen  Ebenenbüschel: 

llaßy  .  .  .  5  .  .  .]    und    lilcc^ßiy^  .  .  .  gj  .  .  .], 

deren  Axen  l  und  l^  beliebig  im  Räume  liegen,  ohne  sich 
zu  treffen.  Dieses  Erzeugnis  ist  identisch  mit  dem  Erzeugnis 
zweier  projekti vischen  geraden  Punktreihen,  deren  Träger  be- 
liebig im  Räume  liegen,  ohne  sich  zu  treffen;  denn,  wenn 
die  veränderliche  Ebene  ^j  des  Ebenenbüschels  l^  dem 
Träger  l  in  dem  Punkte  j:  begegnet,  und  wenn  die  veränder- 
liche Ebene  $  des  Ebenenbüschels  l  dem  Träger  2,  in  dem 
Punkte  jCi  begegnet,  so  ist  offenbar  die  Schnittlinie  |  üj 
identisch  mit  der  Verbindungslinie  |  XV\  h  ^^^^  ^^ 

j:  =  {lii)    und    Xi  ={hi)  ist. 
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80  liegt  X  iu  der  Ebene  i^  und  gleichzeitig  in  der  Ebene  £> 
weil  es  auf  l  liegt^  ebenso  liegt  >*]  in  der  Ebene  |  und  gleich- 
zeitig in  der  Ebene  gj^  weil  es  auf  l^  Hegt,  also  ist 

Das  Erzeugnis  zweier  projektivischen  Ebenen- 
büschel kann  also  gleichzeitig  als  Erzeugnis  zweier 
projektivischen  Punktreihen  aufgefafst  werden, 
deren  Träger  die  Axen  der  Ebenenbüschel  sind, 
die  sich  im  Räume  nicht  treffen  sollen. 

Die  sämtlichen  Schnittlinien  il^i  |  oder  Yerbindangs- 
linien  |  ^V|  |  nennen  wir  eine  Regelschar  und  jede  einzelne 
eine  Erzeugende  der  Regelschar  (generatrix).  Die  Ge- 
samtheit aller  Erzeugenden  bildet  eine  Oberfläche  zweiter 
Ordnung;  welche  wir  das  einfache  Hyperboloid  nennen, 
oder  kurzweg  Hyperboloid,  solange  nur  von  diesem  die  Bede 
ist.  Wir  erkennen  unmittelbar,  dafs  jede  Gerade  im  all- 
gemeinen nur  zwei  Punkte  der  Oberflache  enthalten  wird  (die 
Doppelpunkte  zweier  incidenten  projektivischen  Punktreihen, 
welche  die  gegebenen  Büschel  auf  ihr  ausschneiden),  dafe  jede 
Ebene  die  Oberfläche  im  allgemeinen  in  einem  Kegelschnitte 
schneiden  wird  (dem  Erzeugnis  zweier  projektivischen  Strahlen- 
büschel, welche  die  gegebeneu  Büschel  auf  der  Durchschnitts- 
ebene ausschneiden). 

Die  Erzeugenden  einer  Regelschar  bieten  als  besondere 
uns  bereits  bekannte  Fälle  dar  sowohl  die  sämtlichen  Strahlen 
eines  Kegels  ^wenn  die  Axen  der  projektivischen  Ebeuen- 
büschel  sich  treffen),  als  auch  die  sämtlichen  Tauigenten  eines 
Kegelschnitts  (wenn  die  Träger  der  projektivischen  Ponkt- 
reihen  in  einer  Ebene  liegen). 

Der  Zusammenhang  mit  dem  Kegel  tritt  noch  deatlicher 
hervor,  wenn  wir  die  beiden  erzeugenden  Büschel  mit  den 
Axen  /  und  1^  ohne  ihre  Stellung  im  Räume  zu  ändern,  (d.  h. 
parallel)  uns  so  verschoben  denken,  bis  ihre  Axen  /  /j  sich 
in  irgend  einem  Punkte  i^  treffen;  dann  erzeugen  sie  einen 
Kegel,  imd  die  Kegelstrahlen  sind  offen liar  (uirallel  den  Er- 
Beugenden  der  Kegelschar:  wir  erhalten  also  den  Satz: 

Zieht  man  durch  irgend  einen  Punkt  :^  im  Räume 
Parallele  zu  sämtlichen  Erzeugenden  einerRegel- 
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schar,  so  sind  dies  die  Strahlen  eines  Kegels 
zweiter  Ordnung. 

Eine  Haupteigensehaft  der  Erzeugenden  einer  ßegelschar 
besteht  darin,  dafs  keine  zwei  Erzeugende  derselben 
Regelschar  im  Räume  sich  treffen  können.  Denn 
wäre  dies  möglieb,  d.  h.  begegnete  die  Schnittlinie  |S|,|  der 
Schnittlinie  |  ijijt  K  so  müfsten  alle  vier  Ebenen  ^  Si  i}  171 
durch  denselben  Schnittpunkt  hindurchgehen^  also  müTsten  auch 
die  Schnittlinien  jgij  | »»  2  und  I  li  ^1 1  =  ^i  durch  diesen  Punkt 
gehen,  d.  h.  sich  treffen,  was  gegen  die  Voraussetzung  ist. 
(In  diesem  Falle  artet  das  einfache  Hyperboloid  in  einen 
Kegel  zweiter  Ordnung  aus;  alle  Erzeugenden  der  ersten 
Regelschar  gehen  in  die  Kegelstrahlen  über  und  diese  bilden 
zugleich  die  Erzeugenden  einer  zweiten  Regelschar;  beide 
Regelscharen  fallen  also  zusammen,  S.  90  und  102). 

Dagegen  mufs  der  Konstruktion  zufolge  die  Gerade  l  und 
ebenso  die  Gerade  2,  sämtlichen  Erzeugenden  |SSii  <ler  Regel- 
schar begegnen.  Zu  diesen  beiden  Geraden'  treten  nun  noch 
unendlich  viele  andere  von  gleicher  Beschaffenheit  hinzu. 
Denn  nehmen  wir  ii^end  drei  Paare  entsprechender  Ebenen 
der  gegebenen  projektivischen  Ebenenbüschel: 

und  legen  durch  die  Schnittlinie  \olol^\  eine  beliebige  Ebene  <r, 
welche  der  Schnittlinie  l/3/3i|  in  b,  der  Schnittlinie  \yyx\ 
in  c  begegnet;  während  zugleich  |bc|  mit  der  Schnittlinie  laaj 
.in  der  Ebene  a  den  Punkt  a  gemein  bat,  dann  haben  wir 
in  einer  Geraden  drei  Punkte: 

a,    b,    c 
in  solcher  Lage,  dafs 

Pa]  =  a,     P,a]  =  a, 

[2  c]  =  y,     P,  c]  =  yi 
werden. 

Diese  drei  Ebeneupaare  bestimmen  die  projektivische 
Beziehung  der  Büschel  vollständig  und  die  Gerade  jabcl  liegt 
mit  beiden  perspektivisch,  also  mufs  irgend  ein  Puukt  y  der 
Geraden  |abc|  mit  Z  und  \  verbunden  zwei  entsprechende 
Ebenen  Sli  in  beiden  Ebenenbüschehi  liefern,  oder  umgekehrt 
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.mufä  jede  Schnittlinie  |(,  der  Geraden   abc   in  einem  Punkte 
X  begegnen.     Wir  haben  also  den  Satz: 

Eine  Gerade,  welche  irgend  drei  Erzeagenden 
einer  Kegelschar  begegnet,  rnnfs  sämtliche  Erzeu- 
gende derselben  treffen. 

Verändern  wir  die  Ebene  tf,  welche  willkürlich  durch 
auy  gelegt  war,  so  erhalten  wir  unendlich  viele  solcher 
Geraden,  die  sämtlichen  Erzeagenden  der  Regelschar  beg^^eiL 
Diese  neuen  Geraden  bilden  selbst  eine  zweite  Regelschar; 
denn  bei  der  Bewegung  von  6  beschreiben  b  und  c  projek- 
tivische  Punktreihen,  weil  sie  in  demselben  Ebenenbüschel 
ja  IT,  [ö]  liegen;  die  Verbindungslinien  bcj  sind  also  das  Er- 
zeugnis zweier  projektivischen  Punktreihen,  deren  Trager 
ß ß^\  und  \yy^  sich  nicht  treffen,  also,  wie  wir  oben  ge- 
sehen haben,  identisch  mit  dem  Erzeugnis  zweier  projektivi- 
schen EbenenbQschel  d.  h.  einer  Regelschar.  Wir  haben  also 
folgendes  Ergebnis: 

Es  giebt  unendlich  viele  Gerade  1x9  deren  jede 
den  sämtlichen  Erzeugenden  g^  einer  Regelschar 
begegnet.  DieseGeraden  Z«  bilden  selbst  eine  zweite 
Kegolschar,  zu  welcher  insbesondere  auch  dieAxen 
{/,  der  beiden  erzeugenden  Ebenenbüschel  gehören. 
Während  keine  zwei  Erzeugenden  derselben  Regel- 
schar sich  treffen  können,  muls  jede  Erzeugende  der 
ersten  Regelschar  jede  der  zweiten  treffen.  Die  bei- 
den Uegelscharen  erfüllen  also  in  doppelter  Weise 
das  einfache  Hyperboloid  dergestalt,  dafs  durch  je- 
den Punkt  desselben  nur  eineErzeugende  der  ersten 
und  eine  Erzeugende  der  zweiten  Regelschar  geht 

Da  auf  den  beliebig  gewühlten  Trägem    ßß^    und  \yy^ 
die  Punkte  b  c,  in  welchen  die  Erzeugende  /,  =   bcj   ihnen 
begegnet,  projektivische  Punktreihen  durchlaufen,  (weil  beide 
in  demselben  von  ö  beschriebenen  Ebenenbüschel  liegen),  so 
erhalten  wir  folgenden  doppelten  Satz: 

Irgend  zwei  Erzeugendei      IrgendzweiErzeugende 
der  eiuenRegelschar  wer-  der  einen  Regelschar  mit 


den    von    sämtlichen   Er- 
zeugenden deraudernRe- 


sämtlichen  Erzeugenden 
der    anderen    Regelschar 


gelschar  allemal   in  zwei  durch  Ebenen  verbunden 
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projektivischen      Pankt-  sind     allemal    die    Axen 
reihen  getroffen.  zweier      projektivischen 

lEbenenbQschel. 

Hierdurch  verlieren  die  beiden  Axen  der  ursprünglich 
erzeugenden  projektivischen  EbenenbOschel  ihre  Eigentümlich- 
keit und  treten  ohne  Bevorzugung  in  die  Gesamtheit  aller 
übrigen  Erzeugenden  J,  der  einen  Regelschar  ein,  so  daTs 
dasselbe  einfache  Hyperboloid  auf  unendlich  viele  Arten  (in 
doppelter  Weise)  erzengt  werden  kann,  indem  man  irgend 
zwei  Erzeugende  der  einen  Schar  als  Axen  zweier  projek- 
tivischen Ebenenbüsehel  wählen  kann,  deren  entsprechende 
Ebenenpaare  sich  in  den  samtlichen  Erzeugenden  der  andern 
fi^elschar  schneiden. 

Wir  können  den  Zusammenhang  der  beiden  zusammen- 
gehörigen Begelscharen  auch  so  aussprechen: 

Ist  eine  Regelschar-  Ist  eine  Regelschar 
{2|22-*- gegeben,  und  legen  llil^..»  gegeben,  und  ver- 
wir  durch  I  eine  belie-- binden  wir  einen  belie- 
bige Ebene,  so  schneidetibigen  Punkt  auf  l  mit 
dieselbe  sämtliche  übri-  sämtlichen  Erzeugenden 
gen  Erzeugenden  l^l^  .  .  .ll^lj .  . .  durch  Ebenen,  so 
in  Punkten  einer  geraden:laufen  dieselben  durch 
Linie  g.  Durch  Yerände-  eine  und  dieselbeGerade 
rung  der  Ebene  erhalten'^.  DurchVeränderungdes 
wirsämtlicheErzeugende;Punktes  auf  l  erhalten 
g^  der  zugehörigen  Regel-  wir  sämtlicheErzeugende 
schar.  9«  der  zugehörigen  Regel- 

schar. 

Wir  müssen  diesen  Sätzen  noch  einen  dritten,  in  der 
Mitte  stehenden  oder  dieselben  verbindenden  Satz  hinzufügen: 

Wird  eine  beliebige  Erzeugende  l  einer  Regel- 
schar mit  sämtlichen  Erzeugenden  g^  der  anderen 
Regelschar  durch  Ebenen  verbunden,  so  erhält 
man  ein  Ebenenbüschel,  welches  projektivisch  ist 
mit  derjenigen  geraden  Punktreihe,  welche  auf 
dem  Träger  l  die  sämtlichen  Erzeugenden  g»  aus- 
schneiden; und  zwar  ist  jenes  Ebenenbüschel  mit 
dieser  Punktreihe  als  perspektivisch  liegend  an- 
zusehen. 
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Durch  irgend  drei  Gerade  im  Räume  llflif  ▼on  denen 
keine  zwei  in  einer  Ebene  liegen,  sind  die  beiden  znsammen- 
gehörigen  Regelschuren  also  das  ganze  einfache  Hyperboloid 
vollständig  und  eindeutig  bestimmt;  denn  man  braucht  nur 
zwei  von  den  gegebenen  Geraden  l  und  ^^  als  die  Axen 
zweier  Ebenenbüschel,  die  dritte  I2  als  den  Trager  einer 
Punktreihe  (vibc .  .  .  r  . .  .)  zu  wählen  und  die  beiden  Ebenen- 
büschel projektivisch  so  auf  einander  zu  beziehen;  dais  [Ix]  *=»S 
und  [{,  v]  =  Si  entsprechende  Ebenen  sind,  dann  durchläuft 
die  Schnittlinie  |  gg,  1  =:  (/^  die  ganze  erste  Regelschar.  Oder 
man  braucht  nur  eine  der  drei  gegebenen  Geraden  I,  ^'' 
die  Axe  eines  Ebenenbüschels  anzusehen,  dessen  veränder- 
liche Ebene  6  den  beiden  Geraden  l  und  I,  in  entsprechenden 
Puuten  X  und  v,  zweier  projektivischen  Punktreihen  begegnet, 
dann  beschreibt  die  Verbindungslinie  |rVi  :=  gx  die  ganze 
erste  Regelschar.  Wühlt  man  irgend  drei  Erzeugende  ggxSt 
dieser  ersten  Regelschar  und  fQhrt  mit  ihnen  dieselbe  Kon- 
struktion aus  wie  mit  den  gegebenen  drei  Geraden,  so  erhält 
man  die  sämtlichen  Erzeugenden  lg  der  zweiten  Regelschar, 
zu  welcher  auch  die  gegebenen  Geraden  1 1^  U  selbst  gehören. 

Wir  haben  also  das  Ergebnis: 

Durch  drei  beliebig  im  Räume  gewählte  Gerade 
//,/.,,  von  denen  keine  zwei  sich  begegnen,  ist  eine 
Regelschar  vollständig  und  eindeutig  bestimmt, 
indem  sie  aus  sämtlichen  Geraden  g^  besteht, 
welche  den  gegebenen  U^h  gleichzeitig  begegnen. 
Die  zugehörige  Regelschar  von  Erzeugenden  Ij^  er- 
hält man,  indem  man  irgend  drei  Erzeugende  ggig^ 
der  ersten  Regelschar  nimmt  und  sämtliche  Gerade 
lg  konstruiert,  die  gleichzeitig  gg^V'*  begegnen;  zu 
diesen  gehören  auch  HxU- 

Das  einfache  Hyperboloid  ist  also  durch  drei  Gerade, 
die  auf  ihm  liegen  sollen  und  von  denen  keine  zwei  in  einer 
Ebene  liegen,  vollständig  und  eindeutig  bestimmt;  Konstruk- 
tionen durch  andere  Bestimmungsstücke  werden  wir  spater 
kennen  lernen  (§  16). 

Aus  der  oben  dargelegten  projektivischen  Natur  der  beiden 
ungehörigen  Regelscharen  ergeWn  sich  durch  Umkeh- 
fblgende  mitunter  nützliche  Sätze: 
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Wenn  man  im  Baume  ir- 
gend drei  einander  nicht 
begegnende  Gerade  lil2h 
und  die  Begelschar  sämt- 
licher Geraden  gj.  hat; 
die  gleichzeitig  die  drei 
ersten  in  den  Punkten: 

treffen^  und  man  auf  der 
yeränderlichen  Geraden 
gx  zu  diesen  drei  Punk- 
ten einen  solchen  vier- 
ten Punkt  )>4;b  konstruiert; 
dafs  das  Doppelverhält- 
nis: 

bei  gegebenerZuordnung 
einen  gegebenen  konstan- 
ten Wert  behält;  so  ist 
der  Ort  aller  Punkte  pix 
eine  bestimmte  Gerade  l^, 
welche  der  Begelschar  {l^ 
angehört. 

Ist  insbesondere  der  Wert  des  konstanten  Doppelverhält- 
niflses  «»  —  1 ;  so  erhält  man  bei  bestimmter  Zuordnung  (die 
auf  drei  verschiedene  Arten  möglich  ist)  zu  den  drei  gege- 
benen Erzeugenden  ^i  ^2  ^3  ^^^^  besjbimmte  vierte  harmo- 
nische Erzeugende  l^  derselben  Begelschar;  vier  Erzeugende 
^1^2 ^^4  einer  Begelschar  heifsen  nämlich  harmonisch  ge- 
legen,  sobald  irgend  eine  Erzeugende  g^  der  andern  Begel- 
schar von  ihnen  in  vier  harmonischen  Punkten  getroffen 
wird;  durch  Veränderung  des  konstanten  Wertes  c  erhält 
man  amtliche  Erzeugende  l^.  dieser  Begelschar.  (Vergl.  Th. 
A  K.  S.  125.) 

Wir  haben  [gesehen;  dafs  drei  beliebige  Gerade  H,  l^y 
von  denen  keine  zwei  in  einer  Ebene  liegen;  von  unendlich 
vielen  Geraden  gx  gleichzeitig  getroffen  werden,  welche  eine 
Begelschar  \gg\  bilden.    Es  entsteht  jetzt  die  Frage:  Können 


Wenn  man  im  Baume  ir- 
gend drei  einander  nicht 
begegnende  Gerade  lil^l^ 
hat  und  die  ganze  Begel- 
schar der  Erzeugenden  gx, 
die  gleichzeitig  mit  den 
drei  ersten  in  je  einer 
Ebene: 

^Ixf      ^2xf      fax 

liegen  und  man  durch 
die  veränderliche  Erzeu- 
gende^fx  eine  vierteEbene 
Bix  konstruiert,  so  dal's 
das  Doppelverhältnis  der 
vier  Ebenen: 

[fix  fix  f  3*^4*]  =  c 

bei  gegebener  Zuordnung 
einen  gegebenen  konstan- 
ten Wert  behält;  so  lau- 
fen alle  Ebenen  Six  durch 
eine  feste  Gerade  l^,  wel- 
che der  Begelschar  \lx\ 
angehört. 
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vier  beliebig  im  Räume  gegebene  Gerade  llil^hf 
von  denen  keine  zwei  in  einer  Ebene  liegen,  gleich- 
zeitig von  einer  Geraden  g  getroffen  werden? 

Um  diese  Frage  zu  beantworten,  lassen  wir  auf  l^  einen 
veränderlichen  Punkt  1*2  sich  bewegen  und  legen  die  Ebenen: 

[Ix^]    und    [/jVj], 

welche  bei  der  Bewegung  von  Vj  zwei  projektivische  Ebenen- 
bflschel  /[Vj]  und  /j[v2]  beschreiben  werden,  weil  beide  mit 
der  Punktreihe  (r^)  perspektivisch  liegen.  Schneiden  nan  die 
veränderlichen  Ebenen  [Zv,]  und  [/jtj]  die  vierte  Gerade  Z, 
in  den  Punkten: 

Vj    und    ri, 

so  beschreiben  r,  und  ts  zwei  auf  einander  liegende  projek- 
tivische  Punktreihen,  welche  im  allgemeinen  zwei  Doppel- 
punkte haben,  die  die  Losung  der  Aufgabe  liefern;  denn  die 
beiden  Ebenen,  welche  durch  einen  dieser  Doppelpunkte  und 
die  Geraden  l  und  /,  gelegt  werden ,  schneiden  sich  in  einer 
Geraden,  die  offenbar  auch  K  begegnen  muis.     Also: 

Es  giebt  im  allgemeinen  zwei  Gerade,  welche 
gleichzeitig  vier  im  Räume  gegebenen  Geraden 
Z/j/j/j,  von  denen  keine  zwei  in  einer  Ebene  liegen, 
begegnen. 

Diese  l»eiden  Geraden  können  aber  auch  zusammenfallen 
oder  imaginär  sein,  je  nachdem  die  beiden  von  Tj  und  ts 
beschriebenen  auf  /,  liegenden  projektivischen  Punktreihen 
reelle,  zusammenfallende  oder  imaginäre  Doppelpunkte  haben. 

Die  Konstruktion  der  Geraden  ist  demnach  auf  ein  be* 
kanntes  fundamentales  Problem  zurückgeführt 

Es  kann  hierbei  der  besondere  Fall  eintreten,  dais  die 
beiden  von  ij  und  ti  beschriebenen  Punktreihen  identisch 
zusammenfallen y  also  die  Aufgabe  uuendUch  viele  Auflosongen 
hat.  Dies  mufs  stattünden^  wenn  die  l>eiden  projektivischen 
auf  einander  liegenden  Punktreihen  drei  Paare  entsprechender 
Punkte  zusammenfallend  hal>en,  d.  h.  wenn  es  drei  Gerade  g 
giebt,  welche  gleichzeitig  den  vier  gegebenen  /  /,  Ij  /,  be- 
Abo: 

I   es   drei    Gerade   giebt.    die    gleichzeitig 
lanae gegebenen  Geraden  //,  Li^  begegnen. 
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so  giebt  es  deren  unendlich  viele,  d.  h.  jede  Gerade, 
die  dreien  von  ihnen  begegnet,  muTs  auch  die  vierte 
treffen. 

Diese  Bedingung  für  die  vier  Geraden  2  2,  {3  {3  kommt 
mit  der  überein,  dafs  sie  einer  Regelschar  angehören,  welche 
schon  durch  drei  von  ihnen  bestimmt  wird.  Wir  sagen  von 
vier  Geraden,  die  derselben  Regels^har  angehören,  sie  haben 
hyperboloidische  Lage. 

Diese  Bedingung  ist  gleichwertig  mit  der,  dafs  drei 
Punkte  auf  einer  Geraden  liegen  oder  drei  Gerade  sich  in 
einem  Punkte  treffen  oder  drei  Ebenen  durch  eine  Gerade 
laufen  oder  vier  Ebenen  durch  einen  Punkt  gehen  oder  vier 
Punkte  in  einer  Ebene  liegen. 

Ein  Beispiel  für  eine  solche  Lage  von  vier  Geraden  bietet 
folgender  Satz: 

Die  vier  Hohen  eines  allgemeinen  Tetraeders 
haben  hyperboloidische  Lage,  d.  h.  gehören  einer 
Regelschar  an. 

In  der  That,  seien  abcb  die  vier  Ecken  eines  allgemeinen 
Tetraeders  und  bezeichnen  wir  die  vier  Seiteuflächen  des- 
selben durch: 

a  =  [bcb],    /J  =  [cba],    y  =  [bab],    *=[abc]. 

Die  auf  diesen  vier  Seitenflächen  errichteten  Normalen 
mögen  die  unendlich-entfernten  Punkte: 

^QO  f-fO  ^00  ^00 

öj,        bj,        c^,        Dj 

haben,  dann  schneiden  sich  nach  einem  früher  bewiesenen 
Satze  (S.  80)  in  dem  Dreikant,  welches  zur  Ecke  a  und  zu 
Kanten  |ab|,  |ac|,  |ab|  hat,  die  drei  durch  die  Kanten  zu  den 
gegenüberliegenden  Flächen  gelegten  Normalebenen  in  einem 
Strahle  (Höhenstrahl  des  Dreikants),  d.  h.  die  drei  Ebenen: 

[abbri,    [»ccri,    [abbri 

schneiden  sich  in  einer  Geraden,  welche,  da  sie  durch  a  geht, 
die  Gerade  aa*  triffib  (in  a).    Nun  sind  aber  die  vier  Geraden: 

iciari,    ibbri,    icci,    ibbri 

nichts  anderes  als  die  Höhen  des  Tetraeders  d.  h.  die  aus 
den  vier  Ecken  auf  die  gegenüberliegenden  Seitenflächen  des 
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Tetraeders  herabgelassenen  Perpendikel;  folglich  werden  alle 
vier  Höhen  von  dem  vorigen  Strahle  getroffen,  in  gleicher 
Weise  aber  auch  von  dem  Hohenstrahle  des  Dreikants  b|  acb ', 
ebenso  des  Dreikants  c  b  b  a  |  und  endlich  auch  des  Dreikants 
^  I  ab  c  I .  Wir  haben  also  nicht  blofs  drei,  sondern  vier  Strahlen 
kennen  gelernt  von  der  Eigenschaft,  dafs  jeder  allen  vier 
Hohen  des  Tetraeders  gleichzeitig  begegnet;  folglich  haben 
dieselben  hyperboloidische  Lage,  w.  z.  b.  w. 

Wir  bemerken  noch,  dafs,  sobald  sich  zwei  Höhen  aa|^ 
und  b  b^  treffen  oder  in  einer  Ebene  liegen,  auf  dieser  Ebene 
sowohl  die  Tetraederiläche  a  als  auch  die  Tetraederfläche  ß 
rechtwinklig  stehen  muls,  folglich  auch  ihre  Schnittlinie 
\cc  ß  <»  I  c  D  und  da  die  Tetraederkante  |  c  b  |  anf  der  Ebene 
[vtba^b*],  rechtwinklig  steht,  so  müssen  die  Gegenkanten  ab 
und  |cb{  des  Tetraeders  rechtwinklig  zu  einander  gerichtet 
sein;  umgekehrt  müssen,  weil  die  Gegenkanten  |cb|  und  ab| 
rechtwinklig  zu  einander  gerichtet  sind,  auch  die  beiden 
andern  Hohen  cc^^jUnd  ^d]°  in  einer  Ebene  liegen  d.  h.  sich 
treffen.     Wir  haben  also  den  Satz: 

Wenn  zwei  Höhen  eines  Tetraeders  sich  treffen, 
so  müssen  auch  die  beiden  andern  Höhen  desselben 
sich  treffen,  und  die  Bedingung  hiefür  ist,  dafs  ein 
Paar  Gegenkanten  des  Tetraeders  rechtwinklig  zu 
einander  gerichtet  sei. 

Ist  endlich  noch  ein  zweites  Paar  Gegenkanten  recht- 
winklig zu  einander  gerichtet,  so  müssen  alle  vier  Hohen 
sich  in  einem  Punkte  treffen,  al$o  auch  das  dritte  Paar  Gegen- 
kanten rechtwinklig  sein,  und  wir  haben  das  besondere  Te- 
traoder, welches  auf  Seite  84  bis  8G  betrachtet  ist. 

§  15.  Mittelpunkt  und  Asymptotenkegel  des  Hsrperboloids. 

Wir  können  die  Erzeugenden  der  beiden  Regelscharen 
auf  dem  Hyperboloid  einander  (»aarweise  zuordnen,  indem  wir 
zu  jeder  Erzeugenden  /,  der  einen  Kegelschar  die  einzige 
bestimmte  Erzeugende  y,.  welche  mit  ihr  parallel  ist,  zu- 
ordnen. Sind  /  und  I^  die  Axen  der  beiden  projekti vischen 
Ebenenbflschel«  welche  das  Hyin^rboloid  erzeugen  und  /,  eine 
Eiieiigendc  deijenigen  Kegelschar,  welcher  /  und  l. 
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{mgehoren ;  legen  wir  sodann  durch  l  eine  Ebene  parallel  zu 
Ijg  (d.  h.  durch  den  unendlich-entfernten  Punkt  von  Ix)  und 
ebenfalls  durch  l^  eine  Ebene  parallel  zu  l^,  so  schneiden 
sich  dieselben  in  einer  Geraden  g^y  welche  offenbar  parallel 
mit  h  ist  und  der  zweiten  R^gelschar  angehört. 

Nehmen  wir  irgend  drei  solcher  Paare  paralleler  Erzeu- 
genden aus  den  beiden  Regelscbaren  heraus: 

l  und  g,    Z]  und  g^,    Jj  ^^^  92^ 
so    haben    dieselben   aufser    den    drei    unendlich- entfernten 
Schnittpunkten ;  da  jede  Ix  jede  gx  treffen  muls,  noch  sechs 
andere  Schnittpunkte  gemein,  nämlich: 

(i^i);  {^2),         {h92), 

(Ji9)p        {h9)f        ih9i)' 
Diese  sechs  Punkte  haben  eine  eigentümliche  Lage  zu 
einander.    Die  drei  Ebenen: 

Ul92]>  U'29l]^  M 

schneiden  sich  nämlich  in  einem  unendlich  entfernten  Punkte, 
weil  die  beiden  Ebenen  [{1^2]  ^^^  [^2^1]  einander  parallel 
laufen  (denn  l^  und  g^  sind  parallel  ^  ebenso  Zj  ^^^  92)9  ^^^ 
die  Schnittlinie  |[{i^2]'  [^2^1]  I  dieser  beiden  Ebenen  ist 
identisch  mit  der  Verbindungslinie  der  beiden  unendlich-ent- 
fernten Punkte  (Zj^'i)  und  (l^g*^,  weil  sowohl  der  eine  als 
auch  der  andere  dieser  beiden  Punkte  gleichzeitig  in  den 
Ebenen  P,^,]  ^^^  \}29\\  ^^^gt. 

Da  also  die  Ebenen  [{1^2]  ^^^  [^2^1]  parallel  laufen, 
d.  h.  ihre  Schnittlinie  im  Unendlichen  liegt;  so  trifft  die 
Ebene  \lg]  sie  in  einem  unendlich  entfernten  Punkte,  in 
welchem  sich  alle  drei  Ebenen,  also  auch  die  Schnittlinien 
je  zweier  treffen;  also 

die  Schnittlinie  der  Ebenen  [Z^f]     und     Pi5'2l 

ff  79  }f        ??         riS'j]     v      [h9\l 

laufen  einander  parallel,  d.  h.  alle  drei  nach  demselben  un- 
endlich-entfernten Punkte. 

Nun  ist  unmittelbar  ersichtlich,  dafs  die  Schnittlinie 
der  Ebenen  [lg]  und  [lig^]  identisch  ist  mit  der  Verbin- 
dungslinie der  Punkte  (Z^j)  "^^  Cifl^)»  ebenso  die  Schnittlinie 
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der  Ebenen  [lg]  und  7»^i]  identisch  ist  mit  der  Verbindongs- 
linie  der  Punkte  i/^,'i  und  {/^p  •  endlich  die  Schnittlinie  der 
Ebenen  [lig^l  und  [Z^^,]  identisch  ist  mit  der  Yerbindongs- 
linie  der  Punkte  (/,<^,)  und  ^Lff^K  ^  ^^^  diese  letxten 
beiden  Punkte  unendlich-entfernt  sind^  also  ihre  Verbindungs- 
linie ganz  im  Unendlichen  liegt^  so  müssen  die  beiden  Ver- 
bindungslinien : 

.  ('^r'  {hff^       und       v'^i)  '^5^) 
parallel  sein;  diese  Tier  Punkte: 

'^^?\-    (Ji9'^    '7^i\    ihP) 
liegen  aber  auf  den  beiden  parallelen  Geraden  7  und  g  und 
aufserdem  auf  den  vorigen    beiden    parallelen  Geraden;  sie 
sind  also  die  Ecken  eines  Parallelogramms .  dessen  Diagonalen 

<  fff\)  yh P^      und      OPi^  yh9) 
sich  halbieren  in  ihrem  Treffpunkte.    Dieser  Punkt  ÜR ,  durch 
welchen,  wie  offenbar  ist^  auch  die  Verbindungslinie: 

halbiert  wird,  soll  der  Mittelpunkt  des  Hrperboloids  ge- 
nannt werden. 

Durch  den  Mittelpunkt  des  Hy}>erboloids  gehen,  wie  wir 
hieraus  erkennen,  sämtliche  Ebenen 

welche  jo  zwei  parallele  Erzeugende  aus  beiden  Regelscharen 
verbinden,  uiul  dun?k  diesen  Mittelpunkt  werden  samtliche 
Verbindungslinien : 

halbiert,  wo  gj,  und  gih  irgend  zwei  Paare  paralleler  Er- 
zeugender biHleuton.  Pa  nun  durch  jeden  Punkt  des  Hvper- 
boloids,  wie  wir  wissen,  eine  bestimmte  Erzeugende  gt  und 
eine  bestinnute  Erzeugende  /»  aus  den  l>eiden  Regelscharen) 
glühen  iiiuls.  ho  können  wir  auch  sagen,  dafs  alle  Strahlen, 
welche  durrli  «Ion  Punkt  O.V  gelegt  werden  und  das  Hyper- 
l>oloid  in  reellon  Puiiktepaaren  treffen,  die  Mitte  zwischen 
denselben  in  'IV  haben,  wothirch  der  Name  „Mittelpunkt  des 
Ih perboloidü"  gerechtfertigt  winl. 

Wenn  wir  durch  den  Mittelpunkt  ü^  des  Hyperl>oloids 
rmallf*"  aiaktll  tu  wUnilichen  Paaren  (<7.,  /.)  paralleler  Er- 
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zeugenden  d.  h.  za  den  Erzeugenden  der  einen  oder  der 
andern  Regelschar  ^  so  erhalten  wir  (S.  88)  die  sämtlichen 
Strahlen  eines  Kegels  zweiter  Ordnung,  welcher  dieselben 
unendlich-entfernten  Punkte  hat^  wie  das  Hyperboloid.  Dieser 
Kegel  heifst  der  Äsymptotenkegel  des  Hyperboloids;  er 
wird  gebildet  Ton  den  Strahlen ,  welche  aus  dem  Mittelpunkt 
Wt  nach  den  sämtlichen  reellen  unendlich  -  entfernten  Punkten 
des  Hyperboloids  hingehen ;  diese  liegen  in  der  unendlich-ent- 
fernten Ebene  £«,  auf.  einem  gewissen  Kegelschnitt^  vermittelst 
dessen  wir  imstande  sind,  die  Natur  der  Durchschnittskurye 
einer  jeden  Ebene  mit  dem  Hyperboloid  zu  beurteilen. 

Denn  irgend  eine  Transversalebene  s  schneidet  das  Hyper- 
boloid in  einem  Kegelschnitt  h^^^  und  den  Asymptotenkegel 
in  einem  Kegelschnitt  ¥^\  die  unendlich-entfernte  Ebene  €« 
aber  in  einer  Geraden  Z«;  und  da  Hyperboloid  und  Asymptoten- 
kegel dieselben  unendlich-entfernten  Punkte  haben  in  £»;  so 
müssen  %('>  und  B^^  dieselben  zwei  unendlich -entfernten 
Punkte  auf  l»  haben,  welche  entweder  reell,  zusammenfallend 
oder  imaginär  sein  können,  oder,  um  den  reellen  und  imagi- 
nären Fall  zu  vereinigen,  können  wir  sagen :  Die  Punktin vo- 
Intion,  welche  der  Kegelschnitt  &<*>  auf  l»  induciert  (Th.  d. 
K.  S.  140),  ist  identisch  mit  derjenigen,  welche  der  Geraden 
7x  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  ¥^^  zugehört.  Diese  Punkt- 
involution auf  Zoo,  je  nachdem  sie  hyperbolisch,  parabolisch 
oder  elliptisch  ist,  entscheidet  aber  darüber,  ob  der  Kegel- 
schnitt t^*)  Hyperbel,  Parabel  oder  Ellipse  ist,  und  zwei  Kegel- 
schnitte in  einer  Ebene>  welche  dieselbe  Punktinvolution  auf 
2»  haben,  heifsen  bekanntlich  ähnlich ;  wir  können  also  sagen : 

Eine  beliebige  Transversalebene  schneidet  ein 
einfaches  Hyperboloid  und  seinen  Asymptotenkegel 
allemal  in  ähnlichen  Kegelschnitten. 

Wir  haben  früher  beim  Kegel  die  Stellungen  derjeni- 
gen Ebenen  charakterisiert,  welche  Hyperbeln,  Parabeln  oder 
Ellipsen  aus  ihm  ausschneiden,  indem  wir  zuerst  alle  Ebenen 
durch  den  Mittelpunkt  des  Kegels  legten  und  sie  als  hyper- 
bolische, parabolische  oder  elliptische  bezeichneten,  je  nachdem 
sie  den  Kegel  in  einem  reellen  Linienpaare,  in  einem  zusammen- 
fallenden Linienpaare  (Berührungsebenen)  oder  in  einem  ima- 
ginären Linienpaare  (welches  als  einzigen  reellen  Punkt  den 
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Kegelmittelpuiikt  hat)  schnitten,  sodann  aber  alle  übrigen 
Ebenen  im  Räume  als  mit  einer  dieser  Ebenen  parallel  aaf- 
faisten.     Hiernach  können  wir  sagen: 

Eine  beliebige  Transversalebene  schneidet  das 
Hyperboloid  in  einer  Hyperbel,  Parabel  oder  El- 
lipse, je  nachdem  sie  einer  hyperbolischen,  einer 
parabolischen  (Berührungsebene)  oder  einer  ellip- 
tischen Ebene,  durch  den  Mittelpunkt  des  Asym- 
ptotenkegels gelegt,  parallel  ist. 

Um  die  Grenze  zu  ermitteln  zwischen  den  beiden  Ge- 
bieten für  die  Stellung  einer  elliptischen  und  einer  hyper- 
bolischen Ebene,  bemerken  wir,  dafs  eine  Ebene 

welche  durch  zwei  parallele  Erzeugende  aus  je  einer  d«r 
beiden  Kegelscharen  gelegt  werden  kann,  und  welche  den 
einen  Strahl  des  Asymptotenkegels,  der  durch  den  Mittel- 
punkt "l^i  zu  beiden  parallel  läuft,  enthält,  keinen  andern 
Strahl  des  Asymptotenkegels  weiter  enthalten  kann;  denn 
enthielte  dieselbe  Ebene  noch  einen  zweiten  Strahl  des  Asym- 
ptotenkegels,  so  müfste  derselbe  den  Erzeugenden  Ugt  be- 
gegnen, also  die  beiden  Schnittpunkte  müisten  dem  Hyper- 
boloid angehören  und  aulserdem  auch  sein  unendlich-entfernter 
Tunkt,  d.  h.  drei  Punkte;  dieser  Strahl  des  Asymptotenkegeb 
niQlste  also  gleichzeitig  eine  firzeugende  sein,  d.  h.  gt  und  /< 
müisten  zusammenfallen,  was  gegen  die  Annahme  ist. 

Da  es  in  der  Ebene  [5;,/,]  also  nur  einen  einzigen  Kegel- 
strakl  des  Asymptotenkegels  giebt  ^welcher  zwischen  beiden 
l^^rallelen  gleich  weit  Ton  ihnen  absteht '^.  so  mala  die  Ebene 
[y,^;  eine  Berühruugsebone  des  Asymptotenkegels 
sein :  jede  mit  ihr  [parallele  EWne  schneidet  den  Asymptoten- 
ke^l,  toUrlich  auch  das  HyperlH>Ioid  in  einer  Parabel.  Wir 
hjkben  daher  folgendes  Resultat: 

Diejenigen  Ebenen,  welche  parallel  laufen  mit 
einer  beliebigen  Ebene  i.7,\  welche  iwei  parallele 
Krieug^nde  aus  je  einer  der  beiden  RegeUcharen 
Terbindet,  schneiden  das  Hjperloloid  in  Parabeln, 
alle  ibrigen  in  Hyperbeln  oder  Ellipsen. 

vir  itb^oaden?  die  drei   HaaptebeacB  de« 
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Asjmptotenkegelsy  von  denen  zwei  den  Kegel  in  reellen 
Linienpaaren  schneiden  ^  die  dritte  in  einem  imaginären 
Linienpaar I  d.  h.  weiter  keinen  Punkt,  als  den  Mittelpunkt 
des  Kegels  mit  diesem  gemein  hat^  so  folgt^  dafs  von  diesen 
drei  zu  einander  rechtwinkligen  £benen  zwei  das  Hyperboloid 
in  Hyperbeln  y  die  dritte  in  einer  Ellipse  schneiden  mufs. 
Dafs  letztere  reell  vorhanden  ist,  geht  daraus  hervor^  dafs 
überhaupt  jede  Ebene  das  Hyperboloid  in  einem  reellen 
Kegelschnitt  schneiden  mufs^  weil  sie  jeder  Erzeugenden 
einer  Regelschar  in  einem  reellen  Punkte  begegnet.  Wir 
nennen  die  drei  Hauptebenen  des  Asymptotenkegels  zugleich 
Hauptebenen  des  Hyperboloids.  Da  der  Mittelpunkt  ^ 
des  Hyperboloids  zugleich  Mittelpunkt  jedes  Kegelschnitts 
sein  mufs,  den  irgend  eine  durch  ihn  gelegte  Ebene  aus  dem 
Hyperboloid  ausschneidet^  so  ist  er  auch  gemeinsamer  Mittel- 
punkt für  die  drei  Kegelschnitte  in  den  Hauptebenen  des 
Hyperboloids.  Jede  Ebene  £,  die  durch  den  Mittelpunkt  ^ 
des  Asymptotenkegels  gelegt  wird,  enthält  in  dem  Polarbündel, 
dessen  Kemkegel  der  Asymptotenkegel  ist,  eine  Strahlen- 
involution  durch  3)2;  diese  liegt  mit  der  Punktinvolution  auf 
der  unendlich -entfernten  Geraden  dieser  Ebene  s  perspekti- 
visch, die  ihr  zugehört  in  Bezug  auf  den  in  f«>  liegen- 
den Kegelschnitt,  welcher  dem  Asymptotenkegel  und  dem 
Hyperboloid  gemeinschaftlich  ist.  Da  nun  3R  der  Mittel- 
punkt des  Kegelschnitts  ist,  den  die  Ebene  €  aus  dem  Hyper- 
boloid ausschneidet,  so  ist  jene  Strahleninvolution  das  System 
der  konjugierten  Durchmesser  für  den  Durchschnittskegel- 
schnitt. Es  sind  daher  die  in  jeder  Hauptebene  des  Asym- 
ptotenkegels liegenden  beiden  Hauptaxen  desselben  zugleich 
die  Hauptaxen  desjenigen  Kegelschnitts,  welchen  diese  Haupt- 
ebene aus  dem  Hyperboloid  ausschneidet.  Wir  nennen  daher 
die  drei  Hauptaxen  des  Asymptotenkegels  zugleich  die  drei 
Hauptaxen  des  Hyperboloids  und  erkennen,  dafs  zwei 
derselben  (diejenigen  der  Hauptellipse)  dem  Hyperboloid  in 
reeUen  Punktepaaren  begegnen ,  die  dritte  nicht.  Diese  wollen 
wir  zur  Fixierung  der  BegriflFe  die  a-Axe,  von  den  beiden 
andern  die  kleinere  die  6-Axe ,  die  gröfsere  die  c-Axe  nennen, 
80  dafe  also  26  und  2  c  die  Hauptaxen  der  reellen  Ellipse  in 
der  einen  Hauptebene  [6  c]  und  zugleich  die  reellen  Zwerg- 
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axen  der  beiden  Hyperbeln  in  den  beiden  andern  Hauptebeuen 
([6  a]  und  [cd])  des  Hyperboloids  sind. 

Denken  wir  uns  den  Asymptot^nkegel  und  die  ellipti- 
sche Hauptaxe  (a-Axe)  desselben^  welche  in  das  Innere 
des  Kegels  hineinfallt;  die  auf  ihr  rechtwinklige  Hauptebene 
([&c]-Ebene)  und  in  derselben  die  Hauptellipse  des  Hyperboloids 
ermittelt;  so  ergiebt  sich  folgende  Konstruktion  des  ganzen  Hy- 
perboloids; die  zugleich  eine  anschauIicheVorstellung  von  dieser 
Oberfläche  vermittelt:  Wir  ziehen  durch  den  Mittelpunkt  9H 
des  Asymptotenkegels  und  zugleich  der  Hauptellipse  Durch- 
messer der  letzteren,  die  in  dem  Punktepaar  pp'  ihr  begegnen; 
durch  den  Strahl  |p))';  gehen  zwei  reelle  Berührungsebenen 
an  den  Asymptotenkegel ;  welche  längs  zweier  Strahlen  t  und 
ti  den  Kegel  berühren ;  ziehen  wir  nun  durch  p  zwei  Parallele 

zu  t  und  t^y  die 

l    und    (/j 

heifsen  mögen  und  auch  durch  ))'  zwei  Parallele  zu  t  und  ti,  die 

g    und     l^ 

heilsen  mögen ,  so  gehören  l  und  l^  der  einen ;  y  und  ff^  der 
andern  Regelschar  an  und  durchlaufen  beide  Regelscharen 
mit  der  Veränderung  des  Durchmessers  )}p'  der  Hauptellipse. 
Wir  können  auch  so  konstruieren,  dafs  wir  um  die  a-Axe 
eine  veränderliche  Ebene  drehen,  welche  den  Asymptotenkegel 
in  dem  Strahlenpaare  tt^  schneidet  und  die  Hauptellipse  in 
einem  Durchmesser;  dessen  konjugierter  Durchmesser  die  End-' 
punkte  )}  und  )}'  habe,  dann  sind  die  durch  p  und  p'  zu  t 
und  /,  gezogenen  Parallelen  die  vorigen  Strahlen  i/7, ,  gj^. 

Wir  sehen  hieraus;  wie  sich  jeder  einzelne  Kegelstrahl 
gewissermarsen  in  zwei  Strahlen  spaltet ,  die  auf  dem  Uypcr- 
lioloid  verlaufen:  der  Kegelstrahl  t  iu  I  und  g,  der  Kegel- 
strahl t^  in  r/f  und  /, ;  uud  wir  erkennen  einen  gewissen  Über- 
gang von  der  einfachen  Schar  der  Kegelstrdhlen  zu  der 
doppelten  Regelschar  der  Erzeugenden. 

Wenn  wir  um  die  elliptische  ci-Axe  des  Asymptotenkegels 
eine  Ebene  i  drehen,  so  schneidet  diesell>e.  wie  wir  wissen, 
den  Kegel  allemal  in  einem  Linieupaar,  dessen  Winkel 
halhieit  werden  durch  die  a-Axe  und   die  Schnittlinie  der 

[icJ^JSbene.  Diese  beiden  rechtwinkligen  Gen- 
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den  sind  die  Hauptaxen,  das  Linienpaar  die  Asymptoten  der- 
jenigen Hyperbel,  welche  die  Ebene  s  aus  dem  Hyperboloid 
ausschneidet.  Ziehen  wir  durch  irgend  einen  Punkt  ))  der 
a-Äxe  eine  zu  ihr  rechtwinklige  Gerade  in  der  Ebene  6,  so 
schneidet  dieselbe  bekanntlich  die  Asymptoten  der  Hyperbel 
in  einem  Punktepaar  und  die  Hyperbel  in  einem  zweiten 
Punktepaar,  welche  so  liegen,  da(s  sie  denselben  Mittelpunkt 
p  haben.  Bieraus  folgt  durch  Drehung  der  Ebene  e  um  die 
a*Axe,  dafs  die  durch  p  parallel  zur  [&c]-Ebene  gelegte  Ebene 
aus  dem  Hyperboloid  eine  Ellipse  ausschneidet,  deren  Mittel- 
punkt )f  ist  und  zusammenfallt  mit  dem  Mittelpunkt  der- 
jenigen ElUpse,  welche  dieselbe  aus  dem  Asymptotenkegel 
ausschneidet;  beide  Ellipsen  haben  daher,  da  sie  ähnlich  sind, 
dasselbe  System  konjugierter  Durchmesser,  also  auch  die- 
selben Azen  der  Richtung  (nicht  der  Grofse)  nach. 

Die  beiden  Hyperbeln  in  der  [ab]-  und  [ac]-Hauptebene  des 
Hyperboloids  enthalten  somit  die  Scheitel  einer  Teränderlichen 
Ellipse,  deren  Ebene  parallel  bleibt  der  [&c]-Ebene.  Diese 
beiden  Hyperbeln  sind  durch  ihre  Asymptoten,  d.  h.  die 
Strahlenpaare,  welche  ihre  Ebenen  aus  dem  Asymptotenkegel 
ausschneiden,  und  durch  die  Zwergaxen  2b  und  2c  vollständig 
bestimmt;  sie  haben  dieselbe  imaginäre  Axe,  deren  Länge 
bekanntlich  yertreten  wird  durch  das  zwischen  den  Asym- 
ptoten abgeschnittene  Stück  der  Scheiteltangente  einer  Hyperbel; 
nennen  wir  dieses  2a,  so  sind  die  beiden  Kegelöfhungen  des 
Asyn^ptotenkegels  in  den  Hauptebenen: 

in  der  [a6]-Ebene:         ctg^=y, 

in  der  [a  c]-Ebene :  cig  9?  =  ~ , 

und  wir  können  folgende  Konstruktion  des  Hyperboloids  an- 
geben, die  ein  deutliches  Bild  dieser  Fläche  liefert: 

Es  werden  drei  zu  einander  rechtwinklige  Ton  dem  Punkte 
^  ausgehende  Strahlen  als  die  Hauptaxen  des  Hyperboloids 
(a-,  b-y  c-Axe)  angenommen,  die  sie  paarweise  verbindenden 
Ebenen  ab  Hauptebenen  ([ab]-,  [ac]-,  [6c]-Ebene).  Auf  die 
c-Aze  wird  von  ^  aus  nach  entgegengesetzten  Seiten  hin  eine 
g^ebene  Länge  -f-  c  und  —  c  abgetragen,  wodurch  man  die 
Punkte  €  und  c'  erhält;  auf  die  b-Axe  in  gleicher  Weise  eine 
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gegebene  Länge  -}-  ^  ^^^  —  ^  von  ^l  aus  abgetragen,  liefert 
die  Endpunkte  b  und  V.  Dann  errichtet  man  in  diesen  vier 
Endpunkten  cc'bb'  Perpendikel  auf  der  [&c]-Ebene  und  tragt 
auf  ihnen  nach  entgegengesetzten  Seiten  hin  ein  drittes  Stfick 
-f-  a  und  —  a  von  diesen  vier  Punkten  aus  ab;  die  Endpunkte 
der  abgetragenen  Stücke  pa^irweise  verbunden  liefern  in  jeder 
der  beiden  Ebenen,  der  [ab]-  und  [acj-Ebene,  zwei  Strahlen- 
paare SS  und  tt\  die  sich  in  3)1  durchkreuzen.  Jetzt  kon- 
struiere man  in  der  [a2)]-Ebene  die  Hyperbel ,  welche  ss'  zu 
Asymptoten  und  W  zu  Scheiteln  hat,  wodurch  sie  voll- 
ständig bestimmt  wird;  sie  heifse: 

in  der  [ac]-Ebene  konstruiere  man  die  Hyperbel ,  welche  t( 
zu  Asymptoten  und  cc'  zu  Scheiteln  hat,  sie  heilse: 

bewegt  man  eine  Ebene  parallel  zur  [&c]-Ebene,  so  wird  die- 
selbe von  den  beiden  Hyperbeln  in  vier  Punkten  darchbohrt, 
welche  man  zu  den  Scheiteln  einer  veränderlichen  Ellipse 
machen  kann,  die  dadurch  allemal  bestimmt  wird.  Diese  Ellipse 
liefert  nach  und  nach  das  ganze  Hyperboloid.  Offenbar  ist  die 
kleinste  von  allen  Ellipsen  diejenige,  welche  zu  Scheiteln  die 
Punkte  bb'  und  cc'  hat;  und  die  in  der  [&c]-Ebene  selbst  liegt: 

Die  Ellipse  erweitert  sich  bis  zum  unendlich  enfemten  Kegel- 
schnitt, sobald  die  bewegte  Ebene  ganz  in  die  Unendlich- 
keit geht. 

Ähnliche  Konstruktionen  lielsen  sich  mit  Hilfe  der 
andern  beiden  Hauptebenen  ableiten;  doch  würden  dieselben 
nicht  ganz  so  einfach  werden.  Es  genüge,  dafs  uns  die  an- 
gegebene ein  deutliches  Bild  der  Fläche  liefert  und  zugleich 
die  dreifache  Symmetrie  in  Bezug  auf  jede  der  drei  Haupt- 
ebenen erkennen  läfst,  während  die  viel  einfachere  lineare 
Konstruktion  vermittelst  der  beiden  R^elscharen  nicht  so 
leicht  zu  einem  anschaulichen  Bilde  von  der  Gestalt  der 
Fliehe  f&hrt 

Wir  bemerken  noch,  dafs  die  beiden  Kreisebenen 
Hytotenkegela  und  die  mit  ihnen  jiarallelen  Ebenen 
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notwendig  auch  aus  dem  Hyperboloid  Kreise  ausschneiden; 
wir  erhalten  daher  auf  dem  Hyperboloid  zwei  Scharen  von 
parallelen  Ejreisen,  auf  die  wir  später  noch  zurückkommen 
werden. 


§  16.    Einige  lineare  Konstruktionen  des  Hyperboloids. 

1)  Wir  haben  gesehen,  dafs  durch  drei  beliebig  im 
Baume  gegebene  Gerade  11^  I2,  von  denen  keine  zwei  sich 
tre£Pen  y  das  Hyperboloid  vollständig  bestimmt  ist.  Indem  wir 
um  eine  derselben  (Q  eine  Ebene  drehen  und  ihre  Schnitt- 
punkte iß^  ^2  ^t  ^^^  beiden  andern  Geraden  l^  l^  verfolgen, 
erhalten  wir: 

die  ganze  Regelschar  \gx\f  und  aus  irgend  drei  Erzeugenden 
dieser  Regelschar  erhalten  wir  in  gleicher  Weise  die  andere 
Regelschar  |{r^  zu  der  die  drei  ursprünglich  gegebenen  Ge- 
raden gehören.' 

2)  Wenn  aber  nur  zwei  sich  nicht  schneidende  Gerade 
I  und  2|  und  zwei  andere  sich  nicht  schneidende  Gerade  g 
und  Qy^  gegeben  sind,  von  denen  jede  den  beiden  ersten 
begegnet,  die  also  ein  windschiefes  Yierseit  im  Räume  bilden, 
so  kann  man  noch  einen  Punkt  )f  willkürlich  im  Räume  an- 
nehmen und  verlangen,  dafs  ein  Hyperboloid  durch  diese 
Elemente  gelegt  werde.  Dasselbe  ist  hierdurch  vollsiSndig 
und  eindeutig  bestimmt  und  kann  so  konstruiert  werden  : 

Man  wähle  l  und  2,  zu  Axen  zweier  Ebenenbüschel  und 
lege  durch  jede  derselben  die  drei  Ebenen,  welche  (/,  g^ 
und  )p  enthalten;  fafst  man  die  drei  Ebenenpaare  als  ent- 
sprechende auf,  so  ist  die  projektivische  Beziehung  der 
beiden  Ebenenbüschel  dadurch  gerade  bestimmt  und  ihr 
Erzeugnis  das  gesuchte  Hyperboloid. 

3)  Giebt  man  zwei  Erzeugende  l  und  \  der  einen  Regel- 
schar, eine  Erzeugende  g  der  andern,  welche  l  und  ?,  trifft, 
und  noch  zwei  beliebige  Punkte  )f  und  ))|  im  Räume,  so  ist 
das  dmxh  sie  gehende  Hyperboloid  vollständig  bestimmt  und 
wird  so  konstruiert: 

Man  lege  durch  {  und  l^  als  Axen  zweier  Ebenenbüschel 
ixÄ  Ebenenpaare,  welche  durch  g,)f  und  )}]  gehen  und 
^)eiiraclite  diese  als  entsprechend  für  die  projektivische  Be- 
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ziehuug  der  beiden  Büschel;  diese  wird  dadurch  gerade 
bestimmt  und  die  beiden  projektivischen  Ebenenbüschel  I 
und  /,  erzeugen  das  gesuchte  Hyperboloid. 

4)  Man  giebt  zwei  Erzeugende  l  und  2,  derselben  Regel- 
schar und  aufserdem  drei  beliebige  Punkte  )) ))(  f),  ^  Kaome, 
dann  ist  das  durch  dieselben  zu  legende  Hyperboloid  toU- 
ständig  bestimmt  und  wird  so  konstruiert: 

Man  betrachte  in  den  beiden  Ebenenbüscheln: 

l  [)) )),  )>  J       und      ?,  [p  p,  )),] 

die  durch  die'  Punkte  ))  ^i  ^2  gelegten  Ebenenpaare  als  ent- 
sprechende für  die  projektivische  Beziehung  der  beiden  Büschel; 
diese  wird  dadurch  gerade  bestimmt  ^  und  die  beiden  pro- 
jektivischen Büschel  l  und  l^  erzeugen  das  gesuchte  Hyper- 
boloid. 

5)  Man  giebt  eine  Gerade  {  der  einen  und  eine  Gerade 
ff  der  anderen  Regelschar^  so  dafs  sich  also  l  und  g  treffeni 
und  aufserdem  vier  beliebige  Punkte  ))  Pi  4)3  ))3  im  Räume, 
dann  ist  das  durch  diese  Elemente  zu  legende  Hyperboloid 
vollständig  bestimmt  und  wird  so  konstruiert: 

Denken  wir  uns  wieder  das  gesuchte  Hyperboloid  als 
Erzeugnis  zweier  projektivischen  Ebenenbüschel  und  wählen 
l  als  Axe  des  einen,  als  Axe  des  andern  eine  noch  näher 
zu  ermittelnde  Gerade  2i,  die  durch  einen  der  vier  Punkte, 
z.  B.  ^3  gehe,  so  müfsten  die  beiden  Ebenenbüschel: 

l[ßPh  h]  und  lilffph  p,] 
projektivisch  sein,  also  müfste  notwendig  l^  in  der  Ebene 
[p3  9]  liegen  und  durch  den  Punkt  )f^  gehen.  Betrachten  wir 
nun  die  Durchschnittsfigur  in  der  Ebene,  die  wir  durch 
die  drei  Punkte  p  p|  p2  legen  können,  so  wird  dieselbe  ein 
Kegelschnitt  sein,  der  durch  die  drei  Punkte  p  p|  p,  und 
durch  die  beiden  Punkte  I  und  q  geht,  in  welchen  diese 
Ebene  von  den  Strahlen  l  und  g  durchbohrt  wird;  daich 
diese  fünf  Punkte  ist  der  Kegelschnitt  gerade  bestimmt;  nim 
mufs  aber  auf  ihm, auch  der^Punkt  1,  liegen,  in  welchem  die 
gesuchte  Gerade  l^  jene  Ebene  durchbohrt,  und  dieser  Punkt 
l,  mufs  gleichzeitig  auf  derjenigen  Geraden  liegen,  in  welcher 
die  Ebene  [^3  g]  der  Ebene  [p  p,  p,]  begegnet;  diese  Gerade 
geht    dorch    den  Punkt  g   des    Kegelschnitts;    ihr    sweiter 
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Schnittpunkt  mit  dem  Kegelschnitt  ist  also  der  gesuchte  Punkt 
I,  und  dadurch  ist  der  Strahl  /,  welcher  ihn  mit  p^  ver- 
bindet,  gefunden ;  also  die  Axe  des  zweiten  Ebenenbüschels 
und  das  ganze  Hyperboloid  als  Erzeugnis  der  beiden  bekannten 
projektivischen  Ebenenbüschel. 

Wir  können  denmach  die  Gerade  l^  leicht  mittelst  des 
Pascalschen  Satzes  konstruieren^  wie  folgt: 

Der  Schnittpunkt  der  Ebene  [gl\  und  der  Verbindungs- 
linie !ppi|  heifse  a^  der  Schnittpunkt  der  Ebene  [g)^:^]  und 
der  Verbindungslinie  {)},  ^^jl  hei&e  b;  die  Verbindungslinie 
|ab|  treffe  die  Ebene  [2  pj]  in  c,  dann  wird  die  Schnittlinie 
der  durch  die  drei  Punkte  Ofifj^  gelegten  Ebene  mit  der 
durch  g  und  p.^  gelegten  Ebene  die  gesuchte  Gerade  l^  sein, 
denn  wir  haben  in  der  Durchscbnittsebene  [p  )f^  ^^j]  ^^ 
Pascalsche  Sechseck: 

bei  welchem  die  drei  Schnittpunkte  der  Gegenseiten  auf  einer 
Geraden  |ab  c|  liegen. 

Ist  nun  2|  gefunden,  so  erzeugen  die  beiden  Ebenen- 
büschel: 

l  [p  p,  p^]      und      l^  [p  p,  p,] 

das  gesuchte  Hyperboloid. 

6)  Man  giebt  eine  Gerade  {  und  sechs  Punkte ))  ))|  ))2  )^3  )^4  Pö 
zur  Bestimmung  eines  Hyperboloids,  welches  die  Gerade  und 
die  Punkte  enthalte  soll. 

Wir  denken  uns  das  gesuchte  Hyperboloid  durch  zwei 

pfojektiTische  Ebenenbüschel  erzeugt,  deren  eines  die  Gerade 

i  £ur  Axe  und  die  fünf  Ebenen  { [pj  p^  ^z  Vi  Pb\  ^^  Elementen 

^,  während  das  zweite  eine  noch   näher  zu  bestimmende 

durch  p  gehende  Axe  l^  hat  und  zu  entsprechenden  Elemen- 

*öu  die  fünf  Ebenen  Z,  [p,  p2  h  Pi  Pbl-    ^^®  Gerade  l^ ,  von 

^^Icher  der  Punkt  p  gegeben  ist,  wird  durch  die  Forderung 

fe^  Projektivität   beider    Gebilde   vollständig   und   eindeutig 

^stimmt,  und  ihre  Konstruktion  ist  auf  das  bekannte  C  h  a  s  1  e  s  - 

*^Vie  „Problem  der  Projektivität^'*)  zurückzuführen. 


*)  B.  Sturm:  ^^Das  Problem    der  Projektivität  nnd  seine  An- 
wenaimg  auf  die  Flächen  zweiten  Grades''^  Math.  Ann.  Bd.  I,  S.  533  fi. 
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Nehmen  wir  irgend  eine  Transversalebenei  so  wird  die- 
selbe von  dem  ersten  Ebenenbüschel  in  einem  bekannteo 
Strahlenbüschel  durchschnitten^  dessen  Mittelpunkt  o  derDorch- 
bohrungspunkt  der  Geraden  {  mit  der  Transversalebena  and 
dessen  fünf  Strahlen  die  fünf  Schnittlinien  der  Ebenen 
2  [p,  )}2  p3  ^i  Pb]  ^^^  ^^^  Transversalebene  sind.  Femer  durch- 
bohren die  fünf  Strahlen  ^  |  p,  )f2  p3  ^i  p5 1  ^^  Transyersalebene 
in  fünf  Punkten  CLy  aj  a^  ^4  ^5;  und  es  wird  ein  solcher  Punkt 
j:  der  Ebene  gesucht,  dafs  das  Strahlenbüschel: 

V  \  a,  aj  a,  a^  a^  \ 
mit  dem  vorigen  bekannten  Strahlenbüschel  projektivisch  werde. 
Der  Punkt  x  ist  durch  diese  Forderung  eindeutig  bestimmt 
und  kann  folgendermafsen  gefunden  werden: 

Durch  die  vier  Punkte  a^  a2  a^  (^4  werde  zuerst  ein  solcher 
Kegelschnitt  gelegt;  dais  jeder  Punkt  desselben  mit  den  vier  ge- 
gebenen verbunden  ein  Strahlenbüschel  liefert,  dessen  Doppel- 
verhältnis gleicli  dem  des  gegebenen  Ebenenbüschels  ^pip}))3]^i] 
sei.  Dieser  Kegelschnitt  ft^^>  kann  dadurch  gefunden  werden, 
dafs  man  durch  vi}  zu  den  drei  Strahlen '  vi^  aj  |,  |  a|  <x^ ',  a|  ai'  einen 
solchen  vierten  Strahl  konstruiert,  den  wir  mit  ;a,  qJ  bezeich- 
nen wollen,  dafs  die  vier  Strahlen  a,  |ai  aj  a,  aji  das  gegebene 
Doppel  Verhältnis  haben.  Dieser  Strahl  ist  Tangente  des  ge- 
suchten durch  die  vier  Punkte  aj  aj  CI3  a4  gehenden  Kegel- 
schnitts ft<'>,  welcher  dadurch  gerade  bestimmt  wird.  Zweitens 
legQ  man  in  gleicherweise  durch  die  vi^r  Punkte  a,  a^aja^ 
einen  Kegelschnitt  Ä[->,  welcher  das  gegebene  Doppelverhilt* 
nis  des  Ebenenbüschels  l  [V\\>2Mb]  f^^^^-  Die  beiden  Kegel- 
schnitte ft<^>  und  ^(j^  haben  aufser  den  Punkten  a,  o,  aj  noch 
einen  einzigen  vierten  Punkt  v  gemein,  welcher  der' gesuchte 
ist,  weil  er  die  Eigenschaften  beider  Kegelschnitte  in  sich 
vereinigt,  also  die  fünf  Strahlen  r  ciiajCijaiajl  mit  den  f&nf 
Ebenen  I  [pi  ^2)^3^4  t^sl  projektivisch  sein  müssen. 

Ist  der  Punkt  v  gefunden,  so  giebt  die  Verbindungslinie 
^x,  den  Strahl  {,  und  die  beiden  Ebeuenbüschel : 

l  [Vi  V2  VA       uud      l^  [p,  P2  P3J 
projektivisch  gesetzt  erzeugen  das  gesuchte  Hyperboloid« 

7)  Wenn  wir  bei  der  letzten  Aufgabe  anstatt  der  Geraden 
Ip  welche  auf  dem  Hyperboloid  liegen  soll,  nur  zwei  Punkte 
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von  ihr  nehmen,  die  sie  gerade  bestimmen ,  also  mit  den 
übrigen  sechs  Punkten  zusammen  acht  Punkte  annehmen^ 
durch  welche  ein  Hyperboloid  gelegt  werden  soll;  so  ist  diese 
Aufgabe  unbestimmt^  denn  wir  können  jede  von  den  28  Ver- 
bindungslinien der  acht  Punkte  als  eine  gegebene  Erzeugende 
eines  Hypei:boIoids  auffassen  und  erhalten  also  mittelst  der 
vorigen  Konstruktion  28  Hyperboloide  ^  welche  sämtlich  durch 
dieselben  acht  Punkte  gehen.  Dieses  sind  indessen  nicht 
alle  möglichen^  sondern  es  giebt,  wie  wir  später  sehen  werden, 
ein  ganzes  Bündel  von  Oberflächen  zweiter  Ordnung;  welche 
durch  dieselben  acht  Punkte  hindurchgehen. 
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Jede  Ebene  im  Räume  schneidet,  wie  wir  wissen ;  das 
Hyperboloid  in  einem  allemal  reellen  Kegelschnitt.  Unter 
diesen  sämtlichen  Kegelschnitten  sind  diejenigen  von  beson- 
derem Interesse  für  unS;  welche  in  Linienpaare  zerfallen. 
Nehmen  wir  zur  Erzeugung  des  Hyperboloids  zwei  projek- 
tivische  Ebenenbüschel: 

i  [a  /J  y  .  .  .  S  .  •  .]     und.    ?,  [a,  /3j  y,  .  .  .  gj  .  .  .] 

aU;  so  wird  irgend  eine  Ebene  b  von  den  Ebenenbüscheln 
in  zwei  Strahlenbüscheln  durchschnitten;  und  das  Erzeugnis 
dieser  beiden  projektivischen  Strahlenbüschel  ist  ein  Kegel- 
schnitt £<');  'soll  derselbe  zerfallen;  so  müssen  die  beiden 
ihn  erzeugenden  Strahlenbüschel;  deren  Mittelpunkte  o  und 
0|  getrennt  liegen  in  perspektivischer  Lage  sich  befinden; 
d.  h.  '|0  0,|  mufs  zwei  entsprechende  Strahlen  der  projektivischen 
Strahlenbüschel  vereinigen,  also  [{oj  und  [2jo]  müssen  zwei 
entsprechende  Ebenen  der  erzeugenden  projektivischen  Ebenen- 
büschel sein,  folglich  { o  Oj  |  eine  Erzeugende  g  der  Regelschar 
Iffxl  Die  Transversalebene  b  muis  also  durch  eine  Erzeugende 
g  der  einen  Regelschar  gehen,  und  der  perspektivische  Durch- 
schnitt der  beiden  vorigen  projektivischen  Strahlenbüschel 
wird  die  Erzeugende  Ix  seiU;  welche  auf  dem  Hyperboloid 
liegen  mufs  und  der  Regelschar  j^^l  nicht  angehören  kanu; 
weil  sie  g  schneidet;  folglich  der  Regelschar  \lx\  ange- 
hören mufs.    Die  gesuchte  Ebene  €  ist  also  nichts  anderes 
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als  eine  Ebene,  welche  irgend  zwei  Erzeugende  aas  je  einer 
der  beiden  Regelscharen  verbindet.  Dafs  eine  solche  Ebene  £ 
in  der  That  in  einem  zerfallenden  Kegelschnitt  (Linienpaar 
lg)  schneidet;  ist  selbstverständlich ,  aber  wir  haben  auch  das 
Umgekehrte  bewiesen. 

In  der  Ebene  [lg]  ^  r 

ist  der  Punkt  (lg)  =  )), 

in  welchem  die  beiden  Geraden  l  und  g  sich  treffen  von 
hervorragendem  Interesse.  Durch  diesen  Punkt  gehen  näm- 
lich aufser  den  beiden  Geraden  l  und  g  in  der  Ebene  [lg] 
noch  unendlich  viele  andere  Gerade,  und  jede  solche  Gerade 
kann  aufser  diesem  Punkte  selbst,  der  als  doppelt  auf- 
zufassen ist  (Doppelpunkt  des  Linienpaars  2,  g),  keinen 
andern  Punkt  weiter  mit  dem  Hyperboloide  gemein  haben, 
weil  alle  Punkte  in  der  Ebene  [lg] ,  die  auf  dem  Hyperboloid 
liegen,  eben  nur  in  den  beiden  Geraden  l  und  g  liegen. 
Eine  Gerade,  welche  mit  dem  Hyperboloid  zwei  zusammen- 
fallende Punkte  gemein  hat,  heifst  eine  Tangente  desselben, 
folglich  sind  alle  Geraden  in  der  Ebene  [lg] ,  die  durch  den 
Punkt  {lg)  gehen,  Tangenten  des  Hyperboloids,  sovne  Tan- 
genten an  allen  den  Kegelschnitten,  welche  sämtliche  durch 
den  Punkt  (lg)  gelegten  Ebenen  aus  dem  Hyperboloid  aus- 
schneiden; denn  sie  haben  eben  weder  mit  dem  Hyperboloid 
noch  mit  einem  dieser  Kegelschnitte  mehr  als  diesen  Punkt 
(lg)  gemein;  wir  schliefsen  hieraus,  da  jeder  Punkt  p  des 
Hyperboloids  als  der  Durchschnittspunkt  zweier  Elrzeugenden 
l  und  g  aus  den  beiden  Regelscharen  aufzufassen  ist,  dafs 
alle  Tangenten,  welche  durch  einen  Punkt  des 
Hyperboloids  gehen,  in  einer  Ebene  liegen,  und 
nennen  diese  die  Berührungsebene  des  Hyperboloids  in 
dem  gegebenen  Punkte  (lg).  Diese  Berührungsebeuje  enthält 
die  beiden  Erzeugenden  l  und  g  aus  den  beiden  Regelscharen, 
die  durch  den  Punkt  des  Hyperboloids  gehen.  Umgekehrt 
sehen  wir  auch  ein,  dafs  jede  andere  Gerade  durch  den 
Punkt  {lg) ,  welche  nicht  in  der  Ebene  [lg]  liegt,  keine  Tan- 
gente des  Hyperboloids  sein  kann,  sondern  dasselbe  in  zwei 
verschiedenen  Punkten  treffen  mufs;  denn  sei  s  ein  beliebiger 
anderer  durch  den  Punkt  )fi  =  (lg)  gezogener  Strahl,  so 
würde  die  durch  s  und  l  gelegte  Ebene  noch  eine  bestimmte 
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Erzeugende  g  der  andern  Begelschar  enthalten  müssen,  auf 
welcher  nämlich  die  Schnittpunkte  sämtlicher  Ix  mit  dieser 
Ebene  liegen.  Die  Erzeugende  g'  trifft  aber  den  Strahl  s 
in  einem  zweiten  von  ^  verschiedeneu  Punkte  y  also  ist  s  keine 
Tangente  des  Hyperboloids. 

Der  Schnittpunkt: 

^  .•=■  m 

heifst  der  Berührungspunkt  der  Ebene: 

r  =  \lg\ 

und  unter  den  sämtlichen  Tangenten  des  Hyperboloids^  welche 
durch  den  Punkt )}  gehen  und  in  der  Berührungsebene  liegen^ 
giebt  es  zwei  ausgezeichnete,  l  und  g^  die  ganz  dem  Hyper- 
boloid angehören: 

Wir  haben  also  folgendes  Ergebnis: 

Ebenso  wie  sämtliche  Punkte  p  auf  einer  Er- 
zengenden I9  (aus  einer  der  beiden  Regelscharen) 
als  Punkte  des  Hyperboloids  gelten^  sind  auch 
sämtliche  Ebenen  durch  l^  als  Berührungsebenen 
desselben  aufzufassen;  durch  jeden  Punkt  ^  geht 
aber  nur  eine  einzige  bestimmte  Berührungsebene^ 
diejenige  nämlich^  welche  2^  mit  der  einzigen  durch 
"^  gehenden  Erzeugenden  gx  der  andern  Regelschar 
verbindet,  und  jede  durch  l^  gehende  Berührungs- 
ebene hat  nur  einen  einzigen  bestimmten  Berüh- 
rungspunkt, nämlich  denjenigen,  in  welchem  Ix  von 
der  einzigen  in  dieser  Ebene  liegenden  Erzeugen- 
den Qx  der  andern  Regelschar  getroffen  wird. 

Die  Berührungsebenen  des  Hyperboloids  sind 
zugleich  diejenigen,  welche  dasselbe  in  zerfallen- 
den Kegelschnitten  durchschneiden,  und  die  Be- 
rührungspunkte sind  die  Doppelpunkte  dieser 
Linienpaare;  diese  selbst  sind  die  Erzeugenden 
der  beiden  Regelscharen  auf  dem  Hyperboloid. 
Hiemach  ist  es  leicht  die  Frage  zu  beantworten: 

Welches  ist  der  Ort  sämtlicher  durch  einen  gegebenen 
Punkt  0  im  Räume  gehenden  Berührungsebenen  eines  ge- 
gebenen Hyperboloids? 
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Da  nämlich  irgend  zwei  Erzeugende  l  und  I|  der  einen 
Regelschar  von  sämtlichen  Erzeugenden  g^  der  anderen  K^el- 
schar  in  zwei  projekti vischen  Punktreihen  l  {x)  und  l^  (Xi)  g^' 
schnitten  werden  ^  und  die  Ebene  [ogx]  eine  Berühmngsebene 
ist;  welche  als  Ebene  [ei:):}]  aufgefafst  werden  kann ,  so  um- 
hüllt dieselbe  (S.  26)  einen  Kegel  zweiter  Klasse.  Jede  dieser 
Ebenen  enthält  gleichzeitig  eine  bestimmte  Erzeugende  Ix 
der  andern  Uegelschar  und  ist  eine  Berührungsebene  des 
Hyperboloids.     Wir  haben  also  folgenden  Satz: 

Wenn  man  irgend  einen  festen  Punkt  o  im  Räume 
mit  sämtlichen  Erzeugenden  einer  Regelschar 
durch  Ebenen  verbindet;  so  umhüllen  diese  Ebenen 
einen  Kegel  zweiter  Klasse;  denselben  erhält  man 
auch;  wenn  man  o  mit  den  Erzeugenden  der  andern 
Regelschar  verbindet;  jede  Berührungsebene  des- 
selben enthält  je  eine  Erzeugende  aus  jeder  der 
beiden  Regelscharen  und  ist  zugleich  Berührungs- 
ebene des  Hyperboloids^  auf  welchem  die  beiden 
Regelscharcn  liegen.  Wir  nennen  diesen  Kegel 
den  Berührungskegel  aus  o  an  das  Hyperboloid. 
Er  ist,  wie  wir  aus  seiner  Konstruktion  sehen, 
immer  reell,  wo  auch  o  im  Räume  liegen  mag. 

Jede  Berührungsebene  des  Kegels  o^'*^  enthält  einen 
Kegelstrahl;  welcher  leicht  zu  finden  ist;  sei  nämlich  t  die 
Berührungsebene;  so  muTs  sie  zwei  Erzeugende  I  und  g  aus 
je  einer  der  beiden  Regelscharen  enthalten;  der  Schnittpunkt 
p  tr=  (lg)  mit  0  verbunden  liefert  ofienbar  den  Kegelstrahl  der 
Berührungsebenc  r,  denn  er  ist  der  einzige,  durch  den  diese 
Berührungsebene  allein  und  keine  andere  weiter  geht^  während 
durch  jeden  anderen  durch  o  gehenden  Strahl  s  der  Ebene  t 
zwei  Berührungsebenen  hindurchgehen;  in  der  That  schneidet 
s  die  Geraden  /  und  g  in  zwei  Punkten  (da  er  nicht  durch  p 
geht;,  und  durch  diese  beiden  Punkte  gehen  zwei  bestimmte 
Erzeugende  g^  und  /j ,  die  mit  o  verbunden  zwei  verschiedene 
Beruhrungsebenen  durch  $  an  den  Kegel  e^*>  liefern ;  also  ist  8 
kein  Kegelstrahl;  der  einzige  Strahl  op|  in  der  Ebene  r  be- 
sitzt die  Eigenschaft,  dafs  durch  ihn  nur  die  eine  BerQhrungB- 
ebene  r  hindurchgeht;  er  ist  also  ßerüiirungs-  oder  Kegel- 
strahL     Die   Gerade  |ev     ist    nach    dem   Obigen  Tangente 
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des  Hyperboloids.  Wir  können  also  folgenden  Satz  aus- 
sprechen : 

Die  sämtlichen  Tangenten  aus  einem  Punkte  o 
an  ein  Hyperboloid  sind  die  Strahlen  eines  Kegels 
zweiter  Ordnung  o^^;  der  mit  dem  vorigen  Berüh- 
rungskegel identisch  ist. 

Endlich  folgt  aus  dem  Vorigen;  da(s  durch  einen  be- 
liebigen Strahl  s  im  Baume  im  allgemeinen  zwei  Berührungs- 
ebenen des  Hyperboloids  hindurchgehen;  denn  nehmen  wir 
ii^end  einen  Punkt  o  im  Strahle  s  als  Mittelpunkt  eines  Be* 
rOhmngskegels  an  das  Hyperboloid ,  so  gehen  im  allgemeinen 
durch  s  zwei  Berührungsebenen  an  den  Kegel  o^^;  die  zugleich 
die  beiden  Berührungsebenen  durch  s  an  das  Hyperboloid 
sind;  diese  können  reell  oder  imaginär  sein^  je  nachdem  der 
Strahl  s  aufserhalb  oder  innerhalb  des  Kegels  o^^^  sich  findet. 
Ist  er  selbst  ein  Kegelstrahl;  so  geht  nur  eine  Berührungs- 
ebene durch  ihn.  Die  Wahl  des  Punktes  o  auf  dem  will- 
kürlich angenommenen  Strahle  s  ist  dabei  irrelevant^  denn 
würden  wir  für  eine  andere  Annahme  von  o  ein  zweites  Paar 
von  Berührungsebenen  durch  s  erhalten ,  so  müfste  dies  auch 
ein  Paar  Berührungsebenen  des  ersten  Kegels  sein,  was 
widersiunig  ist 

Wenn  wir  uns  durch  einen  beliebigen  Punkt  o  im  Baume 
die  sämtlichen  Berührungsebenen  an  das  Hyperboloid  gelegt 
denken,  welche  den  Berührungskegel  umhüllen ,  so  liegt 
in  jeder  Berührungsebene  ein  bestimmter  Berührungspunkt 
p  BS  (Ig)^  und  wir  können  nach  dem  Orte  sämtlicher  Be- 
rührongspunkte  fragen.  Dieser  fällt  zusammen  mit  dem  Orte 
samtlicher  Berührungspunkte  der  durch  o  an  das  Hyperboloid 
gelegten  Tangenten  o))  oder  der  Kegelstrahlen. 

Der  Ort  der  gesuchten  Punkte  )p  ist  also  gemeinschaftlich 
dem  Berühmngskegel  o^'^  und  dem  Hyperboloid  und  hierdurch 
leicht  zu  ermitteln. 

Legen  wir  nämlich  von  o  aus  irgend  drei  Ebenen  durch 
die  EnEeugenden  11^  l^f  so  schneiden  die  Ebenen  [o^;  [o^iJ; 
{ol^}  die  übrigen  Erzeugenden  l^  derselben  Begelschar  in 
Punkten;  welche  auf  den  drei  Erzeugenden  g  g^  jfj  ^^^  andern 
Regelschar  li^en,  die  in  diesen  Ebenen  enthalten  sind. 
Die  drei  Punkte: 

SoBiOcn,  ThM».  d.  Obttfl.  2.  Ordn.  8 
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bestimmen  eine  Ebene  tar,  welche  den  Berührungskegel  e^*^ 
in  einem  Kegelschnitt  ^^^^  und  das  Hyperboloid  in  einem 
Kegelschnitt  ^f^  schneiden  wird.  Beide  Kegelschnitte  haben 
nicht  nur  die  Punkte  ))pip2  gemeinschaftlich,  sondern  auch 
dieselben  Tangenten  in  diesen  PunkteD,  nämlich  die  Schnitt* 
linien  der  Ebene  [^^1^2]  ™'*  ^^^  drei  Ebenen  [lg]  piflrj]  [/jfiFj], 
weil  diese  Ebenen  gleichzeitig  Berührungsebenen  des  Kegels 
längs  den  Kegelstrahlen  |e))',  {o))| ,  op^l  ^^^  Berühmngsebenen 
des  Hyperboloids  in  den  Punkten  ^  \s^  p^  sind;  folglich 
müssen  die  beiden  Kegelschnitte  identisch  sein;  sie  enthalten 
aber  sämtliche  Punkte,  welche  dem  Berührungskegel  c^'^  und 
dem  Hyperboloid  gemeinschaftlich  sind.  Wir  haben  daher 
folgenden  Satz: 

Die  Berührungspunkte  sämtlicher  durch  einen 
beliebigen  Punkt  0  im  Raum  an  ein  Hyperboloid 
gelegten  Berührungsebenen  (oder  auch  BerQh- 
rungsstrahlen)  liegen  auf  einem  ebenen  Kegel- 
schnitt tar^^). 

Umgekehrt  schlielsen  wir: 

Eine  beliebige  Ebene  tir  schneidet  das  Hyper- 
boloid in  einem  Kegelschnitt  tir<^);  legt  man  durch 
sämtliche  Punkte  desselben  die  Berührungsebenen, 
so  laufen  dieselben  durch  einen  und  denselben 
Punkt  0  und  umhüllen  einen  Kegel  zweiten  Grades 
e^^),  dessen  Strahlen  die  Verbindungslinien  des 
Punktes  0  mit  den  Punkten  des  Kegelschnitts  'Orf» 
sind. 

Den  Nachweis  für  die  Richtigkeit  dieser  Umkehmng 
können  wir  dem  Leser  überlassen. 

Die  Ebene  tar  enthält  nicht  nur  die  Berührungspunkte 
der  durch  0  an  das  Hyperboloid  gelegten  Tangenten  oder 
Berührungsebenen,  sondern  noch  unendlich  viele  andere  Punkte 
und  Uerade.  Irgend  eine  durch  e  gelegte  Ebene  schneidet 
den  Berührungskegel  in  einem  Linienpaar,  welches  zwei  Be- 
rührungspunkte enthält,  und  dieselbe  durch  0  gelegte  Ebene 
schneidet  das  Hyperboloid  in  einem  Kegelschnitt,  für  welchen 
das  vorige  Linienpaar  das  Tangentenpaar  aus  0  sein  muls; 
die  Verbindungslinie  der  Berührungspunkte,  welche  ganz  in 
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der  Ebene  tST  liegen  mufsy  wird  daher  die  Polare  des  Punktes  o 
in  Bezug  auf  den  Durchschnittskegelschnitt  sein,  und  wir 
schliefsen  hieraus  (zunächst  für  den  reellen  Fall):  Legt  man 
durch  den  willkürlichen  Punkt  o  im  Räume  irgend 
eine  EbenCi  welche  das  Hyperboloid  in  einem 
Kegelschnitt  schneidet^  so  mufs  die  Polare  des 
Punktes  o  in  Bezug  auf  diesen  Kegelschnitt  in  der 
vorigen  Ebene  tar  liegen. 

Hieraus  folgt,  da(s  die  Ebene  'Sf  auch  aufgefafst  werden 
kann  als  der  Ort  der  yierten  harmonischen  Punkte  auf  allen 
Strahlen,  welche  durch  einen  Punkt  o  im  Räume  gelegt 
werden  und  das  Hyperboloid  in  Punktepaaren  schneiden,  so 
dafs  zu  jedem  Punktepaar  und  o  der  dem  o  zugeordnete 
vierte  harmonische  Punkt  bestimmt  wird.  Wir  werden  hier- 
durch geführt  zu  einer  neuen  Abhängigkeit  der  Raumelemente 
von  einander  vermittelst  des  Hyperboloids,  analog  derjenigen, 
wie  wir  sie  bereits  kennen  gelernt  haben  beim  ebenen  Polar- 
System  zwischen  Punkten  und  Geraden  in  der  Ebene,  beim 
Polarbündel  zwischen  Strahlen  und  Ebenen  durch  den  Mittel- 
punkt des  Bündels.  Hier  wird  jedem  Punkte  o  im  Räume 
eine  bestimmte  Ebene  tar  zugeordnet,  und  wir  nennen  o  und 
tar  Pol  und  Polarebene  in  Bezug  auf  das  Hyperboloid,  die 
Gesamtheit  dieser  zugeordneten  Elemente  in  ihrer  gegen- 
seitigen Abhängigkeit  ein  räumliches  Polarsystem. 

Seien  o  und  tar  Pol  und  Polarebene  in  Bezug  auf 
das  Hyperboloid,  und  nehmen  wir  irgend  einen  Punkt  o' 
in  der  Ebene  'Sf,  so  wird  eine  beliebige  durch  oo'  gelegte 
Bbene  das  Hyperboloid  in  einem  reellen  Kegelschnitt  schnei- 
den, für  welchen  die  Polare  von  o,  weil  sie  in  tar  liegen 
mufs,  durch  o'  geht;  folglich  mufs  auch  die  Polare  von  o' 
dnreh  o  gehen,  und  da  diese  Polare  wieder  in  der  Polarebene 
des  Punktes  o'  in  Bezug  auf  das  Hyperboloid  liegen  mufs, 
so  folgt  die  charakteristische  Eigenschaft  des  räumlichen 
Polarsystems : 

Wenn  tar  die  Polarebene  des  Punktes  o  ist,  so 
mafs  die  irgend  einem  in  tar  gelegenen  Punkte  o' 
zugehörige  Polarebene  ts*'  durch  o  gehen.  Und  an- 
dererseits : 

Wenn  o  der  Pol  einer  beliebigen  Ebene  tar  ist, 

8* 
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so  mufs  von  irgend  einer  durch  o  gelegten  Ebene 
'üf  der  Pol  o'  in  der  Ebene  tar  liegen. 

Hieraus  folgt  weiter,  wenn  wir  zwei  beliebige  Punkte  c 
und  o'  nehmen,  deren  Polarebenen  tar  und  tar'  sich  in  dem 
Strahle  s  sehneiden,  dai*s  von  jedem  Punkte  p  dieses  Strahls  «, 
weil  er  sowohl  in  tar  als  auch  in  tar'  liegt,  die  Polarebene 
sowohl  durch  o  als  auch  durch  o',  d.  h.  durch  die  Yerbin* 
dungslinie  joo'|  gehen  mufs;  gleichzeitig  mufs  aber  auch  jeder 
Puukt  der  Verbindungslinie  j  c  o'  |  eine  Polarebene  haben,  die 
durch  Itsrtsrl  läuft;  denn  er  liegt  gleichzeitig  in  zwei  Ebenen, 
deren  Pole  sich  auf  dem  Strahle  |  tTtar'i  befinden.  Wir  haben 
also  folgenden  Doppelsatz: 

Die  Polarebenen  von!  DiePole  von  sämtlichen 
sämtlichenPuukteneinerJEbenen,  die  durch  eine 
Geraden  s  laufen  durch, Gerade  s  gelegt  werden, 
eine  zweite  Gerade  Sj,  liegen  auf  einer  zweiten 
und  die  Polarebenen  der  Geraden  s^^  und  die  Pole 
Punkte  auf  s^  laufen  wie-  der  durch  Si  gelegtenEbe- 
derum  durch  s.  'nen  liegen  wieder  auf  5. 

Solche  Geradenpaare  ss^  heil'sen  daher  konjugierte 
Gerade  des  räumlichen  Polarsystems. 

Wir  müssen  hier  noch  auf  einen  Ausnahmefall  auf- 
merksam machen^  der  dann  eintreten  würde,  wenn  insbeson- 
dere die  beiden  Geraden  l  und  (/,  in  welchen  eine  Berührungs- 
ebene das  Hyperboloid  schneidet,  zusammenfallen;  dann  würde 
nämlich  diese  Berühruugsebcnc  nicht  blois  einen  Berührungs- 
punkty  den  Schnittpunkt  (/,  g),  mit  dem  Hyperboloid  haben, 
sondern  unendlich  viele ,  die  auf  einer  Geraden  liegen. 
Dieser  Fall  kann  beim  allgemeinen  Hyperboloid  nicht  ein- 
treten; denn  setzen  wir  voraus,  dais  l  und  ^  zusammenüallen, 
so  müfste  eine  beliebige  durch  //  golegte  Ebene  noch  in  einer 
zweiten  Erzeugenden  /,  das  Hyperboloid  schneiden ;  es  müfsten 
also  I  uud  /, ,  zwei  Erzeugende  derselben  Kegelschar,  sich  he- 
gcgnoD,  fül|rlich  müi'ste  (1^.  80)  das  Hyperboloid  in  einen 
Kegel  zweiter  Ordnung  ausarten,  und  bei  diesem  berOhrt, 
wie  wir  wissen ,  in  der  Thal  oiue  Ebene  längs  einem  Kegel- 
strahle, d.  h.  hat  unendlich  viele  Berührungspunkte.  Zwei 
BerühruDgsebenen  des  Kegels  schneiden  sich  in  einem  Strahle  s, 
der  nun  auch  nicht  blols  einen  konjugierten  Strahl  5,   hat, 
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sondern  unendlich  viele,  die  in  einer  Ebene  liegen ,  welche 
die  Berührongsstrahlen  der  beiden  Ebenen  verbindet.  Der 
Berührungskegel  o^'^  aus  einem  beliebigen  Punkte  o  artet  in 
ein  Ebenenpaar  aus,  der  Berührungskegelschnitt  desselben 
in  ein  Linienpaar.  Die  Polarebene  irgend  eines  Punktes  o 
im  BAume  geht  also  immer  durch  den  Mittelpunkt  des  Kegels ; 
alle  beliebigen  Ebenen  ^es  Baumes  haben  also  auch  einen 
and  denselben  Punkt  zu  ihrem  Pol;  nämlich  den  Mittelpunkt 
SSfl  des  Kegels,  mit  Ausnahme  derjenigen  Ebenen,  welche 
durch  3R  selbst  gehen;  eine  solche  Ebene  hat  aber  nicht 
blofs  einen  Pol,  sondern  unendlich- viele ,  welche  auf  einer 
Geraden  liegen ,  dem  Polarstrahle  der  Ebene  in  dem  Polar- 
bündel aR<»,  dessen  Kemfläche  der  Kegel  ist  (S.  34).  Wir 
schliefsen  also  auch  umgekehrt:  Wenn  zwei  verschiedene 
£benen  denselben  Punkt  zum  Pol  haben  in  Bezug  auf  ein 
Hyperboloid,  so  mufs  dasselbe  in  einen  Kegel  ausgeartet  sein, 
dessen  Mittelpunkt  jener  Punkt  ist. 

Wir  brechen  hier  die  Untersuchung  des  raumlichen  Polar- 
systems ab;  welches  wir  später  eingehend  zu  betrachten  haben 
werden;  wobei  sich  sowohl  die  projektivische  Beziehung  der 
im  Polarsystem  auftretenden  Elemente  und  die  involutorische 
Lage  der  daraus  entspringenden  Gebilde;  als  auch  die  aus- 
gezeichneten Elemente  des  Polarsystems  zeigen  werden;  näm- 
lich die  Punkte,  die  Berührungsebenen  und  die]  Erzeugenden 
der  beiden  Begelscharen  des  Hyperboloids. 

§  18.    Das  Sechsseit  auf -dem  Hyperboloid.*) 
Nehmen  wir  irgend  drei  Erzeugende: 

der  einen  Begelschar  und  drei  Erzeugende: 

9    9\    92 
der  andern  Begelschar  eines  einfachen  Hyperboloids,  so  können 
wir^  da  jede  Erzeugende  der  einen  jede  der  andern  Schar 


*)  Yergl.  Dandelin:  Becherches  nouvelles  aar  las  sections  du 
cöne  et  sor  les  hexagones  inscrit«  et  circonBcrits  k  ces  Bections,  An- 
nalet  de  mathämatiques  per  J.  D.  Gergonne  t.  XV  p.  387.^  Hesse: 
Über  das  geradlinige  Sechseck  auf  dem  Hyperboloid^  Grelle 's  Journal 
für  Mathematik  Bd.  XXIV,  S.  40. 
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schneidet;  aber  keine  zwei  derselben  Schar  sich  treffen,  aus 
diesen  Geraden  windschiefe  Sechsseite  zusammenstellen,  welche 
ganz  auf  dem  Hyperboloid  verlaufen;  wir  haben  nämlich  die 
neun  Schnittpunkte: 

{lg)    {i9x)    {I92) 
ihg)  {h9i)   ih92) 

ih9)    Q29i)    (J292) 

und  gleichzeitig  die  neun  Berührungsebenen  gleichen  Namens; 
aus  jenen  können  wir  sechs  Sechsecke  ^  aus  diesen  sechs 
Sechsflache  zusammensetzen ,  deren  Seiten  auf  dem  Hyper- 
boloid liegen.  Da  ferner  Punkt  (Itgi)  und  Ebene  [iiffi]  Be- 
rürungspunkt  und  Berührungsebene  für  das  Hyperboloid  sind, 
so  haben  wir  in  dieser  eigentümlichen  Figur  zugleich  eine 
vollständige  Dualität ^  welche  ihre  Eigenschaften  paarweise 
auftreten  läfst.  Die  Sechsecke  oder  Sechsflache  lassen  sich 
nach  der  Reihenfolge  ihrer  Seiten,  deren  je  zwei  auf  einander 
folgende  sich  treffen^  also  in  einer  Ebene  liegen,  so  anordnen: 

I)  i  9    h  9i  h  92 

II)  l  9\  h  92  k  9 

HI)  l  92  h  9  h  9\ 

IV)  lg    l^  g^  ?2  9\ 

V)  l  9\h  9    k  92 

VI)  l  g^  i,  (/,  l^  g. 

Betrachten  wir  das  erste  Sechseck: 

^9h9ih92f 
dessen  sechs  Ecken  die  Punkte  sind: 

Q9)    (j9h)    (}\9i)    {9ih)     ik92)     (92i)f 
so  erscheinen  die  drei  Ebenen: 

Oy     [h92\     [9J] 

als  diejenigen,  in  welchen  je  zwei  gegenüberliegende  Seiten 
des  Sechsseits  (I)  sich  vorfinden.  Diese  drei  Ebenen  schneiden 
sich  aber  in  einem  Punkte,  durch  welchen  auch  die  drei 
Durchschnittslinien  je  zweier  von  ihnen  hindurchgehen. 

Nun  sehen  wir  aber,  dafs  in  der  Ebene  [gl^]  sowohl  der 
Punkt  {gl^)  als  auch  der  Punkt   {I292)   liegt,   und   in    der 
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Ebene  [liff^  gleichfalls  sowohl  der  Punkt  (gl^)  als  auch  der 
Punkt  (^^2)»  folglich  ist  die  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen: 

[gl,-]    und     ll^g^] 
identisch  mit  der  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte: 

(9h)    ^d    (/j^Tj); 
ebenso  ist  die  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen : 

P,5rJ    und  [g^T] 
identisch  mit  der  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte: 

Giffi)    und    (g^l), 
endlich  die  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen: 

[g^l]    und     [gl^] 
identisch  mit  der  Verbindungslinie  der  beiden  'Punkte: 

{ffik)    und    (Jg)] 
da       aber  jene   drei   Durchschnittslinien    je    zweier   der   drei 
■Ebenen: 

[9^2]     [h92\    [9J] 
*^^^-xrch  einen  Punkt  laufen^  so  müssen  auch  in  dem  Sechseck : 

{^9)     {9h)    {h9i)    i9ih)    {h92)    {92I) 
f*^^     drei  Verbindungslinien  der  gegenüberliegenden  Ecken  sich 
"*^       einem  Punkte  treffen.     Wir  können  demnach   folgenden 
^^•"ta  aussprechen: 

a)   Bei   einem  auf   dem  einfachen  Hyperboloid 

^  ^  genden   geradlinigen    Sechseck,    dessen    gerad- 

^^^  eilige  Seiten  Erzeugende  der  einen  und   dessen 

^  ^^  ^eradstellige  Seiten  Erzeugende  der  andern  Re- 

^  ^  Xschar  sind,  schneiden  sich  allemal  die  dreiVer- 

^  Xidungslinien  gegenüberliegender  Ecken(Haupt- 

^  ^gonalen)  in  einem  Punkte. 

Zweitens  betrachten  wir  dasselbe  Sechsseit  I)  als  Sechs- 
*^^oh,  dessen  auf  einander  folgende  Seitenflächen  sind: 

m']    \9h'\     \^\9x]    [5^1  W     ik92\    [92^^ 
^^^em  immer  zwei  auf  einander  folgende  sich  in  einer  Seite 
^^B  Sechsflachs  schneiden. 

Nehmen  wir  nun  die  drei  Punkte: 

(^''2)    (^15^2)    (^1^); 
*^  liegen  dieselben  in  einer  Ebene,  in  welcher  auch  die  drei 
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Verbinduiigslinien  je  zweier  von  ihnen  liegen.  Diese  drei 
Punkte  erscheinen  aber  als  die  Schnittpunkte  je  zweier  gegen- 
überliegenden Seiten  des  Sechsflachs,  und  ihre  drei  Verbin- 
dungslinien können  leicht  anders  ausgedrückt  werden: 

Der  Punkt  (gl^)  liegt  nämlich  sowohl  in  der  Ebene  [gli] 
als  auch  in  der  Ebene  [/2//2I  ^^^  ^^^  Punkt  (liffz)  ^^^S^  gleich- 
falls sowohl  in  der  Ebene  [gli']j  als  auch  in  der  Ebene  [liOt]} 
folglich  ist  die  Verbindungslinie  der  Punkte: 

{9k)     und     {l^g^) 
identisch  mit  der  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen: 

[ffh]     und    [ij^/j]; 
ebenso  ist  die  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte: 

Qi^t)    und    {gj) 
identisch  mit  der  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen : 

[/,//,]     und     [g^l\, 
und  endlich  ist  die  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte: 

(f/,Z)     und     (glr^) 
identisch  mit  der  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen: 

[9\h]     und    [lg]. 
Da  nun  jene  drei  Verbindungslinien  der  drei  Punkte: 

i^k)    (9il)     {92h) 
in  einer  Ebene  liegen,  so  müssen  in  dem  Sechsflach: 

M     \9h\     \}x9\]    [9xlA     \}29'i\     W] 

die  drei  Schnittlinien  der  gegenüberliegenden  Seitenflachen 
in  einer  Ebene  liegen.  Wir  können  demnach  folgenden  Satz 
aussprechen : 

h)  Werden  bei  einem  auf  dem  Hyperboloid  lie- 
genden Sechsscit,  dessen  geradstellige  Seiten  Er- 
zeugende der  einen,  ungeradstellige  Seiten  Erzea- 
gende der  andern  Itcgelschar  sind,  je  zwei  auf 
einander  folgende  Seiten  durch  eine  Ebene  (Beruh- 
rangsebene  des  Hyperboloids)  verbunden,  so  erhftit 
man  ein  einfaches  Sechsflach,  dessen  gegenüber- 
liegende Seitenflächen  sich  in  drei  Geraden  schnei- 
deD|  welche  in  einer  Ebene  liegen. 

Dieier  Sati  ist  durchaus  analog  dem  Pas ca Ischen  Satze 
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in  der  Ebene  und  enthält  zugleich  denselben  als  besonderen 
IFall  in  sich;  denn  durchschneiden  wir  die  räumliche  Figur 
durch  irgend  eine  Transyersalebene  b,  so  schneidet  dieselbe 
das  Hyperboloid  in  einem  Kegelschnitt^  die  sechs  Erzeugenden 
in  sechs  Punkten  eines  eingeschriebenen  Sechsecks ,  die  drei 
Paar  Gegenflachen  des  Sechsflachs  in  den  drei  Paar  Gegen- 
fieiten  des  einbeschriebenen  Sechsecks^  endlich  die  drei  Ge- 
xaden,  welche  in  einer  Ebene  liegen,  in  drei  Punkten,  welche  auf 
«iner  Geraden  liegen,  und  diese  drei  Punkte  sind  die  Durch- 
schnittspunkte der  gegenüberliegenden  Seiten  des  einbeschrie- 
l>enen   Sechsecks;   also   haben  wir   den  Pascalschen  Satz. 

Ebenso  ist  der  Satz  d)  desAnalogon  des  Brian chon sehen 
Satzes,  wenn  wir  denselben  für  irgend  sechs  Berührungs- 
«benen  eines  Kegels  zweiter  Klasse  aussprechen;  wir  haben 
xiur  nötig,  einen  beliebigen  Punkt  iB  des  Raumes  mit  den 
sechs  Erzeugenden  .durch  Ebenen  zu  verbinden. 

Dasselbe,  was  wir  für  das  erste  Sechsseit  I) 

^  ff  h  9i  h  ff2 

xiachgewiesen  haben,  gilt  in  gleicher  Weise  für  jedes  der 
f^f  übrigen  ü,  III,  IV,  V,  VI.  Die  aus  diesen  sechs  Sechs- 
weiten  resultierenden  Punkte  und  Ebenen  stehen  in  nahem 
usammenhange  mit  einander. 

Nehmen  wir  die  drei  ersten  Sechsecke: 

I)  iff    h  9\  k  92 

^)  i  9i  h  92  h  9 

II)  i  92h  9    h  9i^ 

o  liefert  der  Satz  a)  für  jedes  derselben  einen  bestimmten 
onkt,  nämlich  als  Durchschnittspunkt  der  drei  Ebenen: 

für    I):     [ijf,]     Pjfif]      [1^92']    ^^^  Pöi^t  ^; 

für  n):    [lg,]     [hff,]    [l,g]       „        „       p\ 

ffirUI):     [lg]      [1,92']     Pi^.]      ,;        v       f- 

L^en  wir  aber  andererseits  durch  die  drei  Punkte: 

{^9)       {^92)    Q29\)    ^^^  Ebene  s 
^^xni  durch 

Q'\9\)    (I92)     Q29)      ^ine  Ebene  «,, 
schneiden  sich  die  Ebenen  b  und  e^  in  einer  Geraden, 


\ 
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auf  welcher,   wie  wir  unmittelbEir  einsehen,  die   drei  Punkte 
)(>  p'  )>"  liegen  müssen. 

Denn  in  der  Ebene  a  liegt  der  Punkt  )f,  weil  er  einmal 
in  der  Schnittlinie  der  Ebenen  ['//j]  und  [l2ff]  liegt»  welche 
identisch  ist  mit  der  Verbindungslinie  der  Punkte  {lg)  und 
{h9i)^  und  weil  zweitens  er  in  der  Ebene  [lig^']  liegt,  welche 
den  Punkt  (Jig^)  enthält.  Andererseits  liegt  p  auch  in  der 
Ebene  £, ,  weil  dieser  Punkt  einmal  in  der  Schnittlinie  der 
Ebenen  [Iffx]  und  [^1^2]  liegt,  welche  identisch  ist  mit  der 
Verbindungslinie  der  Punkte  (J,^,)  und  {lg2)}  und  weil  er 
zweitens  in  der  Ebene  {l^g]  liegt,  welche  den  Punkt  (l^g) 
enthält.  Da  nun  p  in  beiden  Ebenen  e  imd  fj  üegt^  so 
dieser  Punkt  auch  in  der  Schnittlinie  |£f,  <  und  in  ganz  der- 
selben Weise  können  wir  aus  den  obigen  Buchstaben  ablesen, 
dafs  auch  die  beiden  andern  Punkte  f'  und  )>"  in  der  Schnitt- 
linie [se^l  liegen  müssen;  folglich  liegen  alle  drei  Punkte 
auf  einer  Geraden,  und  wir  haben  den  Satz: 

Bei  jedem  der   drei  auf  dem  einfachen  Hyper- 
boloid liegenden  Sechsecke: 


/ 

9      h    9i 

h    92 

l 

9x     h    9i 

h    9 

l 

92    h    9 

h    9i, 

deren  ungeradstellige  Seiten  Erzeugende  der  einen, 
und  dessen  geradstellige  Seiten  Erzeugende  der 
andern  Itegelschar  sind,  schneiden  sich  die  drei 
Uauptdiagona  Icn  in  einem  Punkte;  die  dadurch 
erhaltenen  drei  Punkte  liegen  auf  einer  Geraden. 
Wir  hätten  zum  Beweise  des  vorigen  Satzes  anstatt  einer 
der  beiden  Ebenen  e  oder  f,  auch  eine  dritte  Ebene  a.^  beuotzeu 
können,   nämlich  diejenige,  welche  durch   die  drei  Punkte: 

{h92)   ihi)   ^hü) 

gelegt  werden  kann. 

Diese  Ebene  mufs  ebenfalls,  wie  unmittelbar  abzulesen 
ist,  die  drei  Punkte  pp'p"  enthalten,  folglich  müssen  sich 
die  drei  Ebenen  e  c,  £2  in  derselben  Geraden  schneiden. 

Die  drei  Punkte  J)p' V",  welche  auf  einer  Geraden  liegen, 
wir  auch  anders  auffassen  als  allein  abhängig  von 


CT» 
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dem  ersten  Sechseck: 

I)  l  9  h  9i  k  9i\ 

es  ist  nämlich  ))  der  Durchschnittspunkt  der  drei  Hauptdiago- 
nalen, der  Punkt  ))'  aber  derjenige  Puukt,  in  welchem  sich 
die  drei  Ebenen 

Q/^i]   [gxh']  [92^ 

schneiden,  d.  h.  die  Ebenen  des  zweiten,  vierten  und  sechsten 
Winkels  des  Sechsecks  I),  und  endlich  der  Punkt  )>"  der 
Durchschnittspunkt  der  drei  Ebenen: 

d.  h.  der  Ebenen  des  ersten,  dritten  und  fünften  Winkels 
desselben  Sechsecks  I);  wir  können  also  den  vorigen  Satz 
auch  so  aussprechen: 

Bei  einem  auf  dem  einfachen  Hyperboloid  lie- 
genden Sechseck  schneiden  sich  die  drei  Haupt- 
diagonalen in  einem  Punkte  {jf),  die  drei  Ebenen 
der  geradstelligen  Winkel  des  Sechsecks  in  einem 
zweiten  Punkte  (^')  und  die  drei  Ebenen  der  un- 
geradstelligen  Winkel  des  Sechsecks  in  einem  drit- 
ten Punkte  (p");  diese  drei  Punkte  ^)  ^)' ))"  liegen 
auf  einer  geraden  Linie. 

Betrachten  wir  nun  die  drei  übrigen  Sechsecke: 

JIV)  lg   l^g^  I2  9i 

V)  l  9xh  9   k  92 

VI)  l  92  h  9i  h  9, 

und  zwar  zunächst  das  erste  derselben: 

IV)  I9li92h9u 

80  geht  die  Ebene  e  durch  die  Punkte  (lg)  {Ixg^  (}29i))  ^-  l^» 
durch  die  erste,  dritte  und  fünfte  Ecke  dieses  Sechsecks, 
femer  die  Ebene  «j  durch  die  Punkte  {l^g)  (Jig^)  (1292%  ^-  ^^ 
durch  die  zweite,  vierte  und  sechste  Ecke  dieses  Sechsecks, 
und  die  dritte  Ebene  e^  durch  die  Punkte  (Ig^)  {l^g)  {l\g\)) 
d.  h.  durch  diejenigen  drei  Punkte,  in  welchen  sich  die 
gegenüberliegenden  Seiten  des  Sechsecks  treffen;  da  nun  die 
die  drei  Ebenen  s  b^  £2  <lurch  dieselbe  Gerade  gehen,  so  haben 
wir  den  Satz: 

Bei  einem  auf  dem  einfachen  Hyperboloid  lie- 


124  §  18.  Das  Scchsseit  auf  dorn  Hyperboloid. 

genden  Sechseck  bestimmen  die  drei  ungeradstel- 
ligenEckeu  eine  Ebene  (f),  die  drei  geradstelligen 
£cken«eiue  zweite  Ebene  (£2)  nnd  die  dreigegenüber- 
stehenden Seiten  treffen  sich  in  dreiPunkten  einer 
dritten  Ebene  (€,).  Diese  drei  Ebenen  schneidcD 
sich  in  einer  und  derselben  Geraden  Iff^^^l* 

Dieselbe  Gerade  liefern  auch  die  Sechsecke  V  und  VI, 
und  wir  können  auch  folgenden  Satz  aussprechen: 

Bei  jedem  der  drei  auf  dem  einfachen  Hyper- 
boloid liegenden  Sechsecke: 

^9    h  92  k  9i 

l  9i  h  9    h  9i 

i  92  h  9\  k  9 

schneiden  sich  die  Ebenen  je  zweier  gegenüber- 
liegender Winkel  des  Sechsecks  in  drei  Geraden, 
welche  in  einer  Ebene  liegen.  Die  drei  dadurch 
erhaltenen  Ebenen  s  s^  62  laufen  durch  dieselbe 
Gerade. 

Wir  haben  bis  jetzt  nur  eine  Gerade  kennen  gelernt,  in 
welcher  sowohl  die  Punkte  )>  )f>  p"  liegen,  als  auch  die  Ebenen 
s  {,  62  sich  schneiden;  die  Figur  führt  aber  wegen  ihrer  dualen 
Natur  zugleich  auf  eine  zweite  (konjugierte)  Gerade.  Es 
liegen  nämlich  die  je  drei  Punkte: 

G9i)     (.h9)      (h92)  ^  ®i°®^  Ebene  ^ 

Q92)     Q29\)      ih9)     V        n  ;,         fi 

und  es. schneiden  sich  die  je  drei  Ebenen: 

\]'9^       Pifl'2]     p2^i]  ^  eiuem  Punkte  q 
\]'92^       [^i<7i]     Pa^/]     ^y       ;;  v         C|' 

P/7i]       Pi</]       [h92'\    yy       »  n  q", 

und  es  liegen  aus  gleichen  Gründen,  wie  vorhin,  die  drei 
Punkte  q  q'  q"  auf  einer  Geraden,  in  welcher  sich  gleichzeitig 
die  drei  Ebenen  %  gj  %2  schneiden. 

Wir  haben  also  den  dem  vorigen  analogen  Satz: 
Bei  jedem  der  drei  auf  dem  einfachen  Hyper- 
boloid liegenden  Sechsecke: 
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^9    h  92  k  9\ 

i  9i  h  9    k  92 

i  92  h  9\  h  9j 

deren  ungeradstellige  Seiten  Erzeugende  der  einen 
und  deren  geradstellige  Seiten  Erzeugende  der 
andern  Regelschar  sind,  schneiden  sich  die  drei 
Hauptdiagonalen  in  einemPunkte;  die  dadurch  er- 
haltenen drei  Punkte  qq'q"  liegen  auf  einer  Geraden. 
Bei  jedem  der  drei  auf  dem  einfachen  Hyper- 
boloid liegenden  Sechsecke: 

i  9    k  9\  k  92 

i  9i  h  92  k  9 

^  92^  9    h  9\ 

schneiden  sich  die  Flächen  je  zweier  gegenüber- 
liegender Winkel  des  Sechsecks  in  drei  Geraden, 
welche  in  einer  Ebene  liegen;  die  drei  dadurch 
erhaltenen  Ebenen  ({;  gj  ^^  schneiden  sich  in  einer 
Geraden,  welche  mit  der  vorigen  jqq'q";  identisch  ist. 
Da  jede  Ebene  {ligk]  eine  Berührungsebene  des  Hyper- 
boloids in  dem  Punkte  Qi  gu)  ist,  so  ist  der  Schnittpunkt  dreier 
solcher  Ebenen  der  Pol  (S.  llö)  derjenigen  Ebene,  welche 
die  gleichnamigen  Punkte  verbindet  und  jede  Ebene,  welche  drei 
solche  Punkte  verbindet^  die  Polarebene  desjenigen  Punktes^ 
in  welchem  die  gleichnamigen  Ebenen  sich  schneiden;  wir 
haben  also  in  unserer  Figur  folgende  Polaritätsbeziehungen 
rQcksichtlich  des  Hyperboloids: 

Pol  ^  und  Polarebene  5 


Da  aber  die  dre 


y} 


jt 


9       ^'        )9 


■ 


ff 


n 


yt 

99 
99 
>? 

>i 
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Ebenen  ff,  gj  sich  in  der  Geraden  !qq'q" 
und  die  drei  Ebenen  «f,  £3  sich  in  der  Geraden  |pp'p''|  schnei 
den,  so  sind  die  beiden  Geraden: 

und 


f.  ff 


VVP 


f  ^>f 
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konjugierte  Gerade  in  Bezug  auf  das  Hyperboloid,  und  wir 
sehen  die  schon  früher  erkannte  doppelte  Eigenschaft  kon- 
jugierter Geraden  bestätigt,  dafs  sowohl  die  Ebenen  dorth 
eine  derselben  ihre  Pole  auf  der  anderen  Geraden  haben, 
als  auch  die  Polarebenen  von  den  Punkten  der  ersten  Gera- 
den durch  die  zweitte  Gerade  gehen.  Da  hiemach  zu  jedem 
Punkte  die  Polarebene,  zu  jeder  Ebene  der  Pol,  zu  jeder 
Geraden  die  konjugierte  Gerade  konstruiert  wird,  so  tritt  uns 
auch  hier,  wie  in  §  17,  das  räumliche  Polarsystem  ent^ 
gegen,  dessen  Zusammenhang  und  Eigenschaften  eine  weitere 
Verfolgung  dieser  Untersuchung  ergeben  würde.  Wir  ziehen 
aber  die  direkte  Herleitung  im  nächsten  Paragraphen  vor  und 
bemerken  nur  noch,  dafs  eine  Transversalebene,  welche  unsere 
räumliche  Figur  durchschneidet,  nicht  allein,  wie  oben  be- 
merkt, den  Pascal  sehen  Satz  liefert,  sondern  auch  die 
Stein  ersehe  Erweiterung  desselben  (Th.  d.  E.  §  28)  indem 
sie  zeigt,  dafs  die  den  drei  Sechsecken  I  H  HI  zugehörigen 
Pascal  scheu  Linien  durch  einen  St  ein  ersehen  Punkt  laufen 
(den  Durchschnittspunkt  der  Transversalebene  mit  der  Ge- 
raden )))>'))'' 1)9  sowie,  dafs  die  beiden  Stein  ersehen  Punkte, 
welche  den  Sechsecken  I  H  HI  und  IV  V  VI-  zugehoren, 
konjugierte  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  sein  müssen, 
weil  V^^'P'I  u^^  I^H'^V'I  konjugierte  Geradein  Bezug  auf  das 
Hyperboloid  sind. 

§  19.  Das  räumliche  Polarsystem.    Konstruktion  desselben 
aus  den  Elementen  der  projektiviachen  (Gebilde. 

Wir  wollen  das  räumliche  Polarsystem,  auf  welches  wir 
im  Vorigen  von  verschiedenen  Gesichtspunkten  aus  gekommen 
sind,  unmittelbar  aus  den  Elementen  der  projektivischen  Ge- 
bilde konstruieren ,  welche  das  Hyperboloid  erzeugen ,  und 
können  dazu  entweder  die  Erzeugung  durch  zwei  projek- 
tivische  Ebcnenbüschel  oder  durch  zwei  projektivische  Punkt- 
reihen wählen.  Sind  auf  den  im  Räume  sich  nicht  treffenden 
geraden  Trägern  l  und  /]   zwei  projektivische  Punktreihen: 

/  (vib  c .  .  .  V  .  . .)    und    /,  (a,  bj C|  .  .  .  \\  . . .) 

gegeben,  so  bilden  die  Verbindungslinien  rVi  entsprechender 
Punkte    eine   Ucgclschar  des  Hyperboloids,    welches   gleich- 
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zeitig,  wenn  wir  die  Ebenen: 

bezeichnen,  als  das  Erzeugnis  der  beiden  projektivischen 
Ebenenbüschel  i[):|]  und  Z|  [jc]  erscheint,  weil  identisch 

ist  (S.  88). 

Wir  ordnen  nunmehr  einer  beliebigen  Ebene  b  im  Räume 
einen  bestimmten  Punkt  ^>  in  folgender  Weise  zu: 

Die  Ebene  b  trifft  die  beiden  Träger  l  und  l^  in  zwei 
Punkten  jc  und  tjx,  deren  entsprechende  V]  und  i)  seien;  die 
Verbindungslinie  | ):( 1)  |  trifft  die  Ebene  s  in  einem  Punkte  p^ , 
zu  welchem  man  den  zugeordneten  vierten  harmonischen 
Punkt  p  ermittelt,  so  dafs  das  Doppelverhältnis: 

ist;  dann  heifst  der  zu  b  in  dieser  Weise  zugeordnete  Punkt  )> 
der  Pol  der  Ebene  s. 

Andererseits  können  wir  einem  beliebigen  Punkte  ^)  im 
Kanme  eine  bestimmte  Ebene  b  zuordnen,  die  so  konstruiert 
wird: 

Die  beiden  Ebenen,  welche  !p  mit  den  Trägem  l  und  Z| 
verbinden,  heifsen  |  und  17,;  ihre  entsprechenden  in  den 
beiden  erzeugenden  Ebenenbüscheln  seien  |]  und  17;  die 
Schnittlinie  1 1|  iy  |  mit  ^>  verbunden  liefert  eine  dritte  Ebene  fj , 
and  die  derselben  zugeordnete  vierte  harmonische  Ebene  b, 
für  welche  das  Doppelverhältnis: 

ist,  heifst  die  Polarebene  des  Punktes  p. 

Das  ganze  System  der  in  dieser  Weise  einander  zugeord- 
neten Punkte  und  Ebenen  (räumliches  Polarsystem)  nach  der 
ersten'  Konstruktion  fällt  mit  dem  nach  der  zweiten  Kon- 
struktion identisch  zusammen ;  denn  es  ist  leicht  nachzuweisen, 
dafs  die  zu  einem  gegebenen  Punkte  p  nach  der  zweiten  Kon- 
struktion gefundene  Ebene  b  gerade  diejenige  ist,  deren  Pol 
nach  der  ersten  Konstruktion  der  gegebene  Punkt  p  ist.  In 
der  That,  es  giebt  durch  p  nur  einen  bestimmten  Strahl, 
welcher  beiden  Trägern  {  und  l^  gleichzeitig  begegnet  in  den 
Punkten  t)  und  je,;  die  Ebenen  [/):,]  =  ?  und  [Z,l)]»=i/,  haben 
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in  den  das  Hyperboloid  erzeugenden  Büscheln  zu  ihren  ent- 
sprechenden li  und  ri,  welche  dadurch  gefunden  werden,  dafs 
wir  zu  den  Punkten  t)  und  x^  auf  den  Tragern  l^  und  I  die 
entsprechenden  Punkte  \)^  und  j:  der  beiden  projektiTischen 
Punktreihen  aufsuchen  und  die  Ebenen: 

ll\h]  =  V    und     |/,):]  =  li 
legen,  wobei  identisch  wird: 

|tt),|  =  .6,i?|. 

Durch  die  Schnittlinie  l^ii]],  welche  also  identisch  ist 
mit  der  Verbindungslinie  !rt)il,  wird  nun  eine  dritte  Ebene  £| 
gelegt,  die  durch  p  geht,  also  die  Ebene  [)>)cl)i];  und  endlich 
die  zugeordnete  vierte  harmonische  £;  diese  vier  harmonischen 
Ebenen  g|  17  £,  £  treffen  aber  die  Gerade,  auf  welcher  die 
Punkte  Vi  \)  p  liegen,  in  vier  harmonischen  Punkten,  und  zwar 
sind  dies  die  Punkte:  Xi  ^  p  und  der  dem  letzteren  zugeord- 
nete vierte  harmonische  Punkt  p^ ,  durch  welchen  die  gesachte 
Ebene  e  gehen  mufs;  um  nun  umgekehrt  im  Sinne  der  ersten 
Konstruktion  zu  der  Ebene  e  den  Pol  zu  erhalten,  haben 
wir  die  Schnittpunkte  x  und  t)^  derselben  mit  den  Tragem 
l  und  /(  aufzusuchen,  die  entsprechenden  Punkte  Xi  und  t) 
zu  nehmen,  die  Verbindungslinie  \Xi^)\  zu  ziehen  und  ihren 
Schnittpunkt  mit  £,  d.  h.  den  Punkt  !pi  zu  ermitteln:  dann 
ist  der  ihm  zugeordnete  vierte  harmonische  Punkt,  der  ge- 
suchte Pol,  offenbar  nichts  anderes  als  der  ursprüngliche 
Punkt  )>;  wir  haben  also  das  Resultat: 

Wenn  man  zu  einer  beliebigen  Ebene  £  im  Sinne 
der  ersten  Konstruktion  den  Pol  p  ermittelt,  so 
ist  die  Ebene  £  zugleich  die  Polarebene  des  Punktes 
p  im  Sinne  der  zweiten  Konstruktion. 

Wir  untersuchen  jetzt  die  Abhängigkeit,  in  welcher  Pol 
und  Polarebene  zu  einander  stehen  und  drehen  hierzu  die 
Ebene  e  zunächst  um  eine  feste  Axe  s;  wie  verändert  sich 
dabei  der  Pol  p? 

Die  Ebene  s  schneidet  die  Tniger  /  und  /,  in  den  Punkten 
V  und  i},,  deren  entsprechende  t,  und  i\  sind;  der  Schnitt- 
punkt von  e  mit  der  Verbindungslinie  i,i\]  ist  pj  und  der 
zugeordnete  vierte  harmonische  Punkt  der  gesuchte  Pol  p. 
Bei  der  Bewegung  von  a  suchen   wir  zunächst  den  Ort  das 
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Punktes  )f^  auf.  Nehmen  wir  einen  beliebigen  Punkt  o  der 
Geraden  5  und  legen  alle  Ebenen  [oxTil)  so  umhüllen  dieselben^ 
wie  wir  wissen^  einen  Kegel  Ä<^>,  das  Erzeugnis  zweier  pro- 
jektivischer  ebener  Strahlenbüschel  in  den  Ebenen  [oZ]  und 
[e!,]  (S.  26);  die  um  den  Strahl  s  sich  drehende  Ebene  s 
schneidet  die  Ebenen  [oT]  und  [ol^]  in  den  beiden  Strahlen 
\oj:\=^  X  und  |o^J  «==  ^i ,  deren  entsprechende  Xi  und  y  sind; 
die  Schnittlinie: 

Uegtf  wie  wir  wissen  (S.  31),  in  einer  festen  Ebene,  welche 
notwendig  alle  Schnittpunkte  {s,  \Xi^)\)  =  '9i  enthalten  mufs. 
Nehmen  wir  einen  zweiten  Punkt  o'  des  Strahls  s  und  machen 
dieselbe  Konstruktion,  wie  für  o,  so  erhalten  wir  eine  zweite 
£bene,  welche  aus  demselben  Grunde  die  Punkte  (e,  |):i^|)  =  )>] 
enthalten  mufs.  Da  diese  Punkte  aber  gleichzeitig  in  zwei 
£benen  liegen,  so  müssen  sie  auf  einer  Geraden  g^,  der 
SchnitUinie  jener  beiden  Ebenen,  liegen,  und  lassen  wir  den 
Punkt  0  auf  dem  Strahle  s  wandern,  so  müssen  alle  jene 
£benen  um  dieselbe  Gerade  g^  sich  drehen. 

Nachdem  wir  als  Ort  des  Punktes  )f^  eine  bestimmte 
Gerade  g^  gefunden  haben,  erkennen  wir  auch  leicht,  wie 
sich  ))|  auf  dieser  Geraden  g^  verändert.  Die  Punkte  x  ^i^d 
l}i  beschreiben  nämlich  bei  der  Drehung  der  Ebene  £  um  s 
zwei  perspektivisch  liegende,  also  projektivische,  gerade  Punkt- 
reihen auf  den  TnLgem  l  und  2|,  und  da  die  Punktreihe, 
welche  jrj  beschreibt,  mit  der  von  x  beschriebenen,  die  Punkt- 
reihe, welche  t)  beschreibt,  mit  der  von  X)^  beschriebenen 
projektivisch  ist,  so  sind  auch  die  von  ji*,  und  i)  beschriebenen 
Pnnktreihen  projektivisch,  also  beschreibt  die  Verbindungs- 
linie IjT]^!  eine  Begelschar  eines  einfachen  Hyperboloids  ^(^). 
[Dieses  Hyperboloid  ist  verschieden  von  dem  Erzeugnis  der 
beiden  ursprünglich  gegebenen  projektivischen  Punktreihen; 
es  hat  mit  demselben  die  beiden  Erzeugenden  l  und  jfj  gemein 
und  anfeerdem  noch  zwei  (reelle  oder  imaginäre)  Gerade, 
nämlich  diejenigen  beiden  Erzeugenden  der  Regelschar  |}rjr,  |, 
welche  der  Geraden  g^  begegnen.  Die  beiden  Hyperboloide 
haben  also  im  allgemeinen  ein  windschiefes  Yierseit  gemein.] 
Das  Hyperboloid  ^w  geht  aufser  durch  die  beiden  Träger 
/  und  /,  auch  durch  die  Gerade  g^ ,  welche  der  andern  Itegel- 
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schar  dieses  Hyperboloids  angehört,  weil  die  Gerade  g^  Mmt* 
liehen  Erzeugenden  |  Xi  1)  |  begegnet.    Der  Punkt  ^,  durchliuft. 
also  auf  der  Erzeugenden  g^  eine  gerade  Punktreihe,  welche 
mit  der  von  x^,  von  \)y  also  auch  von  Xt  von  t),  .beschrieben 
und  daher  mit  dem  von  der  Ebene  f  beschriebenen  Ebenen 
büschel  projektivisch  ist. 

Während    die  Ebene   €    sich    um    den    Strahl 
dreht,  beschreibt  also  der  Punkt  p,  auf  einer  be 
stimmten  Geraden  g^   eine  Punktreihe,  welche  mi       t 
dem   von    s  beschriebenen  Ebenenbüschel   projek 
tivisch  ist 

Die  Gerade  |r|  t)  |  durchläuft  nun  eine  Regelschar  auf  d 
Hyperboloid  und  eiitliält  die  drei  veränderlichen  Punkte  ]r,  t))}| 
welche  auf  drei  Erzeugenden  l^  l  g^   der  andern  Regelscha 
projektivische  Punktreihen  durchlaufen;  konstruieren  wir 
diesen   drei  Punkten  den  vierten  harmonischen,  dem  )>, 
geordneten  Punkt  )fy  so  dafs  das  Doppel  Verhältnis: 

ist,  dann  mufs  nach  einem  früher  bewiesenen  Satze  (S.  93^ 
der  Punkt  p  auf  einer  vierten  (harmonischen)  Erzeugende 
g  desselben  Hyperboloids  sich  bewegen,  so  dafs  lilg^g  eine 
und  derselben  Regelschar  angehören,  und  der  Punkt  p  wi 
auf  dieser  Geraden  g  eine  Punktreihe  durchlaufen,  die  eben-- 
falls  mit  dem  von  der  Ebene  s  beschriebenen  EbenenbflscheC 
projektivisch  ist.     Wir  haben  also  den  Satz: 

Dreht  sich  eine  Ebene  cum  einen  festen  Strahl 
so  bewegt  sich  ihr  Pol  p  auf  einer  Geraden  g  un 
beschreibt  eine  Punktreihe,   welche  mit  dem  Ton 
der  Ebene  e  beschriebenen  Ebenenbüschel  projek- 
tivisch ist. 

Hierzu  tritt  nun  noch  eine  zweite  für  das  Polarsystem 
charakteristische  Eigenschaft  hinzu,  nämlich:  Das  von  i 
beschriebene  Ebenenbüschel  und  die  von  )p  be- 
schriebene gerade  Punktreihe  liegen  involutorisch. 

Um  dies  nachzuweisen,  haben  wir  zu  zeigen,  dafs  wenn 
in  der  angegebenen  Weise  für  eine  durch  .s  gelegte  Ebene  i 
der  Pol ))  konstruiert  ist,  auch  eine  durch  5  und  )f  gelegte  neue 
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Ebene  ihren  Pol  in  der  Ebene  s  hat,  also  in  dem  Darch- 
schnittspunkte  derselben  mit  g. 

Wir  haben  unserer  Bezeichnung  gemäfs: 

und  die  entsprechenden  Punkte: 

h     und    ^, 
femer  den  Schnittpunkt: 

und  den  zugeordneten  vierten  harmonischen  Punkt  )>,  so  dafs 
das  Doppelyerhältnis: 

ist;  legen  wir  durch  den  Strahl  s  in  der  Ebene  €  und  durch 
den  Punkt  ^  eine  neue  Ebene,  welche  den  Trägern  l  und  l^ 
in  den  Punkten: 

j    und    tj 

l>egegnet,  deren  entsprechende  sind: 

g,     und    t, 

€3ann  findet  wegen  der  Projektivitat  der  erzeugenden  Gebilde 
die  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  statt: 

^Iso  auch 

oder,  wenn  wir  diese  Punkte  mit  der  Axe  s  durch  Ebenen 
verbinden,  die  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  in  den  beiden 
koaxialen  Ebenenbüscheln: 

xiun  liegen  die  Punkte  x  ^nd  ^|  in  derselben  Ebene  mit  s 
xind  ebenso  auch  j  und  t|  in  einer  Ebene   mit  Sy    folglich 

ist  auch: 

5[t)it)t,t]=s[j:}:ijj,] 
oder 

Da  aber  in  diesen  beiden  projektivischen  Ebenenbüscheln 
mit  gemeinschaftlicher  Axe  s  der  Ebene  [$i),]  =  [sy]  die  Ebene 
^4(j]«»  [5t|]  und  gleichzeitig  derselben  Ebene  [sy:']  im  andern 
fiüschel  die  Ebene  [stj    im  ersten   Büschel  entspricht,   so 
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liegen  die  beiden  projektivischen  Ebenenbüschel  inyolntoriscb, 
d.  h.  die  sechs  Ebenenpaare: 

[sx]  und  [sj],     [st)]  und  [5j,J,  ^[s{]  und  [s^,l 

gehören    einer  Ebeneninvolution   an,    und  daraus   folgt  dii 
Gleichheit  der  Doppelverhältnisse: 

•     5[Xit)]L-5]=s[tj,Sv]. 
Nun  ist  aber  s  [Xi  t)  V  j] = « [Xi  ^  "fi  V]  folglich,  da  (jr,  ^  ^)j  j))  =  — 
ist:  «[tjiäX]^ 1, 

und  hieraus  folgt,  dafs  die  Ebene  [s  r]  durch  den  vierten  har- 
monischen Punkt  auf  |j^,t    gehen  mufs,   welcher   zugeordni 
ist  dem  Schnittpunkte  der  Ebene  [sj]  mit  dem  Strahle    }it|=iL 
d.  h.  der  Pol  der  Ebene  [s^j]  liegt  in  der  Ebene  [sx]  oder  i^ 
Hierdurch   ist  die  involutorische  Lage  beider  projektivischei 
Gebilde  erwiesen,  und  wir  können  diese  involutorische  Eigen- 
schaft,  welche  für  das  Polarsjstem  charakteristisch  ist,  ii 
der  Form  aussprechen: 

Wenn   p    der   Pol    einer!      Wenn  s  die  Polarebeni 
Ebene  £  ist  und  p' ein  be-|eines  Punktes  p   ist   un< 
liebiger  Punkt  der  Ebene  £'  eine  beliebige  durch 
£,  so  mufs  die  Polarebene  gelegte  Ebene,    so    mufs- 
€    des    Punktes    p'    durch  der  Pol    p'    der    Ebene    £ 
den    Pol    p    der    Ebene   £.iuder   Polarebene    £   des 
gehen.  'Punktes  p  liegen. 

Die  Schnittlinie  se'  und  die  Verbindungslinie  |pp'|  • 
heifsen  konjugierte  Gerade  im  Polarsystem  und  sollen  -^ 
demgemüfs  durch  s  und  5,  bezeichnet  werden;  sie  besitzen 
nicht  allein  die  Eigenschaft,  dals  die  durch  5  gelegten  Ebenen 
ihre  Pole  auf  s^  haben,  sondern  auch  die  umgekehrte,  dafs 
die  durch  5,  gelegten  Ebenen  ihre  Pole  auf  s  haben.  Denn 
seien  p  und  p'  die  Pole  von  zwei  Ebenen  s  und  «',  die  sich 
in  s  s=  <  f ,  £  schneiden,  so  wird  irgend  eine  durch  die  Ver- 
bindungslinie pv'  «=5,  gelegte  Ebene,  weil  sie  durch  p 
geht,  ihren  Pol  in  der  Ebene  f,  uud  weil  sie  durch  p'  geht, 
ihren  l^ol  in  der  Ebene  £  haben  müssen,  also  in  der  Schnitt- 
linie \££\'='S.  Hierdurch  rechtfertigt  sich  also  die  Benen- 
nung „konjugierte  Gerade'^ 
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Wenn  zwei  beliebige  Gerade  s  und  t  im  Räume 
sich  treffen,  so  müssen  auch  ihre  konjugierten 
Geraden  ^i  und  ^j  sich  treffen,  denn  durch  s  und  t 
kann  eine  Ebene  gelegt  werden,  deren  Pol  sowohl  auf  s^ 
als  auch  auf  t^  liegen  mufs;  da  sie  aber  nur  einen  Pol  hat, 
so  müssen  sich  s^  und  t^  in  demselben  begegnen ;  gleichzeitig 
wird  auch  der  Schnittpunkt  {st)  der  Pol  der  Ebene  [5,^|] 
sein.  Ziehen  wir  eine  beliebige  dritte  Gerade  durch  den 
Punkt  J)  =  (st),  so  mufs  ihre  konjugierte  Gerade  sowohl  5, , 
als  auch  t^  treffen,  und  da  beide  in  derselben  Ebene  liegen, 
80  mufs  auch  die  konjugierte  Gerade  in  dieser  Ebene  liegen. 
Wir  erhalten  also  mit  dem  dual  gegenüberstehenden  Ergebnis 
zusammen  folgenden  Doppelsatz: 

• 

Zu  sämtlichen  Strahlen  Diezusämtlichen  Strah- 
^,  die  durch  einen  Punktip  len  s^,  welche  in  einer 
im  Räume  gehen,  liegen  Ebene  s  liegen,  konju- 
die  konjugierten  Strah-  gierten  Strahlen  s  lau- 
len  5|  in  einer  und  der-  fen  durch  einen  und  den- 
selben Ebene  s,  der  Po-  selben  Punkt  )>,  den  Pol 
larebene  des   Punktes   p.  der  Ebene  s. 

Wir  erkennen  femer  unmittelbar  folgende  Eigenschaft 
]£ODJugierter  Strahlen  im  Polarsystem: 

Wenn  eine  beliebige  Gerade  t  gleichzeitig  zwei 
l^onjugierte  Strahlen  ss^  im  Polarsjsteme  trifft, 
80  mufs  auch  die  zu  t  konjugierte  Gerade  t^  dem 
Paare  ss^  begegnen. 

In  der  That,  der  Schnittpunkt  (ts)  hat  zur  Polarebene 
eine  durch  5^  gehende  Ebene  und  der  Schnittpunkt  {ts^) 
eine  durch  s  gehende  Ebene-,  diese  beiden  Polarebenen  schnei- 
den sich  aber  in  ^|,  der  konjugierten  Geraden  zu  t]  folglich 
mufs  diese  Schnittlinie,  weil  sie  mit  s  und  s^  in  je  einer 
^bene  liegt,  die  beiden  Geraden  s  und  s^  treffen.  Die  beiden 
Strahlenpaare  sSi  und  tt^  bilden  demnach  ein  windschiefes 
Tierseit,  von  welchem  jede  Ecke,  in  der  sich  zwei  Seiten 
treffen,  der  Pol  derjenigen  Ebene  ist,  in  welcher  die  beiden 
tLbrigen  Seiten  liegen,  nämlich: 

der  Punkt  {st)  der  Pol  der  Ebene  [s^t^] 
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der  Punkt  (Sit)  der  Pol  der  Ebene  [st^] 

Die  vier  Ebenen  [sf]  [st^]  [s^{]  [s,  ^,]  schneiden  sich  aber 
zn  je  dreien  in  den  vier  Punkten  (Siti)  (s^t)  (5^,)  {st)j  zu 
je  zweien  aufser  in  den  vier  Geraden  st8^tl  noch  in  zwei 
andern  Geraden,  nämlich  den  Schnittlinien  der  Ebenen: 

[s^i]    und     [5i  f] 
[s{]      und     [S|^,], 

dem  dritten  Paar  Gegenkanten  des  Tetraeders ,  von  welchem 
s  und  s, ,  t  und  ti  zwei  Paar  Gegenkanten  sind.  Die  Schnitt- 
linie der  Ebenen: 

[s^,]    und     [s^t] 

ist   aber  offenbar    identisch    mit    der  Verbindungslinie   der 

Punkte: 

(st)    und    (5,  f,), 

folglich  ist  auch  das  dritte  Paar  Gegenkanten  des  Tetraedern 
ein  Paar  konjugierter  Strahlen ^  und  wir  erhalten  den  Satz^' 

Wenn  von  einem  Tetraeder  zwei  Paare  Gegen 

kanten    konjugierte   Strahlen    eines    Polarsystems    - 
sind,  so  ist  auch  das  dritte  Paar  Gegenkanten  ein     - 
Paar  konjugierter  Strahlen,  sowie  jede  Ecke   der    " 
Pol  der  gegenüberliegenden  Seitenfläche  und  jede 
Seitenfläche  die  Polarebene  der  gegenüberliegen- 
den Ecke. 

Ein  solches  Tetraeder  nennt  man  ein  Polartetraeder 
im  Polarsystem.  Polartetraeder  können  in  grofsor (sechsfach- 
unendlicher) Mannigfaltigkeit  hergestellt  werden,  indem  eine 
Ecke  a  willkürlich  angenommen,  in  der  Polarebene  a  der 
Ecke  a  die  zweite  Ecke  b  willkürlich  gewählt  und  in  der 
zu  |ab|  konjugierten  Geraden  die  dritte  Ecke  c  willkürlich 
fixiert  wird;  die  vierte  Ecke  b  ist  dann  vollständig  bestimmt 
als  Pol  der  Ebene  [abc] 

Nehmen  wir  zwei  Polartetraeder  eines  räumlichen  Polar- 
systems an: 

a  b  c  b    und    a^  b,  c,  bj, 

80  lälst  sich  zwischen  denselben  ein  gewisser  Zusammenhang 
erkennen,  der  aus  folgender  Betrachtung  hervorgeht: 
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Die  Pankte  einer  geraden  Punktreihe  und  ihre  Polar- 
ebenen, die  ein  Ebenenbüschel  bilden,  sind,  wie  wir  wissen, 
allemal  projektiyische  Gebilde  (die  inyolutoriscli  liegen)  und 
umgekehrt;  nehmen  wir  die  vier  Ebenen: 

[abc]    [afcb]    [abcj    [abb,], 

welche  ein  Büschel  bilden  |ab' [cbCibi],  so  werden  die  Pole 
dieser  vier  Ebenen  sein  die  vier  Punkte: 

b    c    (|cb|,  [a,b,b,])     (leb!,  Caibjcj) 

der  Geraden  cb;  wenn  wir  diese  vier  Punkte  mit  der  Ge- 
raden I  a|b|  {,  durch  vier  Ebenen  verbinden,  so  muTs  dies  neue 
Ebenenbüschel  mit  dem  vorigen  projektivisch  sein,  d.  h. 

|ab|[cbcib,]  A  ia,bi|  [bcbjC,] 

and  hieraus  folgt: 

|ab|[cbCibi]  A  |a,b,!  [cbc^b,],  d.  h.: 

Wenn  man  irgend  eine  Kante  des  einen  und 
eine  Kante  des  andern  Polartetraeders  mit  den 
übrigen  vier  Tetraederecken  durch  vier  Ebenen- 
paare verbindet,  so  erhält  man  allemal  zwei  pro- 
Jektivische  Ebenenbüschel,  und  da  diese  ein  Ujper- 
l)oloid  erzeugen,  so  geht  hieraus  hervor,  dafs  sich 
auf  diese  Art  durch  die  acht  Ecken  zweier  Polar- 
tetraeder 36  Hyperboloide  legen  lassen. 

§.  20.    Die  incidenten  Elemente  des  räumliehen 

Folarsystems. 

Die  vorige  Konstruktion  des  räumlichen  Polarsjstems 
liefert  im  allgemeinen  eine  paarweise  Zuordnung  der  Punkte, 
Ebenen  und  Strahlen  im  Räume  vermittelst  des  Hyperboloids. 
Es  ist  von  Wichtigkeit,  solche  zugeordneten  Elemente  des 
Polarsystems  aufzusuchen,  die  in  einander  fallen  (incident 
sind)  oder  sich  treffen. 

Nehmen  wir  anstatt  einer  beliebigen  Ebene  im  Baume 
eine  besondere  Ebene  s,  welche  durch  einen  der  beiden 
Trager  (etwa  durch  T)  der  erzeugenden  projektivischen  Puukt- 
reihen  hindurchgeht,  und  suchen  nach  der  vorigen  Konstruk- 
tion ihren  Pol  )>  auf.     Da  die  Ebene  s  durch  l  geht,   so 
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wird  v  völlig  unbestimmt,  dagegen  ist  t)|  ein  bestimmter 
Punkt,  der  Schnittpunkt  {b,  l^) ;  ihm  entspricht  ein  bestimmter 
Punkt  tj  ]  der  Punkt  y:^  ist  natürlich  auch  durchaus  unbestimmt, 
also  auch  die  Gerade  i)jC]',  liegt  aber  in  einer  bestimmten  Ebene 
[i)Zi]  und  diese  Gerade  \X)j:\\  ^^  die^Ebene  f  trotz  ihrer  Un- 
bestimmtheit immer  in  demselben  Punkte  t)]  es  fallt  also  ^| 
mit  t)  zusammen,  und  da  von  den  vier  harmonischen  Punkten 
Xi  X)  pi  f  die  beiden,  X)  und  )fi^,  zusammenfallen,  ^|  aber  ge- 
trennt liegt,  so  mufs  ))  in  ))  hineinfallen,  d.  h.  p  koincidiert 
mit  t). 

Der  Pol  einer  durch  den  Träger  l  gelegten 
Ebene  s  liegt  in  dieser  Ebene  selbst  und  ist  auf 
der  Geraden  l  derjenige  Punkt,  in  welchem  die  in 
dieser  Ebene  enthaltene  einzige  Gerade  g  der  an- 
dem  Regelschar  die  Gerade  l  trifft. 

Da  die  Ebene  e^  wie  wir  wissen,  Berührungsebene  des 
Hyperboloids  und  der  Punkt  (g,  1)  der  BerQhrungspunkt  der- 
selben ist,  so  können  wir  auch  sagen: 

Die  Berührungsebene  s  des  Hyperboloids  und 
ihr  Berührungspunkt  bilden  ein  besonderes  Paar 
von  Polarebene  und  Pol  des  räumlichen  Polar- 
systems. 

Drehen  wir  die  Ebene  e  um  die  Axe  Z,  so  bleibt  ihr 
Pol  auf  ihr,  mithin  ist  die  Gerade  l  ein  sich  selbst  kon- 
jugierter Strahl  im  Polarsystem;  ebenso  auch  ij. 

Zweitens  verbinden  wir  zwei  entsprechende  Punkte  r 
und  Vi  der  projekti vischen  Puuktreihen  auf  den  Trägem 
l  und  /f  durch  die  Gerade: 

dann  wird  die  Polarebene  von  v  nach  dem  Vorigen  die  Ebene 
[/Vj]  und  die  Polarebene  von  v,  die  Ebene  [/, v]  sein,  also 
der  konjugierte  Strahl  zu  Ivv, '  wird  die  Schnittlinie: 

|J/rJ[/,v]   =jviV 
sein,   d.  h.  jede  Erzeugende   ^,  der  zweiten  Regel- 
schar  des    Hyperboloids    ist   ein   sich    selbst    kon- 
jugierter Strahl  des  räumlichen  Polarsystems. 

Hieraus  folgt  weiter,  dals  alle  durch  eine  Erzeugende  ^« 
gelegten  Ebenen  ihre  Pole  auf  sich  selbst  haben  müssen,  weil 
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er  auf  Qx  liegt  Dies  sind  aber  die  sämtlichen  Berührungsebenen 
des  Hyperboloids,  wie  wir  oben  gesehen  haben;  wir  finden 
also  jetzt  allgemein  bestätigt,  dafs  jede  Berührungsebene  des 
Hyperboloids  ihren  Pol  auf  sich  selbst  hat.  Um  nun  aber 
die  Lage  desselben  in  der  Berührungsebene  und  zwar  auf 
der  in  ihr  liegenden  Erzeugenden  g^  vollständig  zu  ermitteln, 
müssen  wir,  da  uns  die  obige  Konstruktion  hier  im  Stich 
läTst,   anders  verfahren. 

Nehmen  wir  in  einer  durch  die  Erzeugende  g  beliebig 
gelegten  Ebene  x  irgend  eine  Gerade  s  und  ermitteln  ihre 
konjugierte  Gerade  s^ ,  so  wird  dieselbe  im  allgemeinen  nicht 
in  X  hineinfallen,  sondern  diese  Ebene  r  in  dem  gesuchten 
Pol  t  treffen,  welcher  auf  g  liegen  muis,  weil  g  eine  sich 
selbst  konjugierte  Gerade  ist;  dadurch  ist  also  der  Pol  t 
der  Ebene  r  ermittelt.  Wenn  wir  auf  s  einen  Punkt  jc  sich 
bewegen  lassen,  so  beschreibt  die  Polarebene  |  um  die  Axe  s^ 
ein  Ebenenbüsche],  welches  projektivisch  ist  mit  der  von  x  be- 
schriebenen Punktreihe  und  mit  derselben  involutorisch  liegt; 
d.  h.  wenn  die  Ebene  |  dem  Strahle  s  in  Xi  begegnet,  so 
sind  X  und  Xx  konjugierte  Punkte  einer  Punktinvolution; 
diese  ist  in  unserem  Falle  hyperbolisch  und  hat  zu  einem 
Asymptotenpunkt  den  Durchschnittspunkt  der  Erzeugenden  g 
mit  dem  Träger  s,  weil  eben  g  ein  sich  selbst  konjugierter 
Strahl  ist.  Die  Punktinvolution  hat  daher  notwendig  noch 
einen  zweiten  reellen  Asymptotenpunkt;  verbinden  wir  diesen 
mit  dem  Punkte  t,  so  erhalten  wir  offenbar  einen  zweiten 
Strahl  l  in  der  Ebene  r,  welchem  auch  ein  sich  selbst  kon- 
jugierter Strahl  des  räumlichen  Polarsystems  sein  mufs,  weil 
von  zweien  seiner  Punkte  die  Polarebenen  durch  ihn  selbst 
gehen.  Wir  erhalten  also  in  der  durch  die  Erzeugende  g 
gelegten  Berührungsebene  r  aufser  g  noch  einen  zweiten 
sich  selbst  konjugierten  Strahl  l  des  räumlichen  Polarsystems 
und  der  Schnittpunkt  {gl)  ist  der  Pol  der  Ebene  r.  Aus 
der  Ermittelung  von  l  geht  auch  hervor,  dafs  es  in  dieser 
Ebene  r  nur  diese  beiden  sich  selbst  konjugierten  Strahlen 
geben  kann  und  weiter  keinen.  Es  ist  aber  leicht  zu  er- 
kennen, dafs  l  nichts  anderes  ist,  als  die  Erzeugende  der 
andern  Regelschar  des  Hyperboloids  in  der  Berührungs- 
ebene T. 
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Denn  zunächst  ist  ersichtlich^  dafs  eine  sich  selbst 
konjugierte  Gerade  g^  die  von  einem  beliebigen 
Strahle  s  getroffen  wird^  auch  von  dem  konjogier- 
ten  Strahle  s^  getroffen  werden  mufs;  mögen  sich  g 
und  5  in  )>  treffen^  so  hat  )>  eine  bestimmte  Polarebene  «, 
die  durch  g  gehen  mufs^  weil  g  ein  sich  selbst  konjugierter 
Strahl  ist  und  die  auch  durch  s^  gehen  muls,  weil  )>  auf  % 
liegt;  folglich  müssen  g  und  s^  in  einer  Ebene  liegen,  d.  h. 
sich  treffen. 

Nehmen  wir  aber  zwei  beliebige  sich  selbst  entspre- 
chende Strahlen  g  und  g^  und  legen  durch  jeden  derselben  eine 
beliebige  Ebene  r  und  r^j  so  werden  sich  dieselben  in  einer 
Geraden  s  schneiden,  deren  konjugierte  Gerade  8,  notwendig 
auch  g  und  g^  begegnen  mufs;  bezeichnen  wir,  der  besseren 
Übersicht  wegen ;  die  Trefipunkte: 

(5^5)  =  a,      ((7,5)  =  b,      (i^5,)  =  c,      (^js,)  — b, 

so   haben  wir  folgende  entsprechenden  Elemente  des  räum- 
liehen  Polarsystems: 


Ol 

Polarebene 

Konjugierte  Strahlen 

a 

>ct; 

ab    und    cb 

b 

Lbcb] 

c 

[abc] 

b 

[abb] 

und  hieraus  erkennen  wir,  dafs  nicht  nur 

^  =  |vtc|         und        r/j  =  jbb 
sich  selbst  konjugierte  Strahlen  sind,  sondern  auch 

bc       und       abj 

ebenfalls  sich  selbst  konjugierte  Strahlen  sein  müssen ,  denn 
die  Polarebenen  der  Punkte  b  und  c  schneiden  sich  in  |bc! 
und  ebenso  haben  die  Polarebcnen  der  Punkte  a  und  b  inr 
Schnittlinie    ab'. 

Wir  haben  also  in  jeder  der  beiden  Ebenen  r  und  Tg 
aufser  den  sich  selbst  konjugierten  Geraden  g  und  g^  noch 
je  eine  andere: 
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gefunden,   wie  wir  es  auch  aus   dem  Früheren  wissen,  und 
zwar  sind  die  Punkte: 

(gl^)  =  t    und     (£J)  =  t^ 

die  Pole  der  Ebenen: 

[gl^]  =  t      und      [i^iO  —  Ti. 

Hier  lassen  sich  aber  die  neuen  sich  selbst  konjugierten 
Geraden  l  und  Z]  unmittelbar  als  Erzeugende  der  andern 
Begelschar  erkennen;  denn  halten  wir  die  Ebene  t  mit  den 
beiden  Geraden  l^  und  ^  in  ihr  fest^  und  erinnern  uns,  dafs 
es  nur  diese  beiden  sich  selbst  entsprechenden  Strahlen  in 
ihr  geben  kann^  verändern  wir  aber  beliebig  g^  und  die  Ebene 
T| ,  so  erkennen  wir,  weil  l^  allemal  durch  b  gehen;  d.  h.  g^ 
schneiden  mufs,  dafs  die  Gerade  Z,  sämtlichen  Erzeugenden 
g^  der  einen  Regelschar  begegnen  mufs,  folglich  selbst  eine 
Erzeugende  der  andern  Regelschar  ist. 

Wir  können  nunmehr  das  vollständige  Resultat  aus- 
sprechen : 

Es  giebt  in  dem  räumlichen  Polarsystem  unend- 
lich viele  Ebenen;  deren  Pole  auf  ihnen  selbst 
liegen;  und  unendlich  viele  Punkte;  deren  Polar- 
ebenen durch  sie  selbst  gehen;  dieses  sind  die 
sämtlichen  Berührungsebenen  und  Punkte  des 
Hyperboloids;  und  zwar  hat  jede  Berührungsebene 
zu  ihrem  Pol  den  Berührungspunkt,  d.  h.  den- 
jenigen Punkt,  in  welchem  sich  die  in  der  Berüh- 
rungsebene liegenden  beiden  Erzeugenden  aus  den 
beiden  Regelscharen  schneiden;  und  jeder  Punkt 
des  Hyperboloids  hat  zu  seiner  Polarebene  die  Be- 
rührungsebenC;  d.  h.  diejenige;  in  welcher  die  bei- 
den durch  den  Punkt  gehenden  Erzeugenden  aus 
den  beiden  Regelscharen  liegen. 

Zwei  konjugierte  Strahlen  s  und  ^j  des  räumlichen  Polar- 
systems werden  sich  im  allgemeinen  nicht  tre£Pen;  soll  dies 
aber  vorkommen;  so  müssen  sie  in  einer  Ebene  liegen  und, 
da  der  Pol  derselben  sowohl  auf  S|  als  auch  auf  s  liegen 
mufs;  so  mufs  er  der  Schnittpunkt  r  =  {sSi)  sein.  Hieraus  folgt; 
dals  die  Ebene  t=[5Si]  eine  Berührungsebene  und  der  Punkt 
tss(5^,)  ihr  Berührungspunkt  sein  mufs;  weil  er  Pol  der  Ebene 
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ist  und  in  ihr  selbst  liegt.  Dabei  kann  es  noch  unendlich 
viele  Strahlenpaare  sSi  in  der  ^bene  r  geben,  die  durch  t 
gehen;  und  in  der  That  jede  durch  t  in  der  Ebene  r  gesogene 
Gerade  s  mufs  ihre  konjugierte  Gerade  s^  in  der  Ebene  t 
haben  und  durch  den  Punkt  t  gehen ;  aus  der  projekÜTischen 
Beziehung  und  involutorischen  Lage,  welche  bei  der  Ver- 
änderung zugeordneter  Elemente  des  Polarsystems  gilt,  er- 
kennen wir,  wie  oben  ausgeführt  ist,  dafs  s  s^  konjugierte 
•Strahlen  einer  Strahleninvolution  sein  müssen  in  der  Ebene 
r  und  zwar  einer  hyperbolischen,  deren  Asymptoten  die 
Strahlen  g  und  l,  die  Erzeugenden  aus  je  einer  der  beiden 
Kegelscharen,  sind.  Wir  haben  also  folgendes  weitere  Ergebnis: 

Esgiebtin  dem  räumlichen  Polarsystem  unend- 
lich viele  Paare  solcher  konjugierten  Strahlen  ss^, 
die  im  Räume  sich  begegnen;  zwei  derartige 
Strahlen  liegen  allemal  in  einer  Berührnngsebene 
des  Hyberboloids,  treffen  sich  in  dem  Berührungs- 
punkte derselben  und  werden  harmonisch  getrennt 
durch  die  beiden  Erzeugenden  l  und  g  in  der  Be- 
rührungsebene. 

Jede  Erzeugende  l^  und  g^g  sowohl  der  einen, 
als  auch  der  andern  Uegelschar  des  Hyperboloids 
ist  eine  sich  selbst  konjugierte  Gerade  im  Polmr- 
System,  d.  h.  fällt  mit  ihrer  konjugierten  Geraden 
ganz  zusammen. 

Aus  der  oben  auseinandergesetzten  Natur  des  räumlichen 
Polarsystems  crgiebt  sich  femer  Folgendes: 

Wenn  wir  durch  einen  beliebigen  aber  festgehaltenen 
Punkt  !p  des  Raumes  Strahlen  s  ziehen,  so  liegen  die  kon- 
jugierten Strahlen  Sj  sämtlich  in  einer  Ebene  e,  der  Polar- 
ebene  des  Punktes  p.  Bezeichnen  wir  den  Durchbohrung»- 
punkt  des  Straliles  s  mit  der  Ebene  b  durch  d  und  die  Yet^ 
bindungsebene  des  Punktes  p  mit  dem  Strahle  $,  durch  ö^^ 
so  erhalten  wir  einmal  in  der  Ebene  s  den  Punkt  &  und  die 
Gerade  5,  als  Pol  und  Polare  eiues  ebenen  Polarsystems 
und  andererseits  durch  den  Punkt  p  den  i^trahl  s  und  die 
Ebene  ö^  als  Polarstrahl  und  Polarebeue  eines  PolarbQn* 
dels;  denn  bei  der  Bewegung  dieser  zugeordneten  Elemente 
tritt  immer  Projektivitat  und   involutorische  Lage  der  ent- 
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stehenden  einförmigen  Gebilde  auf,  wodurch  das  Wesen  der 
Polarität  bedingt  ist.    Wir  haben  demnach  folgendes  Resultat: 

Im  räumlichen  Polarsystem  wird  jeder  Punkt  p 
der  Mittelpunkt  eines  Polarbündels  und  jede  Ebene 
€  der  Träger  eines  ebenen  Polarsystems.  Zugeord- 
nete Elemente  dieser  Polargebilde  erhalten  wir, 
indem  wir  durch  )>  beliebige  Strahlen  s  ziehen  und 
p  mit  den  konjugierten  Strahlen  s^  durch  Ebenen  a^ 
verbinden,  andererseits  indem  wir  in  der  Ebene  i 
beliebige  Strahlen  Sj  nehmen  und  ihnen  die  Durch- 
bohrungspunkte ^  der  konjugierten  Strahlen  s  mit 
der  Ebene  s  ihnen  zuordnen.  Polarbündel  (p)  und 
ebenes  Polarsystem  (£)^  sind  allemal  hyperbolisch; 
der  Kernkegel  des  Polarb  und  eis  ist  der  Berührungs- 
kegel aus  )>  an  das  Hyperboloid,  der  Kernkegel- 
schnitt des  ebenen  Polarsystems  derjenige,  in  wel- 
chem die  Ebene  e  das  Hyperboloid  schneidet.  Sind 
p  und  s  Pol  und  Polarebene  des  räumlichen  Polar- 
systems, so  liegen  beide  Polargebilde  perspek- 
tivisch, und  der  Kemkegel  des  einen  geht  durch  den  Kern- 
kegelschnitt  des  andern. 

Endlich  ergiebt  sich,  wenn  wir  eine  beliebige  Gerade  s 
im  Räume  nehmen  und  dieselbe  entweder  als  Träger  einer 
Punktreihe  j  oder  als  Axe  eines  Ebenenbüschels  ^  auf- 
fassen, dafs  die  Polarebenen  S|  der  Punkte  j:  ein  Ebenen- 
büflchel  5|  beschreiben,  dessen  Axe  die  konjugierte  Gerade 
5,  ist,  und  andererseits,  wenn  wir  die  Pole  j:^  der  Ebenen 
i  ermitteln,  dais  dieselben  eine  Punktreihe  auf  der  kon- 
jugierten Geraden  s^  beschreiben.  Nun  geht  aber  aus  der 
Natur  des  läumlichen  Polarsystems  hervor,  dafs  das  Ebenen- 
büschel 5]  |||]  mit  der  Punktreihe  s{j:),  und  dafs  die  Punkt- 
reihe ^|()C|)  mit  dem  Ebenenbüschel  s[l]  projektivisch  sind 
und  involutorisch  liegen.  Wir  haben  demnach  folgendes 
Resultat: 

Im  räumlichen  Polarsystem  ist  jede  Gerade  s 
sowohl  derTräger  einer  Punktinvolution,  als  auch 
die  Axe  einer  Ebeneninvolution;  die  erstere  wird 
erhalten,  indem  wir  jedem  Punkte  j:  der  Geraden 
8  den  Durchschnittspunkt  seiner  Polarebene  ^  mit 
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s  als  konjugierten  Punkt  der  Punktinvolation  zn- 
ordnen,  die  letztere,  indem  wir  jeder  durch  s  ge- 
legten Ebene  g  die  Verbindungsebene  des  Poles 
Ton  S  uiit  der  Axe  s  als  konjugierte  Ebene  der 
Ebeneninyolution  zuordnen.  Sind  s  und  s^  zwei 
konjugierte  Gerade  im  räumlichen  Polarsystem,  so 
liegt  die  Ebeneninyolution  von  s  mit  der  Pnnkt- 
involution  auf  5,  und  gleichzeitig  die  Punkt- 
involution  auf  s  mit  der  Ebeneninyolution  yon  5| 
perspektiyisch. 

Hieraus  folgt  eine  wichtige  Eigenschaft  unsres  räum- 
lichen Polarsystems ;  sobald  nilmlich  eine  dieser  Inyolntionen, 
z.  B.  die  Punktinyolution  auf  s  eine  hyperbolische  ist  mit  den 
Doppelpunkten  p  und  q,  müssen  die  Polarebenen  yon  p  und 
q  die  Ebenen  [Sip]  und  [s^q]  sein,  d.  h.  Berührungsebenen 
des  Hyperboloids  mit  den  Berührungspunkten  p  und  q;  es 
gehen  daher  durch  p  zwei  Erzeugende  g  und  {,  die  in  der 
Ebene  [s^  p]  liegen  und  der  Geraden  s,  in  den  Punkten  )}, 
und  qi  begegnen  und^  da  y  und  /  sich  selbst  konjugierte 
Strahlen  im  räumlichen  Polarsystem  sind,  so  folgt  auch,  dafs 
I  p^  q  <=  /|  und  [  q,  q  =  //,  sich  selbst  konjugierte  Strahlen  sind, 
wie  schon  oben  nachgewiesen  ist;  folglich  sind  )>|  und  q,  die 
Doppelpunkte  der  Punktinyolution  auf  s^  und,  da  diese  hyper- 
bolisch ist,  so  muls  auch  die  Ebeneninyolution  durch  s  hyper- 
bolisch sein,  also  sind  alle  yier  hyperbolisch,  und  umgekehrt^ 
sobald  eine  elliptisch  ist,  sind  alle  yier  elliptisch ,  denn  wäre 
die  zweite  hyperbolisch,  so  mülste  es  auch  die  erste  sein. 
Ist  aber  eine  dieser  Inyolutionen  parabolisch,  welcher  Fall 
nur  eintritt,  wenn  die  Gerade  $  in  einer  Berührungsebene  r 
des  Hyperboloids  durch  den  Berührungspunkt  geht,  so  sind 
auch  die  übrigen  parabolisch.  Wir  können  also  folgendes 
Ergebnis  aussprechen: 

In  unserem  räumlichen  Polarsystem  sind  die 
Punktinyolution  und  die  Ebeneninyolution,  welche 
einer  Geraden  s  im  Kaume  zugehören,  allemal 
gleichartig,  entweder  beide  hyperbolisch  oder 
beide  elliptisch,  oder  beide  parabolisch. 

Dasselbe  Ergebnis  lälst  sich  auch  so  aussprechen:    Die 
'^'BTolationen     (oder     Ebeneninyolutionen), 
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welche  zweien  konjugierten  Strahlen  s  und  5|  im 
räumlichen  Polarsystem  zugehoren,  sind  allemal 
gleichartig. 

Wenn  wir  nur  die  hyperbolischen  Involutionen  ins  Auge 
fassen,  so  heifst  dies  nichts  anderes  als:  Wenn  eine  Gerade 
dem  Hyperboloid  in  zwei  reellen  Punkten  begegnet,  so  gehen 
durch  dieselbe  auch  zwei  reelle  Berührungsebenen  des  Hyper- 
boloids und  umgekehrt. 

Aus  der  harmonischen  Eigenschaft  der  hyperbolischen 
InTolution,  dafs  nämlich  jedes  Paar  konjugierter  Elemente 
durch  die  Doppelelemente  der  Involution  harmonisch  getrennt 
wird,  folgen  nun  als  besondere  Fälle  die  harmonischen  Eigen- 
schaften des  räumlichen  Polarsystems.  Zieht  man  durch 
einen  Punkt  p  im  Räume  Strahlen ,  welche  dem  Hyperboloid 
in  reellen  Punktepaarien  begegnen,  und  konstruiert  den  dem 
ersteren  zugeordneten  vierten  harmonischen  Punkt,  so  liegen 
dieselben  sämtlich  in  einer  Ebene,  der  Polarebene  s  des 
Punktes  p.  Zieht  man  in  einer  Ebene  s  beliebige  Strahlen, 
legt  durch  jeden  das  Paar  Berührungsebenen  des  Hyperboloids 
und  die  zugeordnete  vierte  harmonische  Ebene,  so  läuft  die- 
selbe durch  einen  festen  Punkt  p,  den  Pol  der  Ebene  c  u.  s.  w. 

Hieraus  folgt  nun  auch  die  Unabhängigkeit  des  räum- 
lichen Polarsystems  von  den  zu  der  ursprünglichen  Kon- 
struktion desselben  verwendeten  Elementen  der  zur  Erzeugung 
des  Hyperboloids  benutzten  projektivischen  Gebilde,  d.  h. 
welches  Paar  Erzeugender  derselben  Regelscbar  des  Hyper- 
boloids man  auch  wählen  mag  als  Axen  zweier  projektivischer 
Ebenenbüschel,  die  das  Hyperboloid  erzeugen  und  mittelst 
deren  man  das  raumliche  Polarsystem  desselben  konstruiert, 
es  resultiert  immer  dasselbe  räumliche  Polarsystem. 

Wir  bemerken  schliefslich,  dafs  unsere  Betrachtung  (S.  138) 
auf  ein  Polartetraeder  besonderer  Art  geführt  hat, 
welches  verschieden  ist  von  demjenigen  Polartetraeder,  auf 
das  wir  am  Ende  des  vorigen  Paragraphen  kamen.  Bei  diesem 
neuen  Polartetraeder  sind  zwar  ebenfalls  die  Ecken  Pole  der 
Seitenflächen  und  die  Seitenflächen  Polarebenen  der  Ecken, 
aber  nicht  der  gegenüberliegenden,  sondern,  wenn  wir  be- 
zeichnen die  Ecken: 

a       b        c        b 
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.die  Seitenflächen: 

«  —  [tct'],    /3  =  [cba:|,    y  =  [bafcj,    *  =  [abc], 
so  sind: 


Pole 

und     P 

olarebenen 

a 

yy 
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b 

}f 
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y, 

so  dafs  von  den  sechs  Kanten 

vier 

1  • 
• 

ac  =  /5*  ,      bb| 

=  :«yi» 

bc 

=    ad  , 

jabl  -  ßy\ 

sich    selbst  konjugierte   Strahlen   sind,    dagegen  J 
dritte  Paar  Gegenkanten: 

ab|=   ydi     und     ,cbl«=  aß\ 

ein  Paar  konjugierter  Strahlen  ist.  Auch  auf  Polw  ^ 
tetraeder  solcher  Art  wird  man  bisweilen  bei  geometrisch^*'^ 
Untersuchungen  geführt. 

§  21.    Einige  Bestimmungsarten  des  räumlichen  Polar* 
Systems  duroh  gegebene  Elemente  desselben.*) 

Das  räumliche  Polarsystem ,  welches  bisher  aus  dem 
Hyperboloid  konstruiert  wurde,  kann  unabhängig  von  dem- 
selben  hergestellt  werden  durch  eine  gewisse  Anzahl  seiner 
eigenen  Elemente,  welche  dasselbe  bestimmen.  Dabei  kann  der 
im  Vorigen  vorausgesetzte  Fall,  dais  es  incideute  Elemente  des- 
selben giebt,  d.  h.  Punkte,  deren  Polarebenen  durch  sie  selbst 
gehen,  Ebenen,  deren  Pole  in  ihnen  liegen,  konjugieite 
Strahlen,  die  sich  trefien,  und  endlich  sich  selbst  konjugierte 
Strahlen,  aufhören,  während  die  allgemeinen  Grundeigen- 
schaften bestehen  bleiben. 

Giebt  es  im  Polarsystem  solche  Punkte,  deren  Polar» 
ebenen  durch  sie  selbst  gehen,  so  heilst  der  Ort  derselben 
die  Kernfläche  des  Polarsystems  und  ist  zugleich  der 
von  sämtlichen  Ebenen,  deren  Pole  in  ihnen  selbst  liegen, 
umhQllte  Ort. 


*)  Vergl.  y.  Standt,  Geometrie  der  Lafifc  §  24.  Ci.  Heycr,  Uoter- 
liqiigeD  Aber  daa  räumliche  PolarityHtciii ,   HrcHhiii  1868.   Tli.  Koye. 
We  der  Loge  Ii.  Abt.  S.  Cß.  Hannover  1880. 
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Giebt  es  im  Polarsystem  sich  selbst  konjugierte  Strahlen^ 
so  ist  deren  Ort  onser  Hyperboloid.  Aber  es  braucht  solche, 
wie  wir  später  sehen  werden,  nicht  zu  geben;  dann  ist  die 
Kemfläche  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung,  welche  keine 
geraden  Linien  enthält.  Giebt  es  im  Polarsystem  keinen 
Punkt,  dessen  Polarebene  durch  ihn  selbst  geht,  so  hat 
dasselbe  keinen  reellen  Kern  und  kann  als  der  Vertreter  einer 
imi^nären  Oberfläche  zweiter  Ordnung  aufgefafst  werden. 

Man  gelangt  zu  einem  Polarsystem  der  einen  oder  der 
andern  Art  je  nach  der  Wahl  der  Bestimmungsstücke, 
welche  man  zur  Konstruktion  desselben  verwendet,  und  als 
Bestimmungsstücke  können  verschiedenartige  Elemente  des 
Polarsystems  aufgefaßt  werden,  welche  einfach  oder  mehr- 
fach zu  zählen  sind. 

1)  Als  einfaches  Bestimmungsstück  ist  aufzufassen  ein 
Paar  konjugierter  Punkte  oder  ein  Paar  konjugierter 
Ebenen  des  räumlichen  Polarsystems,  d.h.  zwei  konjugierte 
Punkte  einer  Punktinvolution  auf  irgend  einer  Geraden  oder 
zwei  konjugierte  Ebenen  der  Ebeneninvolution,  welche  irgend 
einer  Geraden  im  Polarsysteme  zugehört,  oder  auch  zwei  Punkte 
von  denen  der  eine  in  der  Polarebene  des  andern  liegt,  oder  zwei 
Ebenen,  von  denen  die  eine  durch  den  Pol  der  andern  geht 
Ein  besonderer  Fall  hiervon  ist,  wofern  eine  reelle  Kemfläche 
existiert,  ein  Punkt  der  Kernfläche  oder  eine  Berührungs- 
ebene der  Kemfläche. 

2)  Als  zweimal  zu  zählendes  Bestimmungsstück  ist 
aufzufassen  eine  Gerade  mit  der  ihr  zugehörigen  Punktinvo- 
lution oder  eine  Gerade  mit  der  ihr  zugehörigen  Ebeneninvo- 
lution. Femer  ein  Punkt  und  eine  Gerade  als  Pol  und  Polare 
in  dem  ebenen  Polarsystem,  dessen  Ebene  den  Punkt  und 
die  Gerade  verbindet,  oder  eine  Ebene  und  eine  Gerade  als 
Polarebene  und  Polarstrahl  in  dem  Polarbündel,  dessen 
Mittelpunkt  der  Schnittpunkt  der  Ebene  mit  der  Geraden  ist. 

3)  Als  dreimal  zu  zählendes  Bestimmungsstück  ist  auf- 
zufassen ein  Paar  Pol  und  Polarebene  des  räumlichen  Polar- 
systems. Insbesondere,  wenn  dasselbe  eine  reelle  Kemfläche 
hat|  auch  ein  Punkt  der  Kemfläche  und  seine  Berührungsebene 
oder  eine  Berührungsebene  der  Kernfläche  und  ihr  Berüh- 
rungspunkt.    Endlich,    wenn    die   Kemfläche   reelle   gerade 

SoBBOns,  Theor.  d.  Obeifl.  2.  Ordn.  10 
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Linien  enthält,  ist  auch  eine  Erzeugende  (sich  selbst  kon- 
jugierte Gerade)  als  dreifach  zu  zählendes  Bestimmungsstflck 
aufzufassen. 

4)  Als  yiermal  zu  zählendes  Bestimmungsstück  ist  auf- 
zufassen ein  Paar  konjugierter  Strahlen  des  räumlichen  Polar- 
systcms;  denn  legen  wir  durch  einen  derselben  zwei  Ebenen, 
welche  dem  konjugierten  Strahle  in  zwei  Punkten  begegnen, 
so  haben  wir  in  jeder  der  Ebenen  Pol  und  Polare  als  zwei- 
mal zu  zählendes  Bestimmungsstück. 

5)  Als  fünfmal  zu  zählendes  Bestimmungsstück  ist  auf- 
zufassen ein  ebenes  Polarsystem  in  einer  Ebene  c  oder  ein 
Polarbündel  durch  einen  Punkt  )>.  Bekanntlich  ist  dasselbe 
durch  fünf  einfache  Bestimmungsstücke  gegeben.  Im  Falle 
einer  reellen  Kernfiäche  haben  wir  also  einen  Kegelschnitt 
oder  einen  Borührungskegel  derselben. 

G)  Als  sechsmal  zu  zählendes  Bestimmungsstück  ist 
aufzufassen  ein  Polartetraeder  im  räumlichen  Polarsysteme, 
d.  h.  ein  Tetraeder,  dessen  Seitenflächen  die  Polarebenen  der 
gegenüberliegenden  Ecken  sind ;  eine  Ecke  und  die  gegenüber- 
liegende Seitenfläche  des  Polartetraeders  zählt  nämlich  drei- 
mal ,  in  dieser  eine  Ecke  und  die  gegenüberliegende  Seite 
des  Dreiecks  zweimal  und  in  letzterer  das  Paar  konjugierter 
Punkte  einmal. 

7)  Als  achtmal  zu  zählendes  Bestimmungsstück  ist  auf- 
zufassen ein  Paar  Pol  und  Polarebenc  mit  dem  dem  Punkte 
zugehörigen  Polarbündel  und  dem  damit  perspektivischen 
ebenen  Polarsysteni  in  der  Ebene;  denn  hier  tritt  zu  der 
dreifachen  Bedingung  von  Pol  und  Polarebene  noch  die  fünf- 
fache Bedingung  eines  der  beiden  Polarsysteme.  Ferner  auch 
zwei  konjugierte  Strahlen  im  räumlichen  Polarsystenf  mit 
den  ihnen  zugehörigen  Punktin volutioneu,  also  auch  mit  den 
perspektivisch  mit  jenen  liegenden  Ebeneninvolutionen;  denn 
die  konjugierten  Strahlen  an  sich  gelten  als  vierfaches  Be- 
stimmungsstück und  jede  der  beiden  Punktinvolutionen  als 
zweifaches.  Für  den  Fall  einer  reellen  Kernfläche,  wenn 
dieselbe  eine  geradlinige  (einfaches  Hyperboloid)  ist,  kommt 
die  letzte  Bestimmung  überein  mit  einem  windschiefen  Vierseit 
anf  dem  Hyperboloid,  die  erste  mit  einem  Berührungskegel 
ud  seinem  Berührungskegclschnitt. 
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Wenn  wir  von  diesen  ungleichwertigen  Bestimmungs- 
stQcken  so  viele  nehmen  ^  als  zur  vollständigen  Bestimmung 
des  räumlichen  Polarsystems  notwendig  und  hinreichend  sind, 
so  stellt  sich  heraus,  dafs  neun  einfache  Bestimmungs- 
stücke dazu  erforderlich  sind,  und  die  Mannigfaltigkeit  der- 
selben liefert  eine  grofse  Anzahl  von  Aufgaben,  von  denen 
wir  nur  einige  der  einfachsten  hier  andeuten  wollen. 

Zwei  konjugierte  Ebenen  mit  den  ihnen  zu- 
gehörigen ebenen  Polarsystemen  bestimmen  vollständig 
das  ranmliche  Polarsystem;  zwar  reprasentiert  jede  von  ihnen 
ffinf  Bestimmungsstücke,  was  zusammen  zehn  macht;  davon 
gehen  aber  zunächst  zwei  ab,  weil  die  Gerade,  in  welcher 
beide  Ebenen  sich  schneiden  nur  eine  und  dieselbe  Punkt- 
involution  im  Polarsystem  hat,  also  auch  in  beiden  ebenen 
Polarsystemen  haben  mufs;  sodann  tritt  zu  den  acht  übrig 
bleibenden  Bestimnaungsstücken  als  neuntes  die  Bedingung 
hinzu,  dafs  die  beiden  gegebenen  Ebenen  selbst  konjugiert 
sein  sollen;  also,  wie  es  sein  mufs,  neun  unabhängige  Be- 
stimmungsstücke. In  der  That  läfst  sich  nun  zu  jeder  be- 
liebigen Ebene  b  der  Pol,  wie  folgt,  konstruieren: 

Seien  6  und  6^  die  samt  den  ihnen  zugehörigen  ebenen 
Polarsystemen  gegebenen  konjugierten  Ebenen,  s  deren  Schnitt- 
linie und  der  Pol  der  Schnittlinie  s  in  dem  ersten  ebenen  Polar- 
system S,,  in  dem  zweiten  g,  so  ist  ^i  der  Pol  der  Ebene 
<y,  und  &  der  Pol  der  Ebene  ö  im  räumlichen  Polarsystem. 
Schneidet  die  willkürliche  Ebene  £  die  Ebenen  ö  und  6^  in 
den  Strahlen  a  und  a^,  und  sind  a  und  a^  die  Pole  dieser 
Geraden  in  den  gegebenen  ebenen  Polarsystemen,  so  ist  die 
Verbindungslinie  |da|  der  konjugierte  Strahl  zu  a  und  die 
Verbindungslinie  l^j  aj  der  konjugierte  Strahl  zu  a^.  Da  aber 
a  und  Gl  in  einer  Ebene  liegen,  so  müssen  sich  auch  |Sa| 
und  l^iaij  in  einem  Punkte  :p  treffen,  welcher  der  gesuchte 
Pol  p  der  gegebenen  Ebene  c  ist.  Die  Ebene  [s)fi]  hat  zu 
ihrem  Pol  den  Schnittpunkt  der  Verbindungslinie  \^&i\  mit 
der  Ebene  «;  dadurch  wird  die  Ebeneninvolution  bestimmt, 
welche  dem  Strahle  s  im  räumlichen  Polarsystem  zugehört. 

Zweitens  können  wir  zur  Bestimmmung  eines  räum- 
lichen Polarsystems  annehmen  einen  Punkt  p  mit  dem  ihm 
zugehörigen  Polarbündel,   seine  Polarebene   a,    auf  welcher 

10* 
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also  auch  das  zugehörige  ebene  Polarärstem  bekannt  ist, 
welches  von  dem  Polarbüudel  ausgeschnitten  wird,  und  aufser- 
dem,  da  diese  Bestimmuugsstücke  für  acht  einfache  zuhleTi 
(h.  o.),  noch  ein  Paar  konjugierter  Punkte  vi  a|  als  neunt^^ 
Bestimmungsstück;  dann  ist  das  räumliche  Polarsystem  voH- 
staudig  Vjestimmt,  denn  legen  wir  die  Ebene  [paa|]"»£|,  ^o 
kennen  wir  in  ihr  das  zugehörige  ebene  Polarsystem ,  w^il 
wir  von  demselben  ein  Punktepaar  aai,  ferner  ein  PaarP^^l 
und  Polare  mit  den  zugehörigen  Involutionen  kennen,  namlicr-h 
p  als  Pol  und  die  Schnittlinie  £c,  als  Polare  und  die  d&-  7- 
selVicn  zugehörige  Punktinvolution,  als  in  der  Ebene  £  g'^ 
geben;  wir  kennen  also  zwei  konjugierte  Ebenen  s  nnd  ^i 
des  räumlichen  Polarsystems  mit  den  in  ihnen  liegend^^n 
ebenen  i^olarsystemen ,  folglich  nach  dem  ersten  Fall  d^3S 
ganze  räumliche  Polarsystem. 

Drittens  können  wir  zur  Bestimmung  des  raumlich^^^ 
Polarsystems  geben:  zwei  konjugierte  Strahlen  8  und  5,  n^s-i^ 
den  auf  ihnen  liegenden  Punktinvolutionen,  was  einer  adB--  ^' 
fachen  Bedingung  gleichkommt,  und  ein  beliebiges  Paar  ko^^"^' 
jugiertcr  Punkte  a  aj  als  neuntes  Bestimmungsstück.  Dai^^'^ 
ist  wiederum  das  räumliche  Polarsystem  vollständig  bestimn^^*^^ 
und  kann  so  konstruiert  werden: 

Man   lege  durch   a  die   einzige  Gerade,    welche  gleicl^^^" 
zeitig   den  beiden  Strahlen  s  und  5,  in  den   Punkten  b  un^^*" 
\\    begegnet,    und    nehme    zu    b    und     {\     die    konjugierte—*"^^ 
Punkte  b'  und  bl  der  gegebenen    Punktinvolutionen   auf  de  -^^'^ 
Trägern   s  und  6,,   dann   ist  offenbar  b'  der  Pol   der  Eben^^^^ 
|bN,  I  und  bj'  der  Pol  der  Ebene  [b,s];  da  sich  nun  die  beider  "**'? 
Ebenen  |b.N',  ]  und  [i^s]  in  dem  Strahl  ibb, !  schneiden,  so  mul^^  '* 
die  Vorbindungslinie  b'bl  der  konjugierte  Strahl  zu   bb,  |  seil 
auf  wekiieni  a  liegt.    Hieraus  ergiebt  sich  als  Polarebene 
Punktes  a  die  durih  ajb'bl  gelegte  Ebene:  schneidet  dieselbe 
den  Stniiil    bb,     in  a',  >o  haben  wir  durch  die  beiden  Punkte* 
piuiro  bb,  und  aa'  die  Punktinvolution  auf  der  Geraden  bb,|  == 
deren   konjugierio   Geriule     b'bi   =  /,   ist.     Nunmehr  konnei 
wir   /u   jeder    beliebigen    Ebene   *   den    Pol    v    konstruieren 
indem    wir   zu   den    drei  Schnittpunkten  c  ^,  <>.  der  Ebene  » 
mit  den  Geraden  s  n,  /  die  konjugierten  Punkte  c'  i^I  i^s  in  dei.^ 
bekannten  Punktinvolutionen  aufsuchen  und  die  drei  Ebener^ 
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^1»,  ä']  [si'i]  [(,  öi]  legen,  welche  sich  iii  dem  gesuchten  Pole  u 
^»«hneiden ;  umgekehrt  können  wir  auch  zu  jedem  Punkte  ^ 
die   Polarebene  a  knuatruieren. 

Viertens  können   wir  zur  Bestimmung  des  räumliclieu 

^'olarsystems  geben;  ein  Polartetraeder,  dessen  Seitenflächen 

^^Jje  Polarebenen  der  gegenii beiliegenden   Ecken   sein    sollen, 

^^Knd  aniserdem  ein  Paar  Pol  und  Polarebene;  denn  die  erste 

^■Forderung  enthält  sechs,  die  letztere  drei  Bestimmungsstücke, 

^^^Ino  zusammen  neun.    Nennen  wir  abtb  die  Ecken  des  Polar- 

-t>etiaeder8,  p  und  *  das   gegebene  Paar  Pol  und  Polarebene, 

90  sind  liibi^sund    et   =  s,  ein  Paar  konjugierter  Strahlen 

v:and  in  jedem  derselben  ein  Punktepaar  der  zugehörigen  Punkt- 

ixsTolution  bekannt;    legen    wir  die  Ebene  \sf],  so  ist  deren 

f  ol  der  Scbnittpankt  C^iOi  ^^  ^^*^^  "-^^^  die  Ebene  [sp]  den 

tStrelil  s,  in  einem  Punkte,  welcher  dem  Punkte  (s,  e)  konjugiert 

ist;  somit  haben   wir  auf  s,   ein   zweites   Paar  konjugierter 

Punkte,   also   die  ganze   Punktiuvolution.     Ebenso   wird   die 

Ebene  [s,v]   ^u   ihrem  Pol   den  Punkt   (si)  haben,  also  deu 

[  otraJil  s  im  konjugierten  Punkte  treffen;  wir  kennen   daher 

[  ÄOch  die  Punktinvolution  auf  dem  Strahl  s  durch  zwei  ihrer 

I  ^Jökttpaare.    In  derselben  Weise  können  wir  auf  jedem  der 

|'lteid«n  übrigen  Paaie   von   Gegeukauten  des   Polartetrai'ders 

l'Oie  Zugehörigen  Punktinvolutionen  ermitteln;  dadurch  erhalten 

aber  in  jeder    der  Seitenflächen    das   ganze   zugehörige 

''ne  Polarsystem,  welches  schon  durch  ein  Paar  konjugierter 

|—       &hlen   mit   ihren  Punktinvolutionen   bestimmt  wird.     Wir 

**beu  daJier  auch  in  zwei  konjugierten  Ebenen  (Seitenflächen 

"es  l'olartetraeders)  die  zugehörigen  ebenen  Polarsysteme,  und 

*"^ürch  ist  nach  der  ersten  Konstruktion  das  räumliche  Polar- 

i'Btem  vollständig  bestimmt. 

Wir  können  dies  Ergebnis  auch  anders  aussprechen;  sind 

*****olich  a6cb  die  Ecken  des  Polartetraeders,  und  bezeichnen 

^^~**'    durch  c  und  £  Pol  und  Polarebene,  die  zur  Bestimmung 

^^P*    numlichen   Polarsystems  hinzutreten,   eo   wird  in   e  ein 

H^*««ie8  Polarsystem  enthalten  sein,  von  welchem  eine  Anzahl 

^*"ainmengehuriger  Elemente  angegeben  werden  können ;  niini- 

**^o    die    Gerade   |ac|    und    die   Ebene    [beb]    werden    e    in 

*^1    üoil   Polare  treö'en;    ebenso   wird    die   Gerade   \a.b\   die 

^^h**«bt  t  in  einem  Punkte  treßen,  dessen  Polare  die  Schnitt- 
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linie  der  Ebene  [cbc]  mit  b  ist,  also  können  wir  folgenden 
Satz  aussprechen: 

Wenn  fünf  beliebige  Punkte  im  Räume  gegeben 
sind  und  man  verbindet  zwei  derselben  durch  eine 
Gerade  g,  die  drei  übrigen  durch  eine  Ebene  y^ 
was  auf  zehn  verschiedene  Arten  geschehen  kanUi 
so  bilden  die  Durchschnitts-punkte  und  -geraden 
von  ^  und  7^  mit  einer  beliebigen  Transyersalebene  < 
allemal  zehn  Paare  von  Polen  und  Polaren  eines 
und  desselben  ebenen  Polarsjstems. 

Dieser  Satz  ist  in  gewisser  Beziehung  die  raumliche  Aus- 
dehnung des  bekannten  Satzes  der  Ebene,  nach  welchem  eine 
beliebige  Gerade  von  den  drei  Paar  Gegenseiten  eines  voll- 
ständigen Vierecks  in  drei  Punktepaaren  einer  Punktinvolu- 
tion geschnitten  wird. 

Schliefslich  wollen  wir  noch  eine  Konstruktion  hervor- 
heben, die  auf  ein  scheinbares  Paradoxon  ffihrt  Nehmen 
wir  nümlich  zur  Bestimmung  des  räumlichen  Polarsystems 
drei  Paare  von  Polen  und  Polarebenen :  p  und  £,  p^  und  c, , 
p.^  und  «2  ^^1  ^^  ^^^  J^^^  dieser  Bedingungen  dreimal  zu 
zählen  und  wir  haben,  wie  es  scheint,  neun  Bestimmung»- 
stücke;  allein  dieselben  sind  von  einander  nicht  unab- 
hängig und  bestimmen  daher  das  räumliche  Polarsystem 
noch  nicht,  sondern  es  muls  noch  ein  Bestimmungsstück, 
also  z.  B.   ein  Paar  konjugierter  Punkte  aa|  hinzutreten. 

In  der  That,  legen  wir  die  Ebene  [)>)>i)>2]>  welche  von 
den  Ebenen  £  c,  {.^  i"  ^^^  Strahlen  s  s^  s^  geschnitten  wird, 
HO  haben  wir  in  dem  ebenen  Polarsysteme  drei  Paare  von 
Polen  und  Polaren,  nämlich  p  und  s,  )>i  und  5,,  p,  und  s^; 
diese  sind  aber  von  einander  abhängig;  denn  bezeichnen  wir 
die  Schnittpunkte: 

(*'i  *a)  =  q     {s.^s)  =  eil     (s^^'i)  =  <\'2 
und  die  Schnittpunkte: 

HO  wini  duH  vollständige  Viereck: 

drfi  S<*ii<>MpiLun>  haben,  welche  die  Transversale  *pp|!  in 
Putililrpiuirm   (!in<;r  Puuktinvolution  schneiden  müssen;  v 
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diesen  ist  das  eine  ja^psl  o^^^^  l^Wt  ^^^  l^^2l  ^^^^  ^if  ^^^^  ^^^ 
die  Transversale  in  einem  Paar  konjugierter  Punkte  des  ebenen 
PolarsystemS;  das  andere  {aq2l  oder  s,  und  |b!p2|  oder  |b))|,  trifft 
also  ebenfalls  die  Transversale  in  einem  Paar  konjugierter 
Punkte  des  ebenen  Polarsystems  ^  folglich  auch  das  dritte 
Seitenpaar  |ab|  und  |))2q2l)  folglich  mufs  der  Pol  von  |^2^3l  ^^ 
|ab|  liegen;  der  Pol  von  1^2^21  ist  aber  der  Schnittpunkt  der 
Polaren  $2  und  |:p^i  |,  d.  h.  der  Punkt  c;  folglich  liegen  die 
drei  Punkte  a  b  c  auf  einer  Geraden  und  ihre  Polaren^ 
d.  h.  die  drei  Verbindungslinien  |pq|>  i))iC|i|;  |)>2^2l 
schneiden  sich  in  einem  Punkte.  Die  beiden  Dreiecke 
p)Pi)fi2  ^^<1  441^2  liegen  also  perspektivisch. 

Wir  schliefsen  hieraus  folgenden  Satz  für  das  räumliche 
Polarsystem: 

Wenn  :p  und  €,  pi  und  c^,  p2  ^^^  ^2  drei  Paare 
von  Polen  und  Polarebenen  eines  räumlichen  Polar- 
systems sind,  so  liegen  die  drei  Schnittpunkte: 

(\hh\y «)  {!\hV\f  ^i)   (Ippili  «2) 

auf  einer  Geraden,  und  ihre  drei  Polarebenen: 

[P>  l«i^2l]     Ihy  k2«lj     ^2;  l«^i|] 
müssen  sich  daher  auch  in  einer  Geraden  schneiden. 

Wir  sehen  hieraus,  dafs  'p  und  s,  ^^  und  c,,  pj  ^^^  ^2 
nicht  willkürlich  als  Pole  und  Polarebenen  eines  räumlichen 
Polarsystems  gewählt  werden  dürfen,  sondern  dann  der  eben 
ausgesprochenen  Bedingung  genügen  müssen,  wodurch  also 
z.  B.  £2  gezwungen  ist  durch  einen  von  den  übrigen  Elementen 
abhängigen  Punkt  zu  gehen;  da  wir  mithin  von  der  Ebene  s^ 
nur  zwei  Punkte  willkürlich  annehmen  dürfen,  so  reduzieren 
sich  die  gegebenen  Bestimmungsstücke  auf  acht  von  einander 
unabhängige  Elemente.  Ist  daher  die  angegebene  Bedingung 
zwischen  p  und  s,  p]  und  f^,  ^2  ^^^  ^2  erfüllt,  so  können 
wir  noch  ein  Paar  konjugierter  Punkte  a  und  a^^  willkürlich 
annehmen,  dann  ist  das  ganze  Polarsystem  vollständig  be- 
stimmt, denn  wir  kennen  nunmehr  das  ganze  ebene  Polar- 
system in  der  Ebene  [))  'pi  f),]  und  das  ganze  Polarbündel  des 
Pols  (c£iC2)  ^^^  haben  aufserdem  das  Paar  konjugierter 
Punkte  CLdif  ako  den  zweiten  von  uns  betrachteten  Fall. 

Wir  unterlassen  es,  die  weiteren  zahlreichen  Aufgaben 
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zu  behandeln;  welche  sich  hier  anknüpfen  lieiBeu  und  fügen 
nur  noch  eine  Folgerung  hinzu,  welche  sich  aus  dem  letzten 
Satze  ergiebt: 

Nehmen  wir  nämlich  vier  beliebige  Punkte  im  Räume 
und  ihre  Polarebenen  in  einem  gegebenen  raumlichen  Polar- 
systeme und  bezeichnen  dieselben  (mit  Abänderung  der  vorigen 
Bezeichnung): 

Pole  a     b    c     D 

Polarebenen     a    ß    y    d, 

so  haben  wir  zwei  Tetraeder,  von  denen  das  eine  die  Polar- 
figur des  andern  ist ;  diese  stehen  in  einer  gewissen  Abhängig- 
keit von  einander^  da  ja  schon  drei  Paare  von  Polen  und 
Polarebenen  einer  Bedingung  unterworfen  sind. 

Bezeichnen  wir  die  vier  Ebenen,  durch  je  drei  Punkte 
gelegt: 

[bcb]  =  ai    [cba]  =  /3,    [bab]=y,     [abc]  = », 

und  die  vier  Schnittpunkte  je  dreier  Ebenen: 

{ßyi)  =  ai     (y*a)  =  ls     (*a^)  =  C,     (a^y)=.b,, 

SO  haben  wir  zuvörderst  nach  dem  vorigen  Satze  die  drei 
Punkte : 

(Ibc:,  «)    Cca;,  ß)    (|ab|,y) 

auf  einer  Geraden  s,  welche  in  der  Ebene  [abc]  liegt.  Diese 
Gerade  schneidet  offenbar  die  Schnittlinie  jac^^ili  weil  der 
Punkt  (ibc|,  cc)  der  Geraden  8  sowohl  in  der  Ebene  a,  als 
auch  in  der  Ebene  a,  =  [beb]  liegt;  aus  gleichen  Gründen 
trifft  die  Gerade  s  auch  die  Schnittlinie  ßß^  \  und  die  Schnitt- 
linie \yy\  ,  endlich  aber  auch  die  Schnittlinie  |dd, ',  weil  s 
in  der  Ebene  d,  =  [abc]  selbst  liegt.  Die  Gerade  s  trifll 
also  alle  vier  Schnittlinien: 

In  derselben  Weise  können  wir  eine  zweite  Gerade  angeben, 
welche  jene  vier  Schnittlinien  treffen  muls,  nämlich  diejenige, 
in  der  die  drei  Punkte  liegen : 

(cb;,  «)    (.ba  ,  y)    (aci,  d), 
ferner  eine  dritte  Gerade,  die  die  Punkte  enthält: 

(Cb;,  ß)     (ibc  ,  d)     (,bc„  y) 
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und  eine  vierte  Gerade,  die  die  Punkte  enthält: 

(labl,  ß)  Cbb  ,  «)  (|ab|,  *). 
Alle  Tier  Geraden  besitzen  die  gleiche  Eigenschaft, 
den  vier  Strahlen  |aaj  {ßß^l  \yyi\  I^^J  gleichzeitig  zu  be- 
gegnen. Hieraus  folgt  aber  (S.  95),  da  es  mehr  als  zwei 
Gerade  giebt,  welche  vier  Strahlen  gleichzeitig  treffen,  dafs 
diese  Tier  Strahlen  einer  Regelschar  angehören  müssen,  oder 
wie  wir  sagen,  hyperboloidische  Lage  haben.  In  ganz  der- 
selben Weise  können  wir  vermittelst  des  zweiten  Theiles  des 
obigen  Satzes  zeigen,  dafs  die  Verbindungslinien: 

|aaj      |bfc,|.     |cc,|      |t)b,| 

hyperboloidische  Lage  haben;  wir  können  also  den  Satz  aus- 
sprechen : 

Wenn  man  in  einem  räumlichen  Polarsystem 
von  den  Ecken  abcb  eines  beliebigen  Tetraeders 
die  Polarebenen  aßyd  nimmt,  so  bilden  dieselben 
ein  neues  Tetraeder,  dessen  Ecken  und  Seiten- 
flächen man  den  Ecken  und  Seitenflächen  des 
ersteren  in  der  Weise  entsprechen  lassen  kann, 
dafs  der  Ecke  a  des  einen  die  von  den  drei  Polar- 
ebenen der  übrigen  Ecken  gebildete  Ecke  a|  des 
zweiten  Tetraeders  entspreche  und  ebenso  einer 
Seitenfläche  des  ersteren,  die  die  Pole  der  drei 
übrigen  enthaltende  Seitenfläche  des  zweiten  Te- 
traeders entspreche;  alsdann  haben  sowohl  die 
Tier  Verbindungslinien  entsprechender  Ecken  der 
beiden  Tetraeder,  als  auch  die  vier  Schnittlinien 
entsprechender  Seitenflächen  beider  Tetraeder 
byperboloidische  Lage.  Diese  vier  Strahlenpaare  sind 
paarweise  konjugierte  Strahlen  des  räumlichen  Polarsystems. 

§  22.    Untersuchung  eines  FolartetraSders. 

Das    räumliche  Polarsystem,    dessen   Konstruktion   aus 

firewissen  zu  seiner  Besti'mmung  erforderlichen  Elementen,  die 

'^Ikürlich  angenommen  werden  können,  wir  im  vorigen  Para- 

Ä^a  jihen  kennen  gelernt  haben,  enthält  in  unendlicher  Menge 

.^^Ärtetraeder,    d.  h.  solche  Tetraeder,    deren  Seitenflächen 

'^      Polarebenen  der  gegenüberliegenden  Ecken,    und    deren 
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jedes  Paar  Gegenkanten  ein  Paar  konjugierter  Strahlen  des 
räumlichen  Polarsystems  ist.  Wir  brauchen  nur  irgend  ein 
Paar  konjugierter  Strahlen  s  s^  mit  den  ihnen  zugehörigen 
Punktinvolutionen  herauszunehmen  und  irgend  zwei  kon- 
jugierte Punkte  der  einen  und  zwei  konjugierte  Punkte  der 
andern  Punktinvolution  zu  wählen,  so  sind  dieselben  allemal 
die  vier  Ecken  eines  Polartetraeders,  wie  unmittelbar  ein- 
leuchtet, weil  die  Polarebene  je  eines  dieser  vier  Punkte 
durch  die  drei  übrigen  gehen  mufs. 

Seien   nun   die   drei   Paare   Gegenkanten   eines  solchen 
Polartetraeders 

und  die  Punktinvolutionen  auf  denselben  durch  ein  Paar  kon- 
jugierter Punkte  gleichnamig  bezeichnet: 

aa',  a,ar,      bb',  bjbl;      cc',  c,cj, 

so  besteht  zwischen  diesen  sechs  Punktinvolutionen  eine  ge- 
wisse Abhängigkeit;  wenn  ntlmlich  eine  beliebige  Transversal- 
ebene  £  den  beiden  Paaren  Gegenkanten  aa^  bb^  in  den 
Punkten  : 

a    a,    b    bj 

begegnet,  so  dafs  also  'aa^j  und  bbj  sich  treffen;  so  mQssen 
auch  die  konjugierten  Strahlen  si'ai|  und  !b'bi|  sich  treffen 
(S.  133)  und  zwar  in  dem  Pole  p  der  Ebene  £;  trifit  nun  die- 
selbe Ebene  £  das  dritte  Paar  Gegenkanten  c(\  in  den  Punkten 
CC|;  so  mufs  auch  die  Verbindungslinie  c'ci|  durch  den  vorigen 
Punkt  )>  gehen.  Wir  haben  also  in  Verbindung  mit  dem 
polaren  Nebensatze  folgenden  Doppelsatz: 

Wenn  man  die  dreiPaarei  Wenn  man  einen  belie- 
Gcgenkanten  eines  Po-  bigen  Punkt  mit  den  drei 
lartctraöders  mit  einer  Paar  Gegenkanten  eines 
beliebigen  Ebene  schnei-' Pol artetraed er s  verbin- 
det und  die  konjugierten -det  und  die  konjugierten 
Punkte  derselben  in  den  Ebenen  in  den  zugeh5ri- 
zugehörigen  Punktinvo-  gen  Ebeneniuvolutionen 
lutioncn  verbindet,  so  er-. paarweise  zum  Schnitte 
hält  man  drei  Strahlen,  bringt,  so  erhält  man 
die    durch    einen    Punkt , drei  Schnittlinien,  die  in 
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laufen^    den   Pol   der  ge- 
gebenen Ebene. 


einer  Ebene  liegen^  der 
Polarebene  des  gegebe- 
nen Punktes. 
Hieraus  folgt  u.  a.^  wenn  man  die  gegebene  Ebene  £ 
in  die  Unendlichkeit  verlegt  (£»)  als  der  Pol  derselben^  welcher 
der  Mittelpunkt  des  räumlichen  Polarsjstems  heilst, 
der  Durchschnittspunkt  aller  Verbindungslinien  der  Mittel- 
punkte der  auf  je  zwei  konjugierten  Strahlen  befindlichen 
Ponktinyolutionen.  Nennen  wir  die  den  unendlich-entfernten 
Punkten  der  sechs  Kanten  des  Polartetraeders  konjugierten 
Punkte,  d.  h.  die  sechs  Mittelpunkte  der  auf  den  Kanten 
befindlichen  Punktinvolutionen : 

^0       ^0       ^0       jo       ^0       cj, 

so  schneiden  sich  |a®aj|,  |b®bji,  jc^cj!  in  dem  Mittelpunkt  "äJl  des 
Polarsystems.  Die  Mittelpunkte  a®  aj  b®  bj  c®  cj  entscheiden 
über  den  hyperbolischen  oder  elliptischen  Charakter  der 
Punktinvolutionen  auf  den  Kanten;  denn  je  nachdem  der 
Mittelpunkt  einer  Punktinvolution  zwischen  irgend  einem 
Paare  konjugierter  Punkte  oder  aufserhalb  desselben  liegt, 
ist  die  Punktinvolution  elliptisch  oder  hyperbolisch. 

Wir  wissen,  da(s  ein  raumliches  Polarsystem  vollständig 
bestimmt  ist,  sobald  wir  zwei  konjugierte  Strahlen  desselben 
mit  den  ihnen  zugehörigen  Punktinvolutionen  und  aufser 
dem  irgend  ein  Paar  konjugierter  Punkte  kennen  (S.  148). 
Nehmen  wir  daher  ein  beliebiges  Polartetraeder  des  räum- 
lichen Polarsystems  an,  welches  die  Ecken  ^$63)  und 
die  drei  Paar  Gegenkanten  haben  möge: 

|2l33|  =  a     |916|  =  &      ja36|  =  c 

|GS)|=a,     |«®|  =  &,     |9(!D|  =  Ci, 

i&gen  wir  auf  dem  Gegenkantenpaar  aa^   die  Mittelpunkte 

a'  und   a^    der    zugehörigen    Punktinvolutionen    willkürlich 

iiinzu,  so  sind  diese  selbst  vollständig  bestimmt,  jede  durch 

ibrea  Mittelpunkt  und  dasjenige  Paar  konjugierter  Punkte, 

iv^elches  die  Ecken  des  Polartetraeders  bestimmen;  aufserdem 

iröxinen  wir  noch  auf  einer  Kante  b  den  Mittelpunkt  b^  will- 

'^C^lich   wählen^   denn    dieser   und    der   unendlich  entfernte 

-'«xx^kt  der  Kante  b  kann  als  das  neunte  Bestimmungsstück, 

"*J*   noch  notwendige  Paar  konjugierter  Punkte   des   räum- 
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liehen  Polarsystems  gewählt  werden;  dann  ist  alles  übrige 
vollständig  mitbestimmt  und  in  bekannter  Weise  zu  ermitteln. 
Die  drei  Punkte  a®  a^  b^  aber  können  willkürlich  angenommen 
werden.  Um  die  übrigen  drei  Mittelpunkte  der  Punktinyo- 
lutiouen  auf  den  Kanten  des  Polartetraeders  zu  erhalten, 
brauchen  wir  jetzt  nur  die  Seitenflächen  desselben  zu  betrach- 
ten; deren  jede  ein  Polardreieck  enthält.  In  der  Seitenfläche 
[21236]  kennen  wir  auf  |2lS|=a  den  Mittelpunkt  a®  derPunkt- 
involution,  auf  |216|  =  &  den  Mittelpunkt  b^,  folglich  erhalten 
wir  auf  |23  (5|  =  c  den  Mittelpunkt  c®  der  zugehörigen  Punkt- 
involution  nach  dem  bekannten  oben  benutzten  Satze,  wo- 
nach die  drei  Verbindungslinien  der  Ecken  des  Polardreiecks 
mit  den  Mittelpunkten  der  Involutionen  auf  den  Gegenseiten 
sich  in  einem  Punkte  schneiden  müssen ,  weil  die  drei  unend- 
lich-entfernten Punkte  der  Seiten  auf  einer  Geraden  {g"^) 
liegen. 

Wenn  man  aber  die  Ecken  eines  Dreiecks  mit  einem 
vierten  Punkte  verbindet  und  die  Schnittpunkte  mit  den  Gegen- 
seiten aufsucht,  so  können  hinsichtlich  der  Lage  derselben 
verschiedene  Fälle  eintreten.  Bezeichnen  wir  immer  als  ellipti- 
sche Lage  (e)  diejenige ,  bei  welcher  der  Trefi^unkt  zwischen 
die  Ecken  des  Dreiecks  fällt,  und  als  hyperbolische  Lage  (h) 
diejenige ;  bei  welcher  der  TrefiPpunkt  ausserhalb  der  Drei- 
ecksecken liegt;  so  gilt  bei  der  ebenen  Figur  bekanntlich 
das  Gesetz:  Findet  auf  zwei  Seiten  elliptische  Lage  statt,  so 
ist  auch  auf  der  dritten  Seite  die  Lage  elliptisch;  findet  bei 
einer  Seite  elliptische  ^  bei  der  zweiten  hyperbolische  Lage 
statt;  so  ist  auf  der  dritten  Seite  hyperbolische  Lage;  findet 
auf  zwei  Seiten  hyperbolische  Lage  statt;  so  ist  auf  der 
dritten  Seite  elliptische  Lage. 

Dies  vorausgeschickt,  haben  wir  in  der  Seitenfläche  [21236] 
auf  zwei  Seiten  a  und  h  gegebene  Involutionen,  folglich  ist 
die  Lage  von  c®  bestimmt;  und  unmittelbar  angebbar;  ob  el- 
liptische Lage  oder  hyperbolische  Lage  stattfindet;  sodann 
sind  in  der  Seitenfläche  [3362)]  auf  den  Seiten  |236|  =  c  und 
|(5;S)|  =  a,  die  Mittelpunkte  der  Involutionen  bekannt,  folg- 
lich auf  der  dritten  |©£)!  =  &i  der  Mittelpunkt  bj  dadurch 
bestimmt;  endlich  in  der  Seitenfläche  [21 S^]  auf  den  Seiten 
|212)|  =  a  und  |23S)|  =  h^  die  Mittelpunkte  bekannt,  also  auf 
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der  dritten  |SS)|  ■=  c,  der  letzte  Mittelpunkt  c°  bestimmt.  So- 
bald also  die  drei  Mittelpunkte  a^a^b"  angeuommen '  sind, 
werden  die  drei  fibrigen  c"  i°  cj  iu  der  angegebenen  Weise 
gefunden,  und  es  ist  unmittelbar  zu  erkennen,  ob  sie  elliptische 
oder  hyperbolische  Lage  hervorrufen.  Für  die  Annahme  der 
drei  ersten  Mittelpunkte  haben  wir  aber  eine  achtfache  Willkür, 
indem  wir  jeden  von  ihnen  elliptisch  oder  hyperbolisch  wählen 
können;  die  übrigen  werden  fUr  jeden  dieser  8  Falte  danach  be- 
stimmt, und  wir  erhalten  auf  den  sechs  Tetraederkanten  fol- 
gende 8  MSglichkeiten  hinsichtlich  des  elliptischen  oder  hyper- 
bolischen Charakters  der  zugehörigen  Punktiuvolutionen : 


Kanten     1) 


3)|4)|5)|C)|7)|8) 


e    h    h 

eih\k 


^cl«r  wenn  wir  die  Kanten  nach  den  vier  Seitenflächen  des 
E^olartetraeders  gruppieren,  erhalten  wir  in  den  acht  möglichen 
^^llen  folgende  Tabelle: 

Die  vier  Seitenflächen  des  Polartetraeders : 


labe] 

[«!•,»,: 

[Sc,.,] 

leaM 

>) 

cce 

eee 

eee 

eee 

2) 

eh), 

ehh 

hhe 

heh 

3) 

heh 

heh 

ehh 

hhe 

*) 

hhe 

hhe 

heh 

ehh 

5) 

eee 

ehh 

ehh 

ehh 

6) 

chh 

eee 

heh 

hhe 

I) 

hhe 

heh 

hhe 

eee 

8) 

heh 

hhe 

eee 

heh. 

üieraus  ergiebt  sich  nun  folgendes  Gesetz : 
1.    Wenn  bei  einem  l'olartetraeder 
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Paar  Gegenkanten  die  zngehorigen  PnnktinTO- 
lutionen  gleichartig  sind  (d.  h.  beide  elliptisch  oder 
beide  hyperbolisch)^  so  sind  sie  anch  auf  jedem 
der  beiden  übrigen  Paare  von  Gegenkanten  gleich- 
artig und  zwar  sind  sie  entweder  auf  allen  drei 
Paaren  von  Gegenkanten  elliptisch  oder  auf  einem 
Paare  elliptisch  und  auf  den  beiden  anderen  Paaren 
hyperbolisch  d.  h.  entweder  sind  alle  sechs  Punkt- 
involutionen  elliptisch,  oder  zwei  elliptisch  und 
vier  hyperbolisch.  Im  ersten  Falle  sind  natürlich 
auch  in  jeder  Seitenfläche  des  Tetraeders  die 
Punktinvolutionen  auf  den  Kanten  elliptisch;  im 
zweiten  Falle  sind  von  den  drei  Kanten  in  einer 
Seitenfläche  immer  zwei  hyperbolisch  und  die 
dritte  elliptisch.  Ebenso  sind  auf  den  Kanten  des 
Tetraeders^  die  von  einer  Ecke  ausgehen,  im  ersten 
Falle  alle  drei  Punktinvolutionen  elliptisch,  im 
zweiten  Falle  immer  zwei  hyperbolisch  und  die 
dritte  elliptisch. 

2.  Wenn  bei  einem  Polartetraeder  auf  einem 
Paar  Gegenkanten  die  zugehörigen  Punktinvo- 
lutionen ungleichartig  sind  (d.  h.  eine  elliptisch, 
die  andere  hyperbolisch),  so  sind  sie  auch  auf  jedem 
der  beiden  übrigen  Paare  von  Gegenkanten  un- 
gleichartig, also  überhaupt  drei  elliptisch  unddrei 
hyperbolisch  und  zwar  in  den  drei  Kanten  des 
Polartetraeders,  welche  in  einer  Seitenfläche  des* 
selben  liegen,  einmal  alle  drei  elliptisch  nnddrei* 
mal  zwei  hyperbolisch  und  die  dritte  elliptisch; 
dagegen  in  den  drei  Kanten  des  Polartetraeders, 
welche  in  einer  Ecke  zusammenstofsen,  einmal  all 
drei  hy]>erbolisch  und  dreimal  zwei  elliptisch  an 
die  dritte  hyperbolisch. 

Wir  werden  hierdurch  im  wesentlichen  nur  auf  drei  ve 
schicdene  Arten  von  Polartetraedem  geführt,  nämlich 
in  dem  Falle  1)  sind  alle  Involutionen  elliptisch, 

in  den  Fällen  2),  3),  4):   auf   einem    Paar  Gegenkanten   el 

liptische,  auf  den  vier  übrigen  hyper 
bolische  Punktinvolutionen ; 
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indenPallenö),  6),  7),  8):  auf  drei  Kanten  elliptische,  auf  den 

drei  übrigen  hyperbolische  Punkt- 
involutionen, und  zwar  gehen  von 
einer  der  vier  Tetraederecken  drei 
hyperbolische  Kanten  aus,  während 
die  drei  Kanten  in  der  gegenüber- 
liegenden Seitenfläche  elliptisch  sind. 

Es  zeigt  sich  nun  die  merkwürdige  Erscheinung,  dafs 
diese  drei  Gattungen  von  Polartetraedern  nie  zusammen  bei 
einem  raumlichen  Polarsystem  auftreten,  sondern  dafs  ein 
gegebenes  Polarsystem  immer  nur  eine  Art  von 
Polartetraedern  enthalten  kann,  wodurch  dann  natur- 
gemafs  drei  wesentlich  verschiedene  Arten  von  räumlichen 
PoIa^Tsystemen  zu  unterscheiden  sein  werden. 

In  der  That,  seien  ss^  ein  beliebiges  Paar  konjugierter 
Stn&|)len  und  tt^  ein  beliebiges  zweites  Paar  konjugierter 
S^c^Uen  in  einem  gegebenen  räumlichen  Polarsystem,  und 
nebnien  wir  einen  beliebigen  Punkt  p  im  Räume,  so  giebt 
w  durch  )fi  einen  einzigen  bestimmten  Strahl)  welcher  gleich- 
zeitig s  und  $1  in  den  Punkten  a  und  a^  triflFt;  ebenso  nur 
ein 0:11  einzigen  bestimmten  Strahl  durch  !p,  welcher  gleich- 
zeitig t  und  <,  in  den  Punkten  b  und  bi  triflFt;  seien  ferner 
^^    konjugierten  Punkte  zu 

a      b      aj      bj 
a      b      ai      bi 

in    den  Punktinvolutionen,    welche  den  Strahlen    sis^i^  im 

S^ebenen  Polarsystem  zugehoren;  dann  ist,  wie  wir  wissen 

zn  jaaj  der  konjugierte  Strahl  |a'ai|  und    die    vier   Punkte 

^^iCt'al  sind  die  Ecken  eines  Polartetraeders;   ebenso  ist  zu 

^^\  der  konjugierte  Strahl  |b'b/|  und  die  vier  Punkte  bb,b'b; 

"^d  ebenfalls  die  Ecken  eines  Polartetraeders.    Da  aber  die 

^^^  Punkte  aba|b,  in  einer  Ebene  liegen,  weil  laaj  und  |bb,| 

8*^«  in  (]em  Punkte  ))  treflFen,  so  müssen  sich  die  konjugier- 

^^  Strahlen  la'ail  Ib'bil  treflFen,  also  auch  in    einer  Ebene 

"^en,  und  diese  ist  die  Polarebene  b  des  Punktes  !p,  während 

»i^dererseits  der  Schnittpunkt  (|a  all,  |b'b;|)  =  pi  der  Pol  der 

""Cne  fj  ist,  in  welcher  die  vier  Punkte  aa,bb,  liegen;  wir 

^^M  also 
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V  =(|aa,MbbJ)        B  =[|a'a;|   ibYil] 
Pi  =  (|a  a'ii,  Ib'b'il)       £i  =  [!aa,|  bb,|], 

und  es  sind  sowohl  ip  und  s ,  als  auch  p,  und  £(  Pol  und  Polar- 
ebene im  räumlichen  Polarsystem;  folglich  sind  auch  |p^|| 
und  ;££i|  konjugierte  Strahlen^  welche  wir  zur  Abkürzung 
mit  rr^  bezeichnen  wollen.  Dieses  Paar  rr^  begegnet  sowohl 
dem  Paare  konjugierter  Strahlen  |aa||  und  |a'ai9  ^s  auch  dem 
Paare  konjugierter  Strahlen  jbb||  und  jb'biM  wie  ersichtlich  ist. 

Wir  wissen  nun,  dafs,  wenn  ein  Paar  konjugierter  Strah- 
len Ton  einem  andern  Paare  getroffen  wird,  dieses  zwei  Paare 
Gegenkanten  eines  Polartetraeders  sind ,  also  die  zugehörigen 
Punktinvolutionen ,  wenn  sie  bei  einem  Paare  gleichartig 
sind,  auch  beim  andern  Paare  gleichartig  sein  müssen,  wenn 
sie  bei  einem  Paare  ungleichartig  sind,  auch  beim  andern 
Paare  ungleichartig  sein  müssen.  Hieraus  folgt:  So  wie  55, 
beschaffen  sind,  müssen  auch  aa,!  und  |a'ai|  beschaffen  sein; 
so  wie  jaail  und  a\il|  beschaffen  sind,  müssen  auch  rr|  be- 
schaffen sein;  so  wie  rVi  beschaffen  sind,  müssen  auch  |bb|{ 
und  b'bil  beschaffen  sein,  und  endlich,  so  wie  ;bb,  und  b'bi 
beschaffen  sind,  müssen  auch  tt^  beschaffen  sein;  folglich 
muls  auch  der  Charakter  der  Involutionen  auf  ss^  mit  dem 
der  Involutionen  auf  tf^  übereinstimmen  und,  da  55,  und  tt^ 
ganz  willkürlich  gewählte  Paare  konjugierter  Strahlen  im 
räumlichen  Polarsysteme  sind,  so  haben  wir  dies  Elrgebnis: 

Wenn  in  einem  räumlichen  Polarsystem  auf 
irgend  zwei  konjugierten  Strahlen  die  zugehörigen 
Punktinvolutionen  gleichartig  sind,  so  sind  sie 
auf  sämtlichen  Paaren  konjugierter  Strahlen  gleich- 
artig  (d.h.  beide  elliptisch  oder  beide  hyperbolisch); 
wenn  dagegen  auf  irgend  einem  Paar  konjugierter 
Strahlen  die  zugehörigen  Punktinvolutionen  un- 
gleichartig sind  (d.  h.  eine  elliptisch,  die  andere 
hyperbolisch),  so  sind  sie  auf  sämtlichen  Paaren 
konjugierter  Strahlen  ungleichartig. 

Hiemach   haben  wir  drei  wesentlich  verschiedene  Arten 
von  räumlichen  Polarsystemen  zu  unterscheiden,  die  wir 
einander  getrennt  betrachten  wollen. 
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§  23.     Drei  Arten  räumlicher  Polarsysteme. 

Nach  den  Auseinandersetzungen  des  vorigen  Paragraphen 
zerfallen  die  räumlichen  Polarsysteme  zunächst  in  zwei  Haupt- 
klassen: 

I.     Diejenigen  räumlichenPolarsysteme^  bei  denen 
auf  jedem  Paare   konjugierter  Strahlen  die  zu- 
gehörigen Punktin  yolutionen  (also  auch  Ebenen- 
involutionen)  gleichartig  sind, 
II.     diejenigen  räumlichen  Polarsysteme^  bei  denen 
auf  jedem  Paare  konjugierter  Strahlen  die  zu- 
gehörigen Punktin  Tolutionen  (also  auch  Ebenen - 
involutionen)  ungleichartig  sind. 
Was  zunächst  die  zweite  Klasse  von  Polarsystemen  be- 
trifft,   so    ist  ersichtlich,   dafs  dieselben  immer   eine   reelle 
Kemfläche  haben  müssen;   denn  von  irgend  zwei  konjugier- 
ten Strahlen  desselben  mufs  einer  der  Träger  einer  zugehöri- 
gen elliptischen,  der  andere  einer  hyperbolischen  Punktinvo- 
lution sein;  letztere  hat  zwei  reelle  Doppelpunkte  (Asymptoten- 
punkte), erstere  zwei  reelle  Doppelebenen  (Asymptoteuebenen), 
welche  durch  die  vorigen  Doppelpunkte  gehen.    Die  Doppel- 
punkte sind  Punkte  der  Kernfläche,  die  Doppelebenen   die 
Berfihrungsebenen  in  diesen  Punkten;   denn  seien  Sg  und  S/, 
die  beiden  konjugierten  Strahlen  und   ii'  die  Doppelpunkte 
der   hyperbolischen  Punktinvolution  auf  5a,  so  ist  [tsj  =  r 
die  Polarebene  von  t,  welche  durch  diesen  Punkt  selbst  geht. 
AUe  Strahlen   im  Räume,    die  durch    t  gehen,   müssen    die 
Trager  hyperbolischer  Punktinvolutionen  sein,   welche  einen 
Asymptotenpunkt  in  t  haben  und  in  dem  andern  zum  zweiten 
Male   der  Kernfiäche  begegnen.     Die  konjugierten  Strahlen 
20   diesen  erfüllen  die  ganze  Ebene  r  und  müssen  nach  der 
-ATatur  dieses  räumlichen  Polarsystems  sämtlich  elliptisch  sein; 
die   Ebene  t  kann  also  keinen    weiteren  reellen  Punkt  der 
^^sroflache  enthalten,  als   den  Punkt  t  allein;    alle  Strahlen 
duirch  t,  die  in  der  Ebene  r  selbst  liegen,   haben  zu  konju- 
firi^*ten  Strahlen   wiederum    Strahlen,   die    in  r  liegen   und 
^OjÄ^ch  t  gehen,  und  diese  Strahlenpaare  bilden  eine  elliptische 
^t*r^leninvolution,  welche  wir  erhalten,  indem  wir  t  mit  der 
8t  liegenden  Punktinvolution  verbinden.    Diese  elliptische 

;,  Theor.  d.  Oberfl.  2.  Urdn.  11 
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Strahleninvolution  ist  der  Vertreter  eines  imi^iiiären  Linien- 
paars (die  imaginären  Doppelstrahlen  der  elliptischen  Strahlen- 
involution).  Diese  beiden  imaginären  Geraden  sind  als  sich 
selbst  konjugierte  Strahlen  aufzufassen,  die  die  Eigenschaft 
besitzen  y  dals  jeder  ihrer  Funkte  ein  Punkt  der  Eemfläche 
und  jede  Ebene  durch  sie  eine  Berührungsebene  der  Eem- 
fläche ist.  Wir  können  also  sagen  ^  dafs  die  Ebene  r  die 
Kerufläche  in  einem  imaginären  Linienpaar  schneidet,  dessen 
einziger  reeller  Doppelpunkt  t  ist.  Da  nun  alles,  was  von 
dem  Punkte  t  der  Eemfläche  und  der  durch  t  gehenden 
Polarebene  r  gilt,  in  ganz  gleicher  Weise  von  jedem  Punkte 
t  der  Eemfläche  und  seiner  Polarebene  r  gelten  muls,  da 
ferner  sich  selbst  konjugierte  Strahlen  des  Polarsystems ,  die 
ganz  auf  der  Eemfläche  liegen,  nur  in  einer  solchen  Ebene 
tf  die  durch  ihren  Pol  t  geht,  gesucht  werden  können,  so 
dürfen  wir  sagen: 

Das  Polarsystem  der  zweiten  Klasse  hat  immer 
eine  reelle  Eemfläche,  den  Ort  aller  Punkte  t, 
deren  Polarebenen  r  durch  t  gehen.  Jede  solche 
Polarebene  r  enthält  nur  den  einzigen  reellen 
Punkt  t  der  Eemfläche  und  schneidet  die  Eem- 
fläche in  einem  imaginären  Linienpaar,  welches 
vertreten  wird  durch  eine  bestimmte  elliptische 
Strahleuinvolution,  die  in  der  Ebene  r  liegt,  ihren 
Mittelpunkt  in  t  hat  und  durch  das  räumliche  Polar- 
system bestimmt  ist.  Wir  nennen  die  Ebene  r  die 
Berührungsebene  der  Eemfläche  im  Punkte  t,  weil 
alle  Strahlen  die  in  ihr  durch  t  gezogen  werden, 
keinen  weiteren  Punkt  der  Kernfläche  enthalten 
können  (Träger  parabolischer  Punktinvolutionen), 
also  Tangenton  der  Kernfläche  sind.  Das  Polar- 
systeni  dieser  IL  Elasse  enthält  keinen  reellen  sich 
selbst  konjugierten  Strahl,  die  Eemfläche  also 
keine  reelle  gerade  Linie,  die  ganz  auf  ihr  ver- 
läuft; sie  ist  eine  nicht-geradlinige  Fläche  zweiter 
Ordnung;  wenn  man  aber  will,  so  enthält  jede  Be- 
rührungsebene ein  imaginäres  Linienpaar,  ver- 
treten durch  eine  bestimmte  elliptische  Strahlen- 
inTolation,  and  diese  imaginären  Linienpaare  kon- 
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neu  als  gerade  Linien    der  Eernfläche  betrachtet 
werden. 

Bevor  wir  auf  diese  nicht -geradlinigen  Flächen  2.  Ord- 

niazig,  welche  als  Eeruflächen  des  Polarsystems  der  IL  Klasse 

a-uffceten,  näher  eingehen^  wenden  wir  unsem  Blick  zurück 

2u         dem    Polarsystem    der    L   Klasse;    dieses    giebt    zweien 

^v^ex-schiedenen  Arten  von  Polarsystemen  Entstehung;  nämlich 

solcihen,  die  eine  reelle  Kemfläche  besitzen,  und  solchen,  die 

reelle  Kemfläche  besitzen. 

Sind  nämlich  s  und  Si  ein  Paar  konjugierter  Strahlen 
Träger  elliptischer  Punktinvolutionen,  die,  wie  wir  ge- 
^^n  haben,  immer  beim  Polarsystem  der  ersten  Klasse  vor- 
müssen (die  Fälle  1),  2),  3),  4)  auf  S.  158)  als  Gegen- 
m  eines  beliebigen  Polartetraeders,  so  können  hier  nur 
Fälle  eintreten:  entweder  sind  die  vier  übrigen  Kanten 
Polartetraeders ,  sämtlich  hyperbolisch  oder  sämtlich  el- 
^*1^ tisch;  fassen  wir  zunächst  den  ersten  Fall  ins  Auge.  Da 
^*^  cliesem  Falle  überhaupt  hyperbolische  Punktinvolutionen 
^^ ^treten,  so  hat  das  räumlische  Polarsystem  eine  reelle  Kern- 
^'^^^Vie,  den  Ort  aller  Punkte,  deren  Polarebenen  durch  sie 
^^*l>«t  gehen.  Nehmen  wir  daher  eine  solche  beliebige  Ge- 
8y  den  Träger  einer  hyperbolischen  Punktinvolution  mit 
reellen  Doppelpunkten  tt',  so  mufs  auch  auf  der  kon- 
•^^Kicrten  Geraden  s,  die  zugehörige  Punktinvolution  hyper- 
J-^^üsch  sein  und  wird  die  reellen  Asymptotenpunkte  t,  ti 
•cn.  Nun  ist  offenbar  |ttj  eine  sich  selbst  konjugierte  Ge- 
e,  weil  die  Polarebenen  sowohl  von  t  als  auch  von  tj  beide 
^^x-ch  |ttj|  gehen,  und  in  gleicher  Weise  erhalten  wir  drei 
^^^dere  sich  selbst  konjugierte  Strahlen;  wir  haben  also  ein 
"^^ndschiefes  Vierseit  auf  der  Kemfläche,  gebildet  von  den 
^^^Ä"  sich  selbst  konjugierten  Strahlen: 

itt,|  =  ?,     |tt;!=ir,     it't;|  =  i,,     ^'i^\-9^■ 

/^®8    sind,    wie    leicht    einzusehen    ist,    nicht    die    einzigen 

*ich  selbst  konjugierten  Strahlen,  sondern  es  giebt  noch  un- 

^°^"ch- viele  andere,  deren  Gesamtheit  so   ermittelt  werden 
«811X1 : 

Nehmen  wir  die  beiden  eben  gefundenen  windschiefen  Ge- 

^'^  2  und  Z,,  deren  jede  ein  sich  selbst  konjugierter  Strahl  im 

11* 
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Polarsystem  ist  und  ziehen  irgend  eine  Gerade  s,  welche 
beiden  begegnet^  so  mufs  der  konjugierte  Strahl  s^  auch  bei- 
den, l  und  l^,  begegnen;  denn  begegnet  der  Strahl  5  der  Ge- 
raden 2|  in  Xi  7  so  ist  der  Pol  y  der  Ebene  [lj:{]  auf  l  gelegen, 
weil  l  eine  sich  selbst  konjugierte  Gerade  ist;  er  liegt  aber 
auch  auf  der  konjugierten  Geraden  s^ ,  ist  also  derjenige 
Punkt,  in  welchem  Si  der  l  begegnen  mufe,  und  tri£Et  andrer- 
seits der  Strahl  s  die  Gerade  Z  in  )),  so  ist -der  Pol  t)^  der 
Ebene  [Zjt)]  auf  {|  gelegen  und  zugleich  auf  s^,  ist  also 
derjenige  Punkt,  in  welchem  der  Strahl  s^  der  Geraden  Z, 
begegnen  mufs.     Da 

y:  die  Polarebene  [Ixi]  und  zugleich 

hat  und  die  beiden  Polarebenen  [ZjTj]  und  [Z^^l  sich  in  dem- 
selben Strahl  xt]  schneiden,  so  ist  dieser  ein  sich  selbst  kon- 
jugierter Strahl  und  ebenso  ist  \)\)^  ein  sich  selbst  konjugier- 
ter Strahl.  Wir  haben  also  zwei  neue  sich  selbst  konjugierte 
Strahlen  gefunden.  Drehen  wir  nun  die  Ebene  \lj:y\  um  den 
festgehaltenen  Strahl  {,  so  beschreibt  sie  ein  Ebenenbüschel, 
welches  wegen  der  Natur  des  Polarsystems  mit  der  von  ihrem 
Pole  (v)  beschriebenen  geraden  Punktreihe  auf  l  projektivisch 
sein  mufs,  also  sind  auch  die  Punktreihen  j:  und  Xi  projektivisch 
oder  auch  die  Ebenenbüschel  [Z^r]  und  [lj:{\.  Die  sich  selbst 
konjugierten  Strahlen  \xxy\  sind  also  das  Erzeugnis  zweier  pro- 
jektivischen  Punktreihen  oder  zweier  projektivischen  Ebenen- 
büschel, d.  h.  sie  bilden  eine  Regelschar  eines  einfachen 
Hyperboloids,  also  diejenige  geradlinige  Fläche  zweiter  Ord- 
nung, von  welcher  aus  wir  zu  dem  räumlichen  Polarsysteme 
gelangt  sind.     Wir  haben  also  folgendes  Ergebnis: 

Sobald  in  einem  räumlichen  Polarsysteme  zwei 
konjugierte  Strahlen  vorkommen,  deren  zugehörige 
Punktinvolutionen  beide  hyperbolisch  sind,  so 
hat  dasselbe  eine  reelle  Eernfläche,  welche  eine 
geradlinige  Fläche  zweiter  Ordnung  d.  h.  ein  ein- 
faches Hyperboloid  ist,  wie  wir  es  bereits  in  §  20  be- 
trachtet haben. 

Was  nun  in  einem  solchen  räumlichen  Polarsystem  die 
darin  auftretenden  Polartetraeder  betrifft,  so  sind  sie  sämtlich 
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von  gleicher  Art,  nämlich  so  beschaffen;  dafs  die  Punktinvolu- 
tionen  auf  einem  Paar  Gegenkanten  elliptisch,  auf  den  vier  übri- 
gen Kanten  hyperbolisch  sind  (wie  2),  3),  4)  in  der  Tabelle  des 
§22).     Denn  nehmen  wir  irgend  ein  Polartetraeder  abcb  in 
diesem  Polarsystem ,  so  mufs  es  (§  22)  wenigstens  ein  Paar 
Gegenkanten  mit  elliptischen  Punktinvolutionen  haben ;  seien 
^iese  |abj  nnd  |cb|.    Betrachten  wir  nun  die  Seitenfläche  [abc], 
welche  dem  Hyperboloid  in  einem  reellen  Kegelschnitt  be- 
gegnen muis;  weil  sämtliche  Erzeugende   der  einen  Begel- 
scliar  die  Ebene  [abc]  in  den  Punkten  dieses  Kegelschnitts 
durchbohren,  so  haben  wir  ein  Polardreieck  abc  für  diesen 
Fegelschnitt  und  auf  |ab|    eine  elliptische  Punktinvolution, 
also  in  c  eine    mit   denselben  perspektivische  Strahleninvo- 
lation;  da  diese  also  auch  elliptisch  ist,  so  mufs  der  Punkt 
c  innerhalb  des  Kegelschnitts  liegen,  also  die  beiden  konju- 
gierten Strahlen  |ca|  und  {cb|  der  Strahleninvolution  müssen 
den  K^elschnitt  in  reellen  Punkten  schneiden;    daher  sind 
I  c  et  {  und  j  cb  (,  in  gleicher  Weise  auch  |  b  a  |  und  |  b  b  |,  also  die  vier 
übiriggjj   Tetraederkanten    Träger   hyperbolischer   Punktinvo- 
lationen  im  räumlichen  Polarsysteme,  w.  z.  b.  w. 

£&    bleibt  jetzt  von  allen  acht  möglichen  Fällen  eines 

P^lartetraeders  (§  22,  Tabelle)  noch  der  einzige  1)  übrig,  in  dem 

^     nämlich    im  raumlichen  Polarsysteme  ein  Polartetraeder 

K^^bt^  dessen  sämtliche  sechs  Kanten  Träger  elliptischer  Punkt- 

^"^olutionen    sind.      In   diesem  Falle    sind    sämtliche 

^lartetraeder   derselben  Art,   und   das   räumliche 

'^^larsystem  hat  keine  reelle  Kernfläche.     Dies  er- 

8*^bt  sich  mit  Notwendigkeit  daraus,  dafs  der  jetzt  angenom- 

"^^xie  Fall  von  den  übrigen  ausgeschlossen  wird;  denn  gäbe 

^     itx  dem  eben  angenommenen  Fall  eines  durchweg  ellipti- 

*<^Oei:^  Polartetraeders   aufser   diesem  ein  Polartetraeder   der 

^^eim  Art   mit  zwei  elliptischen   und   vier   hyperbolischen 

^^*^t«n,  so  müfsten  alle  Polartetraeder  dieser  Art  sein,  also 

^H    das  angenommene,  was  ein  Widerspruch  ist.    In  einem 

.    *^Hen  Polarsystem    kann    es  aber  überhaupt  keine  reellen 

.  ^^ienten   Elemente   geben;   denn   irgend   eine  Seitenfläche 

p^^Ä  Polartetraeders   enthält   ein  Polardreieck  eines  ebenen 

j.^j^^:rBy8tems,  für  welches  die  drei  Punktinvolutionen  auf  den 

^^*~tn  des  Polardreiecks  alle  drei  elliptisch  sind;  ein  solches 
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übeiies  Polarsysteiii  hat  niemals  einen  reellen  Kemkegel- 
schnitt  (Th.  d.  K.  §57);  also  giebt  es  in  keiner  Ebene  reelle 
Punkte  einer  Kernflüchc.  Wir  sagen,  die  ganze  Kernflache 
ist  imaginär,  wird  aber  durch  das  reelle  Gebilde  dieses  raum- 
lichen Polarsystems  vertreten. 

Wir    haben     demnach    drei    Arten    räumliche 
Pülarsysteme    entsprechend    den    drei    Arten    vo 
Pülartetraüderu,     indem     bei    jedem     Polarsyste 
immer  nur  eine  und  dieselbe  Art  von  Polartetrae — 
dem  auftritt: 

1.  Das  räumliche  Polarsystem  hat  nur  Polartetraeder,  dere: 
Kanten    sämtlich   Träger    elliptischer  Punktin volutione 
sind ;  es  hat  keine  reelle  Kernfiäche,  d.  h.  es  giebt  keine 
reellen  Punkt,  dessen  Polarebene  durch  ihn  selbst  geht. 
II.  l)a.s  räumliche  Polarsystem  hat  nur  Polartetraeder,    be: 
denen  ein  Paar  (jegonkanton  die  Träger  elliptischer,  die 
vier   übrigen  Kanten   die  Träger  hyperbolischer  Punkt- 
involutionen   sind;   es   hat  eine  relle  Kernfläche,   welchai 
eine    geradlinige    Pläche    zweiter    Ordnung     (einfaches 
Hyperboloid)  ist. 
III.  Das  räumliche  Polarsystem  hat   nur  Polartetraeder,   bei  -^^  ^* 
denen  jedes  Paar  (iegen kanten   die  Träger  einer  hyper — 
boli»c'hon    und    einer    elliptischen   Punktinvolution   äindj^ 
so  dals  dn*i  Kanten  liyperVK)lisL-he,  drei  Kanten  elliptisches:-^  ^*^ 
Punkt  involutionen  tragen,  und  zwar  die  ersteren  drei 
einer  Ecke  des  Polartetraeders  zusamnienstorsen,  die  drei 
letzteren   in   der  gegenüberliegenden  iSeitenfläehe  liegen. 
Das  Polarsystem  hat  eine  reelle  Kernlläche,  welche  eine 
Kläehe  zweiter  ()nhiung  ist,    die  keine   geraden  Linien 
enthält. 

Wir  können  zur  Abkürzung  für  diese  drei  Arten  von 
Polarsystemen  die  He/eielinuniren  i«»  1  [hh\  [hi]  wählen  und 
erkennen.  diU's  die  beiden  ersten  Arten  aus  der  im  Anfange 
diese>  Parairraplien  anir^'^rebenen  er>ten  Ilauptklasse  ent- 
springen. A\ähreud  die  ilritte  Art  ganz  in  der  zweiten  Haupt- 
kla>>e  enthalten  i>t.  Hei  der  er>ten  Art  kann  von  einer 
Konstruktion  der  Kernt!ä«.he  über  hau  {•:  nieht  die  Kede  sein, 
weil  keine  solche  reell  vorhanden  i>t.  Hei  der  /.weiten  Art 
eigiebt  sieb  die  Konstruktion   der   reellen  Kerntläche  in  ein- 
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fachster  Weise  vermittelst  projektivischer  Ebenenbüschel  oder 
Panktreifaen.  Es  bleibt  also  übrig,  auch  für  die  dritte  Art 
von  Polarsystemen  die  reelle  Eernfläche  darch  möglichst  ein- 
fache Eonstraktion  herzastellen ,  was  nanmehr  geschehen  soll. 

§  24.    Konstruktion  der  Eernfläche  des  räumlichen  Polar- 
systems unabhängig  davon,  ob  dieselbe  gerade  Linien 

enthält  oder  nicht. 

■ 

Dasjenige  raumliche  Polarsystem  ^  welches  reelle  sich 
selbst  konjugierte  Strahlen  enthält,  dessen  Eernfläche  also 
ein  einfaches  Hjrperboloid  ist,  gestattet,  wie  wir  gesehen 
haben,  eben  wegen  des  Vorhandenseins  dieser  Geraden  auf 
der  Flache  des  Hyperboloids  die  einfache  Eonstruktion  des- 
selben durch  projektivische  Ebenenbüschel  oder  Punktreihen, 
welche  bei  einem  Polarsystem  der  dritten  Art  selbstverständ- 
lich fortfallt.  Wir  können  aber  aus  der  Natur  des  Polar- 
systems eine  andere  Eonstruktion  der  Eernfläche  ableiten, 
die  zwar  nicht  ganz  so  einfach  ist,  als  die  vorige,  wie  es  in 
der  Natur  der  Sache  liegt,  aber  unabhängig  davon,  ob  die 
reelle  Eernfläche  gerade  Linien  enthält  oder  nicht.  Hierzu 
f&hrt  folgende  Betrachtung: 

Gegeben  seien  zwei  konjugierte  Strahlen  s  und  s^  des 
THumlichen  Polarsystems  und  wenigstens  einer  von  beiden  der 
Trager  einer  hyperbolischen  Punktinvolution  (sind  beide  hyper- 
bolisch, so  ist  die  Eernfläche  eine  geradlinige,  ist  nur  einer 
hyperbolisch^  so  hat  die  Eernfläche  keine  geraden  Linien). 
Sei  s  der  TnLger  der  hyperbolischen  Punktinvolution  und  o 
und  0|  die  beiden  Doppelpunkte;  die  Polarebenen  dieser 
Paukte  {d,  h.  die  Berührungsebenen  der  Eernfläche  in  den 
Poobten  o  und  0|)  sind  offenbar: 

[05,]  =  r     und     [o,s,]  =  r,. 

Oaroh  diese  Bestimmungsstücke  ist  das  räumliche  Polar- 
syaliem  noch  nicht  vollständig  bestimmt,  da  sie  bekanntlich 
fS.  1-45)  nur  acht  Bedingungen  enthalten;  fügen  wir  als  neuntes 
'^Ä-fciiiiinuiiggstück  noch  einen  Punkt  O2  der  Eernfläche  hinzu, 
^  x«t  das  Polarsystem,  also  auch  die  Eernfläche  desselben 
^M^tlSndig  bestimmt. 

Wir  konstruieren  zuerst  die  Polarebene  durch  Cj,  d.  h. 
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die  Berühruiigsebene  des  Punktes  o^,  indem  wir  durch  O2  die 
einzige  Gerade  ziehen ,  welche  s  und  s^  gleichzeitig  trifft,  so- 
dann zu  den  Treffpunkten  die  beiden  konjugierten  Punkte 
nehmen  in  den  auf  s  und  $,  gegebenen  Punktinvolutionen 
(d.  h.  auf  s  den  vierten  harmonischen  zu  0  und  o^  dem  Treff- 
punkt zugeordneten  Punkt),  dann  ist  die  Ebene,  welche  O2  mit 
diesen  beiden  konjifgierten  Punkten  verbindet,  die  gesuchte 
Berührungsebene  Tj,  die  Polarebene  von  Oj.  Femer  können 
wir  leicht  in  der  Ebene  Tj  die  Strahleninvolution  ermitteln, 
deren  Mittelpunkt  Cj  ist,  und  deren  (imaginäre)  Doppektrahlen 
das  Linienpaar  bilden,  in  welchem  die  Ebene  Tj  die  Kern- 
däche  schneidet.  Wir  setzen  nun  auf  Si  die  Punktinvolution 
als  elliptisch  voraus  und  verbinden  dieselbe  mit  0,  erhalten 
dadurch  eine  elliptische  Strahleninvolution,  welche  auf  der 
Schnittlinie  Ittj!  eine  elliptische  Punktinvolution  ausschneidet, 
die  mit  O2  verbunden  die  gesuchte  Strahleniuvolution  in  der 
Ebene  Tj  liefert;  wir  hätten  ebenso  auch  die  elliptische  Punkt- 
involution auf  s^  mit  o^  durch  eine  Strahleninvolution  ver« 
binden  können ,  die  auf  der  Schnittiinie  |  Tj  Ts  |  eine  elliptische 
Puuktinvolution  ausschneidet;  dann  hätte  dieselbe  mit  O2 
verbunden  die  vorige  elliptische  Strahleninvolution  liefern 
müssen,  da  es  nur  eine  solche  giebi  Wir  haben  also  jetzt 
von  der  Kernfläche  drei  Punkte  0  Oj  Cj,  ihre  Berührungsebenen 
r  r^  Tj  und  in  jeder  die  elliptische  Strahleninvolutiou,  deren 
imaginäre  Doppelstrahlen  als  das  imaginäre  Linienpaar  der 
£emfläche  in  der  Berührungsebene  aufzufassen  sind.  Was 
wir  für  den  Punkt  O2  der  Kemfläche  geleistet  haben,  können 
wir  in  gleicher  Weise  für  jeden  beliebigen  Punkt  derselben 
ausführen,  sobald  wir  nur  erst  beliebig  viele  Punkte  von 
ihr  haben,  die  wir  nun  möglichst  schnell  zu  konstruieren 
suchen  wollen. 

Bezeichnen  wir  noch  die  Ebene: 

[üO,Oo]  =  f 

und  ihren  Pol,  den  Punkt: 

(rr,r,)=V, 
ferner  die  Schnittpunkte  je  dreier  Ebenen: 

(£r,r.J  =  a         (f  rr,)  ==  at         (f  rr,)  =  aj, 
dann  haben  wir  in  der  Ebene   e  als  Durchschnitt  mit  der 


--.  c 


«  •«.  ikonstniktion  der  Kcrofläche  des  lilumlicheD  Polarsystems  etc.    169 

Eemfläche  einen  Kegelschnitt ,  welcher  dem  Dreieck  o  0|  03 

umschrieben  ist  und  zu  Tan- 
genten in  den  Ecken  die  Ver- 
bindungslinien lai  vij ,  lajal;  |viai! 
hat;  also  dem  Dreieck  a  a|  a, 
ein  beschrieben  ist  (Fig.  4). 
Daher  schneiden  sich  bekannt- 
lich I  a  0 ',  a,  0, , ;  aj  o^  |  in  einem 
Punkte ;  und  die  drei  Schnitt- 
punkte (0,02,  aidj)  (O2O,  aja) 
(00|,  aa,)  liegen  auf  einer 
Geraden,  welche  die  Polare 
des  vorigen  Punktes  ist  in 
Bezug  auf  den  Durchschnitts- 
kegelschnitt. 

Wir  haben  im  raumlichen  Polarsystem  als  zugeordnete 
■^^^^ente: 


»Ol: 

and  Polarebene: 

E 

onjug] 

ierte 

Strahlen: 

0 

» 

X  —  [poa,aj] 

00, 

und 

pa2 

0. 

» 

T,  =  [poia,a] 

Ü,  Ü2 

pa 

0» 

n 

*,  — [pcjaa,] 

IO2O 

pa, 

a 

» 

[po,o,J 

op 

aj  CI2  0 

«1 

n 

[t>o,o] 

o,p 

ci^ao, 

1> 

» 

fr  00,] 

02P 

aaj  O2 . 

▼oransgeschickt;   ziehen  wir  durch   0   einen   beliebigen 
,^^        l  X  im  Baume;  derselbe  mufs  der  Träger  einer  hyper- 
bolischen Panktinvolution  im  räumlichen  Polarsysteme  sein, 
^"^il  0  schon  ein  Asymptotenpunkt  derselben  ist;   es  kommt 
^^^uf  an,  den  andern  zu  konstruieren,    d.  h.  den   Schnitt- 
P^Äkt  des  Strahles  x   mit  der  Kemfläche.     Wir  fassen  den 
.  ^tr-aU  X   als  Schnittstrahl   zweier  Ebenen    auf,   deren    eine 
^Uirch  loOj',  die  andere  durch  ICO2!  gelegt  wird.    Legen  wir 
*^   erste  Ebene  durch  den  von  0  ausgehenden  willkürlichen 
Strahl  X  und  den  festen  Strahl  |oo,!,  so  liegt  der  Pol  dieser 
®>®iie  auf  dem  konjugierten  Strahl  Ip^r,:  i^nd  wenn  jene  Ebene 
*ö^ii  Strahl  in  )c  trifft,  so  wird  der  konjugierte  Punkt  ^j  m 
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der  PunktiDVüIution   auf  {))a.^!  der  gesuchte  Pol  sein.    DL « 
Punktinvolution  auf   pCi2\  ist  aber  bekannt,  nämlich  diejenigi 
welche  die  bekannte  Strahleninvolution  in  der  Ebene  r  durc 
0  (oder  in  der  Ebene  r,  durch  o,)  auf  dem  Strahle  Ipa,  | 


schneidet.  Legen  wir  ferner  die  zweite  Ebene  durch  Ha  n 
von  c  ausgehenden  willkürlichen  Strahl  x  und  den  feste  n 
Strahl  I  c  0.^1,  so  liegt  der  Pol  dieser  Ebene  auf  dem  konjugie^^- 

ten  Strahl  |pvi,  |,  und  wenn  jene  Ebene  diesen  Strahl  in  \y  triff 1, 

so  wird  der  konjugierte  Punkt  t),  in  der  Punktinvolution  «"       »f 
|pa,  I  der  gesuchte  Pol  sein.   Die  Punktinvolution  auf  IpaJ  ii 
aber  bekannt,  nämlich  diejenige,  welche  die  bekannte  Strahlec 


involutiou   in  der  Ebene  r  durch   o   (oder  in  der  Ebene 
durch  C2)  auf  dem  Strahle  \pcii\   ausschneidet.     Die   beid 
Punktinvolutionen  auf  |pvi|'  und  |^?vi.^|  sind  unserer 
zufolge  elliptisch.     Da  wir  nun  die  Pole  r^  und   X}i  zwei 
durch  x  gelegten  Ebenen  kennen,  so  ist  Itj!)]!  der  konjugier 
Strahl  zu  x.    Möge  endlich  der  Strahl  x  die  Ebene  [pO|0  -^] 
in  einem  Punkte  ^  trefl'en ,  so  wird ,  weil  a  der  Pol  der  Ehe 
[^)0,C2]   ist,    die  Polarebene  von  j    die  Ebene  [ar.2t>|]  sei 
schneidet  diese  den  Strahl  x  in  7^\  so  ist  zu  j  und  j'  der  de 
Punkte   0  zugeordnete  vierte  harmonische  zu  suchen;   d 
ist  dies  der  gesuchte  zweite  Schnittpunkt  des  Strahles  x  m. 
der  Kernfiäche;    denn    die  Punktinvolution    auf  x  hat   in 
einen  Doppelpunkt  und  das  Punktepaar  ^^'   zu   konjugiert^ 
Punkten;  also  ist,  da  letztere  durch  die  beiden  Doppelpunk 
harmonisch    getrennt   werden,   der   andere  Doppelpunkt 
funden.    Wir  können  diesen  vierten  harmonischen  Punkt  se 
viel  einfacher  finden;  die  Strahlen  |pa.j|  und    pa, ',  auf  den 
die  Punkte  y.,  und  \\   sich   vorlinden,   liegen  nämlich  in  d 
Ebene  t,  also   auch  die  Gerade     i\,i>||   ganz    in   der 
r,  wie  auch   a  priori  klar  ist,   weil  x  durch  0  geht, 
daher  die  Schnittpunkte: 

(a  V..,  vo,^»  =  V|        (ai>, ,  piO  =  tv. 

bezeichnet  werden,  so  ist  jr,  i^^l  ^i^*  Schnittlinie  der  beide 
Ebenen  [ar^i^]  und  1^0,02],  welche  dem  Strahle  x  in  den  Pun 
ten  }'  und  ;;  begegnen.     Legen   wir  nun  durch  diesen  Stralfc^ 
\l^i^t\  vier  Ebenen,  die  nach  den  vier  harmonischen  Punktei^^^ 
auf  dem  Strahle  x  hingehen,  so  haben  wir  vier  harmonisch 
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Ebenen^  welche  der  Geraden  ;oa,'  in  vier  harmonischen  Punkten 
begegnen  müssen;  von  diesen  vier  harmonischen  Punkten 
sind  a  und  der  Schnittpunkt  (o^  O2 ,  a  0)  zwei  zugeordnete, 
die  den  Punkten  3'  und  j  entsprechen,  der  dritte  ist  0  und 
der  zugeordnete  vierte  harmonische  werde  mit  O  bezeichnet 
(Fig.  4) ;  dann  ist  ersichtlich,  dafs  C  auf  dem  Kegelschnitt  lie- 
gen mufs,  in  welchem  die  Ebene  e  die  Kemflache  schneidet; 
denn  für  diesen  schon  oben  angegebenen  Eegelöchnitt,  der 
dem  Dreieck  0  0j02  umschrieben,  dem  Dreiseit  aa^ a2  ein- 
^beschrieben  ist,  sind  a  und  IO1O2I  Pol  und  Polare,  werden 
also  harmonisch  getrennt  durch  0  und  C,  die  Schnittpunkte 
^les  Strahles  jac'  mit  dem  Kegelschnitt.  Der  Punkt  O  ge- 
]i5rt  also  a  fortiori  der  Kemflache  an,  da  er  einem  ^Kegel- 
schnitte auf  derselben  angehört;  die  Ebene  [0^it)2]  ist  nun 
d'ejenige,  welche  dem  Strahle  x  in  dem  gesuchten  Punkte 
begegnet  (dem  zweiten  Doppelpunkte  seiner  Punktinvolution). 
\^jr*  bezeichnen  diese  Ebene 

und  haben  demnach  folgende  Konstruktion  der  Ebene  |  ge- 
funden: 

* 

Wir  ermitteln   zuerst  den   Punkt  O  in  der  Ebene  £  als 

de  1^1   zweiten  Schnittpunht  der  Verbindungslinie  |oa|  mit  dem 

Kegelschnitte,  in  welchem  die  Ebene  6  die  Kernfläche  schneidet. 

Sodann  legen  wir  durch  den  willkürlichen  Strahl  x  die  Ebenen 

tx  Oj]  und  [0:02],  welche  bez.  den  Strahlen  |^?a2l  und  |^)ai|  in 

X  ixnd  ^)  begegnen,,  die  zu  diesen  konjugierten  Punkte  in  den 

auf   l^a^l  und  i^aj  bekannten  Punktiuvolutionen  seien 

V2     und    t), ; 
die    Verbindungslinien  \clj:2\  "^^  I^Vil  treffen  bez.  die  Strahlen 
IVOjj  und  JPO2I  in  den  Punkten: 

]c,     und    '\)2, 

^n  ist  [OjCit)2]  diejenige  Ebene  §,  welche  dem  Strahle  x 
^  dem  gesuchten  zweiten  Punkte  der  Kernfläche  begegnet. 
Verandern  wir  den  willkürlichen  Strahl  x,  so  erhalten 
^^  durch  diese  Konstruktion  unendlich  viele  neue  Punkte 
^  Kemflache;  zu  jedem  ^trahle  x  erhalten  wir  eine  be- 
"T^^^^Ute  Ebene  |,  und  der  Durchschnittspunkt  (j^x)  ist  allemal 
^^  Punkt  der  Kernfläche.     Bei  der  Veränderung  des  will- 
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kiirlicben  Strahles  x  beschreibt  derselbe  ein  Strahl enbündeV 
um   den  festen   Mittelpunkt  o   und  die  zugehörige   Ebene      \ 
ein   Ebenenbüudel  um   den   festen  Mittelpunkt   C  (ver^V 
S.  20),   und  die   Abhängigkeit    zugehöriger  Elemente   dieser 
beiden   Bündel  ist  durch   die  obige  Konstruktion   leicht   ^s.u 
erkennen. 

Der  Strahl  x  erscheint  als  der  Schnittstrahl  zweier  Ebene  .^, 
die  um  dieT)eiden  festen  Strahlen  |oO|    und  -0021  sich  drehe  ^^^ 
also   zwei  Ebenenbüschel   beschreiben,   welche   von  einand'^^r 
durchaus  unabhllngig  sind,  weil  der  Strahl  x  ganz  willkürlid^b 
im  Kaume  durch  o  gezogen  ist.     Dagegen  wird  das  £bene:^B- 
büschel   [oe,vJ   mit  der  Punktreihe  V2  auf  -pcial  projekti?is^=:z:h 
sein   wegen   der  projektivischen  Grundeigenschaft  des  Poli^^r- 
systenis  und   ebenso  wird  das  Ebenenbüschel  [cCjlO  mit  d       er 
Punktreihe  t^,  auf  |yvi,|  projektivisch  sein;  mit  diesen  von         tj 
und  i>j   beschriebenen  Punktreiheu  liegen   bez.  die  Sirahle        n- 
büschel  'aV;;!  und    ai^i    perspektivisch,  also  auch  die  Pnnl^^^t- 
reihen,  welche  Xi  und  i^^  auf    po,  |  und  po-^j  durchlaufen;  ^^^3ie 
veränderliche  Ebene  5  =  [^  Vi  ^^2]   können   wir  auffassen  lE^^l* 
bestimmt  durch  die  beiden  veränderlichen  Strahlen    O  Xi  i  u^^c=u«l 
Oi>.2  >  welche    selbst  in  den  beiden  festen  Ebenen  [OpO|]  u^^ca^ 
ICpoJ   liegen    und   in 'diesen  beiden  Ebenen  zwei  Strahle— ^s"" 

■ 

büschel  beschreiben,   so  dals  erst<)ns  das  von  jOr||  beschrv:-  '*^ 
bene  Strahleubüschel   mit  dem  obigen  von  der  Ebene  [cO|  ^J 

beschriebenen   Ebenenbüschel    und    zweitens    das    von     C 
beschriebene  Strahlenbüschel  mit  dem  obigen  von  der  Ebei 
[00;,^|   beschriebenen   Ebenen  büschel    projektivisch   ist.     W 
haben   also   zwei   projektivische  Beziehungen:   Der   venu» 
liehe   Strahl   x   in    dem    Strahlenbündel    0    wird    durch    zw 
Ebenen  bestimmt,  welche  Ebenenbüschel  um  feste  Axen  b» 
schreiben,  die  veränderliche  Ebene  \  in  dem  Ebenenbündel  ^       ^ 
wird  durch  zwei  Strahlen  bestimmt,   welche   ebene  StrahleE^^   °" 
büschel  in  festen  Ebenen  beschreiben ;  das  eine  Ebenenbüsch^ 
ist  mit  dorn  einen  Strahlenbüschel,  das  andere  EbenenbQschc^ 
mit  dem  andern  Strahlenbüschel    projektivisch,   und   dadurc    ^^* 
ist  die   Abhängigkeit   des  Strahles  ./    und   der  Ebene  (  to.    '^^ 
einander  bestimmt.    Diese  beiden  projektivischen  ßeziehungec-    "^ 
sind   aber  nicht   vollkommen   frei,   sondern  einer  Medinguu^^^' 
unterworfen;  die  noch  hinzutritt;  die  Ebeneubüschel  uiuulicl^^' 
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welche  die  festen  Axen  |  o  Of '  und  c  o^  |  haben,  besitzen  eine 
gemeinschaftliche  Ebene  [cOiCj]  und  andererseits  besitzen 
die  Strahlenbüschel  in  den  festen  Ebenen  [C!|)Oj]  und  [O)}02] 
einen  gemeinschaftlichen  Strahl  lO)};;  der  gemeinschaft- 
lichen Ebene  entspricht  nun  für  beide  projektivischen  Be- 
ziehungen der  gemeinschaftliche  Strahl.  In  der  That,  wenn  die 
um  I  oOtl  gedrehte  veränderliche  Ebene  in  die  Lage  der  Ebene 
£ss[oC]02]  gelangt,  kommt  j:  nach  a^^  folglich  ^2  ^^^  ^ 
und  ebenso,  wenn  die  um  1 0  c^  |  gedrehte  veränderliche  Ebene 
in  die  Lage  von  s  >=  [0  Cj  Oj]  kommt,  gelangt  X)  nach  a^ ,  also 
9i  nach  )),  daher  entspricht  offenbar  der  Schnittstrahl  'Op|, 
welcher  den  beiden  Strahlenbüscheln  in  den  festen  Ebenen 
[0))C]]  und  [D))02]  gemeinschaftlich  ist,  in  beiden  projek- 
tivischen Beziehungen  der  Ebene  s.  Ebenso  wie  für  diesen 
besonderen  Fall  der  Strahl  x  unbestimmt  wird,  in  welchem 
die  beiden  zusammenfallenden  Ebenen  sich  schneiden,  wird 
auch  die  Ebene  |  unbestimmt,  weil  die  beiden  sie  bestim- 
menden Strahlen  zusammenfallen;  aber  gerade  dieser  Fall 
ist  von  vom  herein  unserer  Konstruktion  nicht  bedürftig, 
weil  wir  in  der  Ebene  s  alle  Punkte  (x^  g)  der  Kemfläche 
kennen,  nämlich  die  Punkte  des  oben  hervorgehobenen  Kegel- 
schnitts, der  dem  Dreieck  00^02  umschrieben,  dem  Dreiseit 
aaia2  einbeschrieben  ist.  Unsere  Konstruktion  leistet  das 
von  ihr  Verlangte,  indem  sie  alle  übrigen  aufserhalb  dieser 
Ebene  liegenden  Punkte  der  Kernfläche  finden  lehrt. 

Wir  haben  in  dem  Obigen  eine  Konstruktion  der  Kern- 
flache  eines  räumlichen  Polarsystems  gegeben,  unabhängig 
davon»  ob  diese  Kern  fläche  gerade  Linien  enthält  oder  nicht, 
vermittelst  zweier  Gebilde  von  zwiefacher  Unendlichkeit,  eines 
Strahlenbündels  und  eines  Ebenenbündels,  die  in  eine  der- 
artige Beziehung  zu  einander  gesetzt  sind,  welche  man 
„Reziprozität^'  neimt.  Diese  Gebilde  zweiter  Stufe  und  die 
Beziehung  ihrer  Elemente  auf  einander,  sowie  die  daraus  ent- 
springenden Erzeugnisse  werden  in  dem  zweiten  Abschnitte 
dieses  Buches  näher  untersucht  werden.  Während  hier  diese 
Gebilde  aus  dem  räumlichen  Polarsystem  hervortraten,  wird 
dort  umgekehrt  aus  der  Konstruktion  der  Fläche  zweiter 
Ordnung  vermittelst  reziproker  Gebilde  zweiter  Stufe  das 
laumliche   Polarsystem    abgeleitet   werden    (§  56).     Da   wir 
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also  dort  noch  eiiimal  auf  dasselbe  zurückkommen,  so  wolle "xv 
wir  seine  weitere  Untersuchung  bis  auf  jene  Stelle  verschie- 
ben, wobei  dann   insbesondere  die  ausgezeichneten  Elemen'ftje 
des  räumlichen  Folarsystems  (Mittelpunkt;  konjugierte  Durcfcn- 
messer,  Fokalkegelschnitte)  einer  eingehenden  Untersuchni^.  g 
unterzogen  werden  sollen.   Wir  kehren  nunmehr  zu  der 
linigen  Fläche  zweiter  Ordnung,   dem  Hyperboloid,   znrGc' 
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Ein  Hyperboloid  von  besonderer  Art  erhalten  wir, 
wir  zur  Bestimmung  des  räumlichen  Polarsystems,  dess^^i 
Kemiläche  dieses  Hyperboloid  sein  soll,  zwei  konjugierfce 
Strahlen  s  und  5,  als  die  Axen  zugehöriger  orthc^- 
gonaler  Ebeneninvolutionen  (S.  14)  annehmen.  Siiim^^l 
p*  und  )f>^  die  unendlich  -  entfernten  Punkte  der  gegebene -SEI 
Strahlen  s  und  s^,  so  hat  die  Ebene  [s)>*],  welche  de: 
Strahle  s^  parallel  läuft  ^  zu  ihrer  konjugierten  die 
rechtwinklige ;  welche  in  pj  den  Strahl  $,  treffe;  dann 
also  )}j  der  Mittelpunkt  der  Punktinvolution  auf  s, ,  welcbiv- 
die  Ebeneninvolutiou  des  konjugierten  Strahles  s  ausschneide 
Ebenso  legen  wir  zu  L^iP*J  eine  rechtwinklige  Ebei 
durch  s^]  diese  treffe  s  in  ]>,  dann  ist  p  der  Mittelpunkt 
Punktinvolution  auf  s,  und  diese  Konstruktion  zeigt,  dal 
jppil  nichts  anderes  ist,  als  die  kürzeste  Entfernung  der  be^t*' 
den  Geraden  ss^^  die  windschief  im  Itaume  liegen,  weil  pp^  I 
auf  beiden  rechtwinklig  steht. 

Die    orthogonalen   Ebeneninvolutionen    durch    s    und 
schneiden  auf  5,  und  s  elliptische  Punktinvolutionen  aus,  vo: 
denen   wir  vorerst  nur  die  Mittelpunkte   p   und  p,  und  ihr 
konjugierten,    die    unendlich -entfernten    Punkte   p*    und  pj 
kennen  gelernt   haben.     Diese  Involutionen   sind  vollstandij 
bekannt,  sobald  wir  noch  ein  Paar  konjugierter  Punkte  voi 
jeder  kennen;  wir  wählen  hierzu  die  Potenzpunkte,  d.  h.  dii 
jenigen  konjugierten  Punkte  der  Punktinvolution,  welche  voi 
dem  Mittelpunkte  gleich  weit  abstehen.    Das  negative  Quadrat 
dieses  Abstandes  ist  dann  die  Potenz  der  elliptischen  Punkt- 
m^ation;  wir  bezeichnen  sie  durch 
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und  können  den  Wert  von  B  leicht  ausdrücken.    Sei  nämlich 
d  die  kürzeste  Entfernung  zwischen   den  Strahlen   s  und  s^ 

und  to  der  Winkel^  welchen  die  Richtungen  der  beiden  Strahlen 

s  und  s^  mit  einander  bilden;   so  müssen  die  beiden  Ebenen 

dar-ch  s, ,  welche  durch  die  Potenzpunkte  auf  s  gehen,  recht- 

winlhg  zu  einander  sein,  weil  sie  der  orthogonalen  Ebenen- 

iii Volution    mit    degr  Axe  Si   angehören,   und  es  wird   daher 

•ß  .    sinw=^d,  also: 

SIU  w 

Hierdurch  ist  die  Potenz  ( — B^)  der  Puuktinvolution  aufs 
gefunden,  und  gleichen  Wert  hat  offenbar  die  Potenz  der 
«ll^ijDtischen  Punktinvolution  auf  5,.  Das  räumliche  Polar- 
?^^«m  ist  noch  nicht  vollständig  bestimmt  durch  die  beiden 
o^liogonalen  Ebeneninvolutionen  der  konjugierten  Strahlen 
^  ^^iid  S|,  da  diese  nur  acht  Bestimmungsstücke  enthalten 
(S-  146);  wir  können  noch  über  ein  neuntes  Bestimmungsstück 
vex-fügen.     Die  vier  Punkte: 

^l<ien  ein  Polartetraeder  des  räumlichen  Polarsystems,  und 

^*T"  kennen  nur  die  elliptischen  Punktinvolutionen  auf  einem 

P^sir  Gegenkanten  s  =  |pp*|  und  5,  =  |p,  )?*  |;  da  wir  es  nur 

ittit  einer  reellen  Kemfläche  (einem  Hyperboloid)   zu   thun 

taten  wollen,  so  müssen  die  Punktinvolutionen  auf  den  vier 

öbrigen  Kanten  des  Polartetraeders  hyperbolisch  sein  (S.  1G6, 

^1)  ;  wählen  wir  einen  Asymptotenpunkt  auf  |^p,|  willkürlich  als 

ßöuntes  Bestimmungsstück,  so  ist  das  Polarsystem   vollständig 

Stimmt;   es  sei  dies  der  Punkt  o   aufserhalb  p^),,   so   dafs 

^  Verhältnis : 

"n"^  =  ft  <  1 
opi 

(«er  Fall  /t  =  1  wird  hier  ausgeschlossen  und  in  §  30  be- 
^'^ders  untersucht  werden;  für  einen  Wert  ft  >  1  braucht 
^^  nur  ]i  und  ^), ,  d.  h.  5  und  5^  mit  einander  zu  vertjiuschen) 
''  dann  wird  der  vierte  harmonische  zu  0  zugeordnete  Punkt 
*  ^wigchen  p  und  p,  so  liegen,  dafs 
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'"-  =  —  n 

ist,    und   es    werden   eoi   die  beiden  Asymptoten  punkte  d^sx 
hyperbolischen  Punktinvolution  auf  der  Kante  l^^/  desPohk-T- 
tetraeders  sein.     Der  Mittelpunkt  9Ji   dieser  PunktinTolatici^n 
ist  also  die  Mitte  zwischen    c  Cj 

3» 

und  die  Potenz  der  hyperbolischen  Punktinvolution  ist  leic  ^9it 
auszudrücken;  wir  nennen  sie  c^,  also  (5)ie)^  »=  c^  und  habM  ^w 
nach  bekannten  elementaren  Eigenschaften  harmonisch.  ^ 
Punkte: 

Wir  wollen  jetzt  auf  den  Gbrigen  Kanten  unserers  Pol^»Jf' 
tetraeders  <>l?ip*l>,*   die  Potenzen  der  zugehörigen  hyperbo 
sehen   Punktin vohitionen    ermitteln    und    hierzu    die    Seite 
flachen    des    Polartetraeders    betrachten,    welche   die   Trig 
ebener  Polarsysteme    sind,    von    denen   die  Seiten  je   ein 
Polardreiecks   mit  ihren   Punktinvolutionen   zur  Bestimmu 
desselben  dienen.   Nehmen  wir  zuerst  die  Seitenflache  [pipp* 
so  kennen  wir  auf  den  beiden  Strahlen   'p,  )>    und    p|)}*    d 
zugehörigen  Punktinvolutionen,   die   erstere  ist  hyperbolii 
mit   der   Potenz   r*    und   dem   Mittelpunkt  ^Sl,    die    letzte: 
elli])tisch  mit   der  Potenz   —  li-  und   dem   Mittelpunkte  p 
folglich  lalst  sich   die  Punktinvolution  auf  der  dritten  Sei 
.ppj*     des  Polardreiecks  bestimmen,  welche  notwendig  hype 
bolisch  sein   muls;   ihr  Mittelpunkt  ist  )?,   weil  ^ie  Ecke  f 
des  Polardreiecks  im  Unendlichen  liegt.    Neunen  wir  A^  d 
Potenz    der    hyperbolischen   Punktinvolution    auf     pp*,u 
denken  wir   uns   die   Asymptotenpunkte   derselben   ennittel 
so  bildeu  dieselben  mit  den  Puukten  o  Oj  zusammen  ein  vo! 
standiges  Viereck,    di*iisen  Diagonaldreieck   ein   Polardreiec 
sein  mui'ü ;  nun  hat  der  Diagonalpunkt  p  zur  Polare  5|  «=  P|  p^ 
und  die  Seite    c  C]    =   vVw  ^^^  ^^^^  ^^^  ^i^  folglich  mQsse 
die  beiden  übrigen  Diagonalpunkte  auf  ^',  liegen,  konjugie: 
Punkte  sein  und  durch  Vi  und  v|^  harmonisch  getrennt  werde; 
wegen   der    Eigenschaft    des    vullstilndigen   Vierecks.     Di 
beiden   Punkte  können   daher  nichts  anderes    sein,    als    di 
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Potenzpnnkte  auf  Sj;  umgekehrt  erhalten  wir,  wenn  wir  die 
bekannten  P^tenzpunkte  auf  s^  verbinden  mit  den  Punkten 
0  0,  als  Durchschnittspunkte  die  gesuchten  Asymptotenpunkte 
auf  j^5p*|,  und  wegen  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  erhalten 
wir  daher: 

-s"  =   — =  /i,  also  A  =  aß , 

Die  Potenz  der  hyperbolischen  Punktinvolution  auf  der  Kante 
pp*|  ist  also  =  fi'B^.   Jetzt  betrachten  wir  die  zweite  Seiten- 
flache  [pp*V*]   unseres  Polartetraeders;  in  ihr  ist  p  der  Pol 
von  |p*j)*  ,    also  der  Mittelpunkt  des    ebenen   Polarsystems, 
und  auf   den    beiden   konjugierten  Durchmessern   |))p*|  und 
yV^ ,  kennen  wir  die  zugehörigen  Punktinvolutionen;  die  erstere 
^^f   s   ist    elliptisch  und  hat  die  Potenz   —  JK^,   die  zweite 
^^^.frj^ri  ^®^  hyperbolisch  und  hat  die  Potenz  ft^J?^;  hieraus 
'^st  sich   die  Punktinvolution   auf  .J?*t)f|  ermitteln,   welche 
VPerbolisch  sein  muCs.    Anstatt  dieser  ganz  im  Unendlichen 
"Agenden  hyperbolischen  Punktinvolution   fassen   wir  lieber 
"'®   mit  ihr  perspektivische  Strahleninvolution   durch  :p  auf; 
denken  wir  uns  die  Asymptoten  derselben  ermittelt,   welche 
*>aiiHonisch  getrennt  werden  durch  die  Strahlen  |  p  p*  =  5  und 
H>i  ,    (konjugierten  Durchmesser)  und   hingehen    nach    den 
^^ymptotenpunkten  der  Punktinvolution  auf  i))*p7|;  bezeich- 
nen ^ix  diese  Asymptotenpunkle  durch 

ü*      und     0*, 

^  ^t  die  Lage  der  Asymptoten  |po*,  und  |!t)o]^|  durch  die 
^^^teuzen  der  Punktinvolutionen  auf  den  konjugierten  Durch- 
°*^88em  |^)p*|  und  pp*|  leicht  zu  ermitteln;  ziehen  wir  nämlich 
"^^ch  die  Endpunkte  des  reellen  Durchmessers  Parallele  zu 
^^^  konjugierten  Durchmesser,  so  werden  auf  diesen  Parallelen 
"'^h  die  Asymptoten  Stücke  abgeschnitten,  welche  die  Länge 
^  imaginären  konjugierten  Durchmessers  vertreten;  also 
^^n  wir: 

ji  ^  „  ^    sin  (po*,  VV*")    ^  _    **^"_1^'^iJlJ?*^  . 
B         ^  8in(vo*,  ppf)  smlpof,  ppf)  ' 

iercJurch  ist  also    die  Richtung  des   Punktes    0*    bestimmt 

*^^  in  gleicher  Weise  bestimmt  sich  die  Richtung  des  Punk- 

0*.     Noch    einfacher   gestaltet   sich    hieruach   die   Kon- 

^küoii,  wenn  wir  durch  den  kürzesten  Abstand  rf,  der  auf 

^«EöTtK,  Theor.  d.  Oberfl.  2.  Ordn.  12 


\ 
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beiden  Geradeu  s  und  $|  rechtwinklig  ist;  die  beiden  Ebene: 
[ds]  und  [ds^'\  legen  und  die  Neigungswinkel  ^wischen  deim  — 
selben  durch  zwei  neue  Ebenen  so  teilen,  dafs  das  Teilirn] 
Verhältnis   der    Sinus    der  Teilwinkel    den   bekannten    Wei 

11  =  ^      erhält:   diese  beiden   Ebenen,    welche  die   ersterer_-n 


harmonisch  trennen ,  treffen  die  unendlich-entfernte  Geradi^He 
^)*p*  in  den  gesuchten  Asjmptotenpunkten  c*  und  o*  der  ai=if 
ihr  befindlichen  hyperbolischen  Punktinvolution. 

Sind  aber  erst  auf  den  beiden  konjugierten  Geraden  (Gege^^si- 

kanten  des  Polartetraeders)    pp|!=rf  und    p*p*   «=  rf*    d ide 

Asymptotenpunkte : 


c"   er 


der  zugehörigen  hyperbolischen  Punktinvolutionen  gefunde--  n, 
so    ergeben    sich    die   Verbindungslinien  derselben   lirium  ^f 
lieh  als  sich   selbst  konjugierte  Strahlen ,    d.  h.   als  Gem^  le 
Linien    der  Kernfläche    oder  Erzeugende   des    Hyperboloid,  äs; 
wir  bezeichnen  dieselben: 

.00*:  =  l  c,o*   =r/ 

0  or  \=Ui       Ol  or  =  /, , 

haben    also   /  und    tj    parallel,    </,   und  /,   parallel   und  il» 
Richtungen  bestimmt  durch  die  Sinus-Verhältnisse: 

cv  Cip  Bin  (Is)  8in  (Ls) 

cpi  c,j?i  *  sin  (/i*,)  810  ^/,**|) 

Wir  haben  jetzt  auf  unserem  Polartetraeder: 

V  Vi  v"  vT 

sämtliche  Punktinvolutiouen  der   Kanten  ermittelt;    auf  d 
Kanten   ^f'    und    PiPTI  ^^^^  ^^^  elliptisch,  ihre  Mittelpuul^ 
p  und  p, ,  ihre  Potenzwerte  —  !>*•;  auf  den  Kanten  |pp*|  u: 
pjp*  sind  sie  hyperbolisch,  ihre  Mittelpunkte  p  und  p,,  ih 
Potenzwerte  iirlP\  auf  der  Kante    pp,    ist  sie  hyperbolisc 

ihr  Mittelpunkt  3)i,  der  Potenzwert  v^  (wo  c  «=  -r-ZJ  t 
endlich  wird  die  Punktin vulution  auf  der  unendlich- 


p'^p'^l  besser   augeschaut    durch    die   mit  ihr   pers]>ektivi8c 
Strahleninvolution   von   p  oder  p,  aus,  deren  Asymptoten 
den  (leraden  l  und  /,  oder  //j  und  //  parallel  laufen. 
Die  vier  Punkte: 
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QO  00 

Ol      0         0 


1     V       *^1 

sind  nicht  blofs  die  Eqken  eines  windschiefen  Vierseits,  dessen 
Seiten : 

9    l    9\     h 
^Erzeugende  der  hyperboloidischen  Kernfläehe   sind^   sondern 
können  auch  aufgefafst  werden  als  die  eines  Polartetraeders  an- 
derer Art,  wie  wir  es  auf  S.  144  gefunden  haben:  nämlich  das 
"Windschiefe  Vierseit  hat  vier  Ecken   und  vier  Seitenflächen, 
indem  je  zwei  Seiten  desselben  sowohl  in  einer  Ecke  sich 
treffen y  als  auch  in  einer  Seitenfläche  liegen;  diese  Ecke  und 
Seitenfläche  sind  Pol  und  Polarebene.     Die  Diagonalen  des 
windschiefen  Vierseits  sind  ein  Paar  konjugierter  Strahlen  und 
zugleich  das  dritte  Paar  Gegenkanten  des  Tetraeders,  dessen  vier 
übrige  Kanten  die  Seiten  des  windschiefen  Vierseits  sind. 

Dieses  Tetraeder  hat  mit  dem  vorigen  das  eine  Paar  Gegen- 
kanten d  und  cCl  gemeinschaftlich,  deren  Richtungen  zu  einander 
rechtwinklig  sind,  weil  d  auf  ^  und  s^  rechtwinklig  ist,  währende?^ 
<Jie  nnendlich-entfemten  Punkte  von  s  und  s^  verbindet.  Wenn 
^ir  %,  den  Mittelpunkt  der  hyperbolischen  Punktinvolution  auf 
^1  öait  d^  durch  eine  Ebene  verbinden,  so  ist  deren  Pol  der  un- 
eadlich-entfernte  Punkt  von  d,  folglich  ist  3)i  der  Pol  der  unend- 
^ch-entfemten  Ebene,  also  der  Mittelpunkt  für  alle  Punktin volu- 
"onen  der  durch  3)i  gezogenen  Strahlen,  d.  h.  der  Mittelpunkt 
^es  Hyperboloids  (S.  98),   und  für  das  Polarbündel,    dessen 
^ttelpunkt  m  ist,  müssen  der  Strahl  d  und  die  Ebene  [ÜWrf*], 
^^U  sie  rechtwinklig  zu  einander  sind,   eine  Hauptaxe  und 
^]^^  Hauptebene  sein  (S.  48);    die  beiden  andern  Hauptaxen 
*^d  die  Halbierungsstrahlen  der  Winkel  zwischen  den  Asym- 
P^ten^  die  wir  erhalten,  wenn  wir  durch  "DJi  Parallele  zu  l 
V^er  g)  und  l^   (oder  g^)  ziehen.     Denn  die  Strahleninvolu- 
^^ö  von  3Ji,  perspektivisch  mit  der  Punktinvolution  auf  d*, 
^^  2u  Axen  die   beiden  übrigen  Hauptaxen   des   Polarbün- 
^ela  vj)j.    Der  Kemkegel  dieses  Polarbündels  5)t  ist  aber,  wie 
^^  wissen,  der  Asymptotenkegel   (S.  99)  des  Hyperboloids, 
^d  die  Hauptaxen    des  ersteren  fallen   der  Richtung  nach 
^'^namen  mit  den  Hauptaxen  des  letzteren.     Auf  einer  der- 
^Iben  (d)  kennen   wir   die  Potenz    der   zugehörigen    hyper- 
^lischen  Punktinvolution  (c');  von  den  beiden  andern  Haupt- 
*^eii   mufs  daher  eine  der  Träger  einer  hyperbolischen  (6'), 

12* 
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die  andere  der  Träger  einer  elliptischen  ( — a')  Punktin Yolutio] 
sein,  da  die  Ebene  [^((/'J  das  Hyperboloid  in  einer  Hyperbel 
schneidet,  deren  Asymptoten  nach  e"^  und  o*  hingehen.  Yo^^b 
dieser  Hyperbel  können  wir  leicht  ein  Paar  konjugierter  Durcl 
messer  mit  ihren  Punktinvolutionen  ermitteln ,  indem  wi 
durch  ^l  Parallele  zu  s  und  Si  ziehen;  nach  bekannten 
Ziehungen  erhalten  wir  die  Potenzen  der  Punktinvolotion« 
auf  diesen  beiden  von  ^  zu  s  und  Sj  gezogenen  Parallelec-.z:3: 

_jB2.^t_3K.     und     -JB^.-^-^-, 

und  nach  bekannten  elementaren  Beziehungen  zwischen  b 
monischen  Punkten: 


t 


piF.  =    y  p^  ^  —  ^ 

also  die  beiden  Potenzen: 

;-       ,     und      /       ,  , 

von  denen  die  erste  negativ,  die  zweite  ]>08itiv  ist,  wä 
die  Axen  die  Potenzwerte: 

—  a'    und    b^ 

liefern;  die  Axen  sind  aber  selbst  ein  besonderes  Paar  k<^ 
jugierter  Durchmesser ,  und  wir  haben  für  zwei  Paare  ka 
jugierter  Durchmesser  die  bekannten  Beziehungen: 

da  aber  nach  dem  früheren 

JBsin  w  =  d    und     ■.  **    -,   «=  c  ist, 

80  folgt: 

a^  —  b^  =  Ii^    und     a''b^  =  lPc\ 

woraus  sich  zwischen  den  Potenzwerten  der  Punktinvolution 
auf  den  drei  Hauptaxen  des  Hyperboloids  die  Bedingu 
ergiebt: 

*)  Da  jeder  reelle  DurchmeHser  der  lly|u>rbel  gröfser  int,  als  d 
reelle  Aze,  bo  folgt: 
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yfo  2c  und  26  die  hyperbolischen  reellen  Hauptaxen,  2  a  die 
elliptische y  d.  h.  —  a^  das  Quadrat  der  halben  imaginären 
fianptaze  bedeutet  (S.  101). 


Y~r>^    oder    /*»5«>2^-f4«6*. 

liad    da  B*  =  a«  —  6«  ist,  wird 

f**a*>6*    oder 

°^^^^n  wir  für  -j-  den  ihm  gleichen  Wert  ^ —    und    bemerken, 

dar»     yc*  —  ftt  jer  halbe  Abstand  der  Brennpunkte  der  Ellipse  i^lJ  ist, 
^^   '^^'ird,  wenn  diese  Brennpunkte  mit  ff'  bezeichnet  werden: 

^   ^^ .  der  Punkt  p  liegt  notwendig  zwischen  Brennpunkt  und  zugehö- 

"8"^ ^31  Scheitel  deijenigen  Ellipse^  welche  in   einer  Hauptebene  des 

"r^>€rboloids  liegt. 

1  a' 

Dieselbe  Bedingung,  so  geschrieben:  -y  <C  jt   zeigt,     wenn   wir 

^'"       -;j  den  ihm  gleichen  Wert  — ^ —  setzen,  und   bemerken,  dafs 

'  *^   ^  c*  der  halbe  Abstand  der  Brennpunkte  der  Hyperbel  §^^   ist, 

^feniD  diese   Brennpunkte   in   der   c-Axe    durch   f^   und  f'i  bezeichnet 
^^r^den: 

mx>        anp.3Äp,  ' 

also:  mp\<m\], 

d-H.  der  Punkt  p,  liegt  notwendig  zwischen  Brennpunkt  und  zugehörigem 
Sclieitel  derjenigen  Hyperbel  §J^\   welche   in   einer  Hauptebene  des 

Hyperboloids   liegt    und   mit   dem   Hauptschnitt   (5j.*^'   die  grofse  Axe 
'^^  gemeinschaftlich  hat. 
X)a  Dämlich : 

a 

ajef,  =  Kc»  +  a»  =  -^^-  ist, 

""  ^ird: 

3Wf  .ÜÄf,  =  c«  =  2Wp.Ü)U>i. 

'Venn  daher  2Rp<c,  so  mufs   a^pj  >  c   sein.    Die  Strecke   pp, 
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Aus  dieser  Beziehung  geht  hervor,  dafs  das  von  uns 
betrachtete  Hyperboloid  von  besonderer  Art  ist,  weil  zwischen 
den  Gröfsen  der  Hauptaxen  eine  Bedingung  obwaltet.  Diese 
Bedingung  selbst  läfst  unmittelbar  erkennen  eine  ähnliche 
für  den  Asymptotenkegel  unseres  Hyperboloids,  den  Kem- 
kegel  desjenigen  Polarbündels  im  räumlichen  Polarsystem, 
dessen  Mittelpunkt  ^  ist.  Da  nämlich. (S.  103)  die  beiden 
Kegelöffnungen  in  den  Hauptebenen: 

in  der  [a&]-Ebene    ctg  0*  =  -^- 

„    „     [ac]-Ebene    ctg  g>  =  — 
sind,  so  liefert  die  vorige  Bedingung  : 

Ctg2  0"  —  ctg'  g)  =  1  ^ 

welche  zeigt  (S.  68),  dafs  der  Asymptotenkegel  ein  ortho- 
gonaler Kegel  ist.  Die  Hauptaxen  und  Hauptebenen  des- 
selben fallen  zusammen  mit  den  Hauptaxen  und  Hauptebenen 
unseres  Hyperboloids.     Der  Durchschnitt    des   Hyperboloids 

mit  der  [6c]-Ebene  ist   eine  Ellipse  i^fl  mit  den   Hauptaxen 

2b  und   2c,  von  denen   die  letztere   die  gröfsere  ist  wegen 

der   obigen   Relation     ,  =  -  ^-  -  (c  >  b).   Der  Durchschnitt 

des  Hyperboloids  mit  der  [ac] -Ebene  ist  eine  Hyperbel  ^^^l 
mit    der    reellen    Hauptaxe   2  c   und    dem  Asymptoten winkeL 
2(p,    d.  h.   demjenigen   Winkelraum,   in   welchem  nicht    di^ 

Hyperbelzweige  liegen,   also  tg  9  =  -    •     Der    Durchschnitte 

des  Hyperboloids  mit  der  [a6]-Ebene  ist  eine  Hyperbel  $^*^ 

liegt   daher   ganz  innerhalb  der  Strecke  ffi,  welche  selbst  folgendem- 
Wert  hat: 

«vxr        cm-           a*  —  6*  ab        ^ 

aa  c 

Wenn  insbesondere  p  biß  nach  f  gelangt,  so  kommt  pi  nach  f|,  un^ 
es  wird  in  diesem  Grenztallo  u*  =  ,vs-^  =  —ts  der  Wert  von  u  kanc* 

also  nur  bis  zu  diesem  Grenzwerte  hin   abnehmen,    aber    nich^ 

a 

unter   denselben   heruntergehen.     In    diesem   Grcnzfalle    selbst    wirc3 
fA=«-,      1  —  /**=     ,1    d  => ,  also  da  d—B  .  sin  w  ist,  w  =  90*^ 
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mit  der  reellen  Äxe  2b  und  dem  As;^mptotenwinkel  2^, 
i  h.  demjenigen  Winkelraum,  in  welchem  nicht  die  Hyperbel- 
zweige liegen ,  also  tg  6"  ==  -  ;  der  komplementäre  Winkel- 
raum,  welcher  die  Hyperbelzweige  selbst  enthält,  ist  >  90®, 
ireil  a  >  6  ist  wegen  der  obigen  Relation        =»     ~  ~  .    Die 

Asymptoten    dieser    Hyperbel    $]^^^,    welche    in    der    Ebene 

[3?i/)*]  liegt,  sind  die  Parallelen  durch  ^l  einmal  zu  l  (oder  g) 
und  andererseits    zu  Z,    (oder  g^).     Ein  Durchmesser  dieser 

Hyperbel  ^^*^  ist  für  uns  von  besonderem  Interesse,  nämlich 

derjenige,  welcher  auf  einer  der  Asymptoten  rechtwinklig 
ist,  sei  dies  der  zu  l  rechtwinklige;  dies  mufs  ein  reeller  Durch- 
messer sein,  weil  er  in  den  Wiukelraum  zwischen  den  Asym- 
ptoten hineinfallt,  die  den  über  90®  betragenden  Winkel  ein- 
schliefsen,  in  dem  die  Hyperbel  liegt.  Dieser  Durchmesser 
^^  ist  leicht  zu  ermitteln;  sei  sein  konjugierter  2y,  so 
haben  wir  wegen  der  Rechtwinkligkeit  von  x  gegen  l: 

y  .  cos  (yx)  =  x 

'uid   wegen  der  Eigenschaft  der  konjugierten  Durchtnesser : 

^•2  —  y2  -_.  J,2  __  g2 

^  .  y  .  sin  {xy)  =  ah, 
woraus  folgt  y^  —  x"^  =  y^  sin^  {xij)  =  a^  —  6^  =  -  ,  ,  und  da 

•  X 

^^  =  c2, 

•   h.  der  gesuchte  zur  Asymptote  rechtwinklige  Durchmesser 

^**    Hyperbel  ^^*]  ist  gerade  so  grols  wie  die  Hauptaxe  2  c 

^    Hyperboloids.     Legen    wir    daher    durch  ihn   und  diese 

"^uptaxe   eine   Ebene,   so  mufs  dieselbe  das  Hyperboloid  in 

^^etti  Kreise  schneiden',   weil  durch  den  Mittelpunkt  5R  des 

^^chschnittskegelschnitts    zwei  ^gleiche    zu   einander    recht- 

'^^^klige  Durchmesser  gehen. 

Wir  haben  also   die   Kreisebenen  des   Hyperboloids  ge- 

^^den;  es  sind  diejenigen  beiden  Ebenen,  welche  durch  die 

^*Axe  rechtwinklig  zu  den  Erzeugenden   /  (oder  y)   und  Z, 

^^der  g>^  gelegt   werden.     Nehmen  wir  einen  dieser  beiden 
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Kreise^  so  ergiebt  sich  eine  sehr  einfache  Konstmktion  unsere  ^es 
Hyperboloids. 

Sei   r  ein   beliebieger  Punkt  dieses  Kreises  und  zieh^^  -eü 
wir  lov    und    e,):|,  so  ist  der  Winkel  oxOi  =  90®,  weil   cc^J»  ^\\ 
ein  Durchmesser  des  Kreises  ist;  ferner  steht  die  Ebene  [erc*"^-»  ^\\ 
rechtwinklig  auf  dem  Strahle  l,  der  durch  c  geht.     Da  alzs.  K^^lso 
/  Normale  der  Ebene  [OiVo]  ist;   so  ist  ihre  Richtung  auc^-Kach 
auf  der  Richtung  von  |e,r!  rechtwinklig;  da  |o,r|  rechtwinkl:  K  ^lig 
ist  zu  /  und  zu  'ov^,  so  ist    o,v|  Normale  der  Ebene  [/ cnÄ'     *t|] 
oder  [/v];  legen  wir  daher  die  Ebene  [/jv],  welche  durch    C|     ^  ^i^ 
geht,   die  Normale   der  Ebene   [/v],   so   müssen  die  Ebene»  amen 
[Ix]  und  [/, r|  selbst  zu  einander  rechtwinklig  sein,  weil  eiix  i-ine 
durch  die  Normale  der  andern  geht.    Nun  sind  aber  l  und         Kl  f, 
Erzeugende  des  Hyperboloids  und  r  ein  gewisser  Punkt  de-^»  Bes- 
selben,  folglich  müssen  sich  die  beiden  Ebenen  [Ix]  und  [/,     b^i^I 
in  einer  Geraden   (/x  schneiden,  welche  der  anderen  Reg^»"^gel- 
schar  angehört,   zu   der  nicht  /  und  /,  gehören.     Wir  hab^^zAen 
daher   folgende   einfache  Konstruktion  unseres  Hyperboloid E_»  2ds: 


Wenn   man   um  /  eine  Ebene   dreht  und  durch      .M::h  l. 
allemal   eine   zu   ihr  rechtwinklige  Ebene    legt,   s  so 

beschreibt    die    Durchschnittslinie    beider    Eben»    .mieu 
eine  Regelschar  f/j^  unseres  Hyperboloids. 

Dafs  die  beiden  durch  diese  Jk'wegung  erzeugten  Eben^  jen- 
büschel  |/]  und  [/,]  projektivisch  sind,  ist  evident  (siehe  §2^EI!±?0*», 
W^ir  nennen  ein  solches  besonderes  Hyj)erboloid,  welches  er- 

zeugt wird  von  zwei  projekti vischen  Ebenenbüschelu,  der  -ren 
entsprechende    Ebenen    rechtwinklig    zu    einander    sind,  ^i" 

orthogonales  Hyperboloid*)  und  haben  als  charal  ^^" 
ristische  Eigenschaft  desselben  die,  dafs  seine  Kreisscht^  ^^^^ 
rechtwinklig  stehen  auf  zwei  bestimmten  Erzeugenden  /  (odtf 

*)   Vergl.  ^.   Striuor:    Crt'Ufö  .louniiil    Ijd.    II   S.   -Jöi,   Aulg-i 
und   Lohrtiiit/c,    ^.  8teiiK'r:    Svat.   Kntw.   d.  AMi.  ^.  t^est.  v.  eio 
S.  *J18  u.  23*2.     M    Chatilo:    .lourual    do  matlu>iuatiquet>  \k  ,V.  I^ 
ville  tome   I   p.  3Jl:    Analogio   iMitro    de^>   propot^itions  de    üeoni*-^ 
plauü  et  de  Cieuiiu'tri«'  a  trni>  diinenMons.    A.  Schüunien:  SyuUiet^ 
geom  et  riech  0  l.'Dteniuchuii^en  über  FlUcIifii  II.  (iraden.    Iiiaug.-Di 
tatioii.  Berlin  1877,     A.  ^^chön  flies:  l'l>er  ein  S'pecieilea  ll^perbcF^* 
Zeit^ehria  f.  Math.  ii.  Vhy^.   IM.  XXIII  JS    WJ.     H.  ^Schröter:    t^ 
ein  einfaches  Hyperboloid  von  I«ehondon'r  Art,   norchanlt«i  Journ** 
lUh.  Bd.  85,  S.  i'B. 
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/,  (oder  <7,)  der  einen  oder  der  andern  Regelschar.  Wir  hätten 
ebenso  auch  durch  g  und  g^^  Paare  je  zweier  zu  einander  recht- 
winkligen Ebenen  legen  können,  deren  Durchschnittslinien 
Ix  die  andere  Begelschar  desselben  Hyperboloids  erzeugen. 

Da  der  Asymptotenkegel  des  Hyperboloids  ein  orthogo- 
naler ist,  wie  oben  bemerkt  wurde,  und  die  Kegelstrahlen  den 
Erzeugenden  des  Hyperboloids  parallel  laufen,  so  folgt  schon 
aus  der  Erzeugung  des  orthogonalen  Kegels  durch  rechtwink- 
lige Ebenenpaare  die  des  orthogonalen  Hyperboloids,  und 
dadurch  ist  aueh  die  gleichnamige  Bezeichnung  gerechtfertigt. 

Das  Resultat  unserer  Untersuchung  besteht  also 

darin,    dafs    ein    räumliches    Polarsystem,    in   dem 

zwei  konjugierte  Strahlen  mit  zugehörigen   ortho- 

gonalenEbeneninvolutionen  vorkommen,  zurKern- 

fläche  ein  orthogonales  Hyperboloid  hat. 

§  26.    Eine  metrische  Eigenschaft  des  orthogonalen 

Hyperboloids. 

Wir  gehen  auf  die  einfache  Erzeugung  des  orthogonalen 
"yperboloids,  welche  wir  zuletzt  kennen  gelernt  haben,  noch 
naher  ein,  um  einige  Folgerungen  daran  zu  knüpfen. 

Drehen  wir  um  zwei  feste  windschiefe  Gerade  l  und  l^ 
*^®  Axen  zwei  veränderliche  Ebenen  H  und  £,  und  stellen 
"^^öelben  beständig  rechtwinklig  zu  einander,  so  wird  ihre 
^huittlinie: 

®*ie  Hegelschar  eines  orthogonalen  Hyperboloids  beschreiben ; 
^^^xx  8ei  die  zur  Stellung  der  Ebene  5  normale  Richtung 
flureh  den  unendlich-entfernten  Punkt  v*  gegeben,  dann  ist 
J*^    durch  /,   und  r*  gelegte  Ebene  die  Ebene  5i-     Bei  der 

^^hung  von  ^  um  /  durchläuft  aber  yT  eine  gerade  Punkt- 
'^ihe  auf  derjenigen  unendlich -entfernten  Geraden  T,  in 
^Icher  die  Normalebene  der  Axe  l  die  unendlich-entfernte 
Poetle  «*  schneidet;  es  beschreiben  die  Ebenen  5  und  [/v*l 
^^ei  gleiche,  also  projektivische  Ebeneubüschel,  von  denen 
^  Zweite  nur  als  das  um  90*^  gedrehte  erste  erscheint,  folg- 
^*^  ist  auch  die  von  )c*  beschriebene  gerade  Punktreihe  mit 

^^ux  von  5  beschriebenen  Ebenenbüschel  projektivisch,  daher 


186    §  26.    Eine  metriBcbe  Eigenschaft  des  0|i;hog.  Hyperboloids. 


sind  es  auch  die  Ebenenbüschel: 

i[|]     und    ^[1,]. 

Ihr  Erzeugnis^  der  Ort  der  Schnittlinie  \iii\  =  gxf  is^  ^ 
eine  Kegelschar  eines  einfachen  Hyperboloids,   von  welcb 
/  und  l^  ein  Paar  Erzeugender  der  andern   Regelschar  si 
Dafs   dieses  Hyperboloid   ein  orthogonales  ist^   erkennen 
sogleich,  wenn  wir  irgend  eine  Ebene  €  normal  zum  Strahl 
legen;  dann  wird  nämlich  auf  der  durch  /  gehenden  Eben 
sowohl  die  Ebene  ^^  als  auch  die  Ebene  €  rechtwinklig  steh 
folglich   auch   die  Schnittlinie   jSi^  ;  ^ic  Ebepe   €  schnei 
daher  die  Ebenen  g  und   l^^  in  zwei  zu  einander  rechtwim. 
ligen  Strahlen,   welche  durch   zwei  feste  Punkte  gehen, 
Durchschnittspunktc  der  Strahlen  /  und  l^  mit  der  Ebene 
Der  Ort  des  Scheitels  eines  rechten  Winkels,  dessen  Schen)^ 
durch  zwei   feste  Punkte  laufen,  ist  aber  ein  Kreis,  folgli 
ist  die  Durchschnittskurve   der  Ebene  €  mit  unserem  Hy 
boloid  ein  Kreis.    Das  Gleiche  gilt  von  einer  beliebigen  Ebe 
f,,  die  normal  zum  Strahle  l^  gestellt  wird.   Wir  hal)en  al 
folgendes  Ergebnis: 

Wenn  ein  dÜ'drischer  rechter  Winkel  sich 
bewegt,  dafs  seine  beiden  Ebenen  um  zwei  fes 
windschiefe  Gerade  /  und  /,  sich  drehen,  so  b 
schreibt  seine  Kante  ein  orthogonales  einfach 
Hyperboloid,  dessenKrcisschnittebeneu  rechtwin 
lig  auf  den  beiden  Erzeugenden  /  und  /,  des  Hype 
boloids  stehen. 

Hieraus   ergiebt   ^jich   zugleich   eine   zweite  Konstrukti 
des  Hyperboloids: 

Wenn  zwei  windschiefe  G  crade  Z  und  /,  gegeb 
sind,   und  man  bewegt  eine  veränderliche  Ebene 
welche  denselben  in  den  Punkten  v  und  p,  hege gu 
so,   dafs   sie   beständig  zu  /   (oder  /, )    rechtwinkl 
bleibt,   dann    wird    ein    über    p  ).>,    als    Durchmess 
in   der  Ebene  f   beschriebener  Kreis    ein    orthog 
nales  Hyperboloid   erzeugen,    dessen    einer  Rege 
schar    /    und   /,   angehören.     Dasselbe    Hypcrboloi 
erhält  man  als  Ort  einer  zweiten  Kreisschar,  wen 
man  in  einer  zu  /,  rechtwinklig  gestellten  Ebene  . 
dieselbe  Konstruktion  ausführt. 


t 
fr 
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Zieht  man  durch  den  Mittelpunkt  W  eines  orthogonalen 
Hyperboloids  Parallele  zu  sämtlichen  Erzeugenden  g^  der 
einen  Regelschar^  so  sind  dieselben  bekanntlich  Strahlen  des 
Asymptotenkegels  (S.  99);  zieht  man  auch  zu  l  und  l^  die 
Parallelen  s  und  5,  durch  ^  und  betrachtet  s  s^  als  die 
Azen  zweier  den  Asymptotenkegel  erzeugenden  projektivi- 
schen  Ebenenbüschel,  so  sind  diese  Ebeneubüschel  bez.  parallel 
gestellt  und  gleich  den  Ebenenbüscheln  l[gx]  und  l^  [g^], 
welche  das  orthogonale  Hyperboloid  erzeugen,  folglich  ist  der 
Asymptotenkegel  des  orthogonalen  Hyperboloids  ein  ortho- 
gonalerEegel  (S.67),  und  da  der  orthogonale  Kegel,  wie  wir 
gesehen  haben  (S.  70),  immer  auch  erzeugt  werden  kann  durch 
zwei  projektivisch-gleiche  Ebenenbüschel,  so  schliefsen  wir: 
Zwei  projektivisch  -gleiche  Ebenenbüschel, 
deren  Axen  sich  nicht  treffen,  erzeugen  allemal 
ein  orthogonales  Hyperboloid. 

Sind  0*  und  o*  die  unendlich  -  entfernten  Punkte  der 
Axen  l  und  Z,,  legt  man  die  Ebenen  [io^]  und  [ZiO*J,  die 
sich  in  der  Geraden  |o*o*|  =  rf^  schneiden,  also  parallel 
laufen,  und  legt  man  endlich  durch  {  und  {,  die  zu  diesen 
Ebenen  rechtwinkligen  Ebenen,  so  schneiden  sich  dieselben 
in  dem  kürzesten  Abstände  d=  |ooJ  der  beiden  Geraden  l 
and  2, ,  und  die  Schnittlinien: 

|oo7;  =  (/,        |o,o*i  =-g 

müssen  offenbar  zwei  besondere  Erzeugende  der  Regelschar 
ffx  sein ,  und  zwar  ist  g  parallel  l  und  g^  parallel  l^ ,  also 
auch  die  Ebene  [Ig^]  parallel  der  Ebene  \gl^]  und*  ihr  Ab- 
stand J««  |0  0,|  die  kürzeste  Distanz  sowohl  für  die  Geraden 
l  und  l^  als  auch  für  die  Geraden  g  und  g^,  nämlich: 

o=^(lg^)     und     üi=(Z,/7). 

Legen  wir  nun  irgend  eine  Ebene  s  rechtwinklig  zum 
Strahle  l,  so  ist  dieselbe  auch  zu  ^  rechtwinklig;  sie  schneidet 
das  Hyperboloid  in  einem  Kreise,  die  vier  Strahlen  l  l^  g  g^ 
in  vier  Punkten  p  ^,  q  q,;  da  i)}^^  {  Durchmesser  dieses  Kreises 
ist,  ferner  die  Ebene  [Ig^"]  der  Ebene  [l^g^  parallel  und  £  zu 
beiden  rechtwinklig  ist,  so  schneidet  £  beide  in  parallelen 
Linien;  folglich  sind  die  Sehnen  |pq|  und  Ipjqil  im  obigen 
Kreise  parallel,  also  ist  auch  {qq^;  ein  Durchmesser  des  Kreises. 
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Wir  erkennen  hieraus^  dals  wir  an  Stelle  der  gegebenen  Strah- 
len  l  und  l, .   '»welche   wir  als  Axen  zweier  projekÜTi^hea 
Ebenenbüschel  nahmen,  deren  entsprechende  Ebenen  zu  einan— 
der  rechtwinklig  gestellt  wurden,  auch  die  beiden  mit  jeneis. 
Erzeugenden    Parallelen   (j    und  g^    der   zweiten  R^^lscha^^^ 

hätten  annehmen  können,  um  in  gleicher  Weise  das  ortho 

gonale  Hyperboloid  zu  konstruieren;  also: 

Es  liifst  sich  dasselbe  orthogonale  Hyperboloid  T^ 
auf    zwei    verschiedene   Arten    durch    je  zwei   pro 
jektivische    Ebencnbüchel    erzeugen,    deren    ent 
sprechende  Ebenen  zueinander  rechtwinklig  sin 
Die  Axen  dieser  Ebenenbüschel   sind  zwei   zu  de 
beiden   Kreisschnitten    rechtwinklige    Erzeugend- 
/  und    ?!    der    einen    Regelschar    des  Hyperboloid 
oder  die  mit   ihnen  parallelen  Erzeugenden  f/  un^ 
r/i  der  andern  Regelschar. 

Da  die  Ebenen  [l(j^\  und  U^g\  welche  sich  in  (T^  sehne 
den,  die  Berühruugsebeneu  des  Hyperboloids  in  den  Punkte! 
(Ig^)  =  0  und  (/,//)  =  o,  sind,  so  ist  'oo,  =  d  der  konjugiert» 
Strahl  zu  (/*,  also  der  Mittelpunkt  iV  zwischen  eund  c,  der  P 
der  unendlich > entfernten  Ebene,  d.  h.  der  Mittelpunkt    du 
Hyperboloids.   Die  durch  O.K  und  d\  gelegte  Ebene  ist  rech 
winklig  auf  li,   also  d  selbst  eine  Hauptaxc   und   die   Eben^ 
[iW^f  I  eine  Hauptebonc  des  Hyperboloids.     Wir  nennen  di^ 
Länge  der  einen  Hauptaxe  des  Hyperboloids 

und   erhalten   die   beiden  andern,   indem   wir  in   der   Eben^ 
[OJfrf*]  die  Parallelen  durch  OA'  zu  /  (oder//)  und/,  \^oder  y,7^ 
ziehen,    dieselben    als    die    Asymptoten    der    Durchschnitte- 

Hyperbel    [}^^^,f^  in  dieser  Haupteben«*  erkennen  und  Winkel 

und   Nebenwinkel    zwischen    diesen    Asvmptoten    halbieren;^ 
diese  zu  einander   rechtwinkligen    Halbierungslinien  sind  di 
llauptaxen  ihrer  Richtung  nach;   die  eine  niuis  hyperbolisc 
(=3  26)  sein,  die  andere  elliptisch;  ihre  Länge  wird  bekannt 
lieh    vertreten    durch    das    Stück    {2a),    welches    durch   di 
Asymptoten  auf  einer  Scheiteltangente  abgeschnitten  wird. 
Da  nun  eine  durch  |oCi    =  d  rechtwinklig  zu  /  gelegte 
4m  Hyperboloid  in    einem  Kreise  schneidet,   desse 
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Durchmesser  2c  ist,   so  schneidet  dieselbe  die  Hyperbel  Sr>^^l 

in  einem  Durchmesser,  der  ebenfalls  2  c  sein  mufs  und  recht- 
winkh'g  auf  einer  (zu  l  parallelen)  Asymptote  dieser  Hyperbel 
steht;  sei  für  den  Augenblick  der  zu  diesem  konjugierte 
Durchmesser  2o,y  so  haben  wir  wegen  der  Rechtwiukligkeit 
Ton  c  gegen  die  eine  Asymptote 

c  =  c^  cos(cc^) 

und  wegen  bekannter  Beziehungen  zwischen  den  Paaren  kon- 
jugierter Durchmesser: 

cc^  sin(cc,)  =  ahy 
woraus  folgt  a'  —  6^  =       , 

oder:  -, x*-  +     <»    =  0, 

die  schon  oben  (S.  180)  gefundene  Bedingung  zwischen  den 
Axen  eines  orthogonalen  Hyperboloids. 

Wenn  wir  uns  bei  dem  orthogonalen  Hyperboloid  zwei 
solche  besondere  konjugierte  Strahlen  s  und  s,  herstellen,  wie 
wir  sie  früher  (S.  174)  als  Axen  zugehöriger  orthogonaler 
Ebeneninvolutionen  zum  Ausgangspunkte  wählten,  so  be- 
sitzen die  Punkte  des  Hyperboloids  eine  sehr  einfache  me- 
trische Eigenschaft  rücksichtlich  s  und  s^,  die  wir  hervor- 
hel)en  müssen. 

Nehmen  wir  auf  derjenigen  Hauptaxe  (2c)  des  orthogo- 
nalen Hyperboloids,  durch  welche  die  Kreisschnitte  gehen,  ein 
solches  Paar  konjugierter  Punkte  (^)}|)  an,  dafs  die  Strecke 
pp,  ganz  hineinfallt  in  die  Strecke  ff,  (s.  Anm.  zu  S.  182), 
wo  f  und  f,  die  demselben  Scheitel  zunächst  liegenden  Brenn- 
punkte in  den  Hauptschnitten  der  [ci/]-Ebene  und  der  [ca]- 
Eb^ne  bedeuten  (was  in  doppelter  Weise  geschehen  kann); 
legen  wir  sodann  durch  p  eine  zur  e;-Axe  rechtwinklige  Ebene, 
welche  das  Hyperboloid  in  einer  Hyperbel  schneidet  und 
denken  uns  die  zu  dieser  konjugierte  Hyperbel  konstruiert^ 
dann  giebt  es   in  dieser  Hyperbel  einen   reellen  Halbmesser 

ron  der  Grösse  ff,  (=    ^   ),   der  natürlich  doppelt  auftritt. 
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Der  zu  einem  solchen  Halbmesser  konjugierte  Durchm 
der  Hyperbel  ist  der  Strahl  s,  der  zu  demselben  konjugier 
Strahl  5,   und  das  Strahlenpaar  ss^  ist  von  der 
Beschaffenheit.   DaCs  in  der  That  ein  reeller  Halbmesser  Vc 

der  Gröfse  -       in  der  obigen  Hyperbel  existieren  mufs, 

w 

kennen  wir  sofort  aus  dem  Werte  der  reellen  Zwergaxe  jei 
konjugierten  Hyperbel;    nach  S.  180  ist  die  Potenz  der 
gehörigen  Punktinvolution  =  a^  (1  —  ^i^)   und,  da  nach 

Konstruktion  des  Punktepaars  (p)?i)  das  Verhältnis  fi'  > 

ist,  also  \  -  11^  <  --^Y  -  (=    ^,),  so  ist  a'^{l  —  iA^)  <   "^ 

also  der  gesuchte  Halbmesser  reell. 

Ist  auf  diese  Weise  ein  solches  besonderes  Paar  kon 
gierter  Strahlen  s^,  für  das  orthogonale  Hyperboloid  h 
gestellt,  welche  durch  die  Punkte  )ß  und  p,  so  gelegt  si 
dafs 

-»>'-=  ^  =  iil^    wird, 

und  denken  wir  uns  (Fig.  5)  durch  c  zu  s  eine  Parallele  t 

i 


l 


Hg.  5. 
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zu  ^1  eine  Parallele  t^  gezogen;  nehmen  sodann  einen  beliebigen 

Panki  j:  der  Geraden  l  und  legen  durch  j:  eine  Ebene  normal 

2a  den  parallelen  Strahlen  s  und  t,  denen  diese  Ebene  in  ]c' 

und  x"  begegnen  möge^  ebenso  durch  j:  eine  Ebene  normal 

20  den  parallelen  Geraden  ^,  und  t^,  denen  diese  Ebene  in 

den  Punkten  Xi  und  //  begegnen  möge;  dann  sind  die  beiden 

Dreiecke  xfv"  und  ):>:i):i'  einander  ähnlich,  weil  sie  resp.  bei 

X    und  yi  rechtwinklig  sind  und  die  Seiten 

fx  =  0))         xf  =  0): .  sin(Z^) 
}:i'):i'  =  0^,         ni  =  ox  .  sin(/^i) 

einander  proportional  sind ;  folglich  wird  auch  das  Verhältnis 


# 


n'. 


^^^  müssen,  d.h.  jeder  Punkt  x  der  Geraden  l  hat  von  den 
uer^^jgjj  g  ^jjj  g^  Abstände,  die  in  dem  konstanten  Verhält- 
^i8se  ^  zu  einander  stehen.  Da  diese  Abstände  bei  der  räum- 
"^hen  Figur  nur  im  absoluten  Sinne  aufzufassen  sind,  so 
'^^t  Hjr  Verhältnis  für  alle  Punkte  der  Geraden  l^  g  g^  den- 
8ölben  absoluten  Wert  ^.  Diese  Eigenschaft  des  konstanten 
^^^^tandsverhältnisses  kommt  nicht  allein  den  Punkten  dieser 
j'^engenden  Iglxgi,  sondern  überhaupt  sämtlichen  Punkten 
^^   orthogonalen  Hyperboloids  zu. 

Denn  legen  wir  durch  l  und  l^  zwei  zu  einander  recht- 
^**lclige  Ebenen,  die  sich  in  der  Erzeugenden  g^  des  ortho- 
®?^^len  Hyperboloids  schneiden,  so  läfst  sich  zunächst  für 
*^  ttichtung  von  g^  ein  sehr  einfaches  Gesetz  erkennen.    In 
,.  ^^iineiden  sich  die  Erzeugenden  l  und  g^ ,  und  durch  o  gehen 
^      2u   5  und  8^  parallel    gezogenen   Geraden   tt^]    letztere 
ien  durch  erstere  harmonisch  getrennt  wegen  des  Ver- 
risses 

sinjlt) wp_(fl!i_*)_  ^  „ 

Bin(U,)  8in(^i<,)  ^' 

z  * 

^*^«n  wir  durch   o  auch  noch  eine  Parallele  Ä,  zu  g^,  so 

j^^^^  die  Ebene  [hxgi]  parallel  sein  der  Ebene  [^x^],  und  die 

%«    ^toe  [A,f|   mit  der  Ebene  [gxl]   zusammenfallen;    da   aber 

*^     ebenen  [gxl\  und  [gxli]  zu  einander  rechtwinklig  sind, 
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so  müssen  auch  die  Ebenen   {h^l^  und  [^«^1]  zu    einan« 
rechtwinklig  sein.     Die  vier  Ebenen: 

sind  aber  harmonisch  und  zwei  zugeordnete  rechtwinklig  ^eu 
einander ;  mithin  halbieren  diese  die  Winkel  zwischen  äk  ^^n 
beiden  andern  zugeordneten  [hxt]  und  [A,/,].  Wenn  afc^-^r 
in  einem  Dreikant  hxtti  der  Neigungswinkel  an  einer  Kas^B.  ^e 
hx  halbiert  wird  durch  eine  Ebene,  welche  die  gegenül>^^^^- 
liegende  Seitenfläche  des  Dreikants  in  einer  Geraden  l  FchiB.  ^^i- 
det;  so  ist: 

Hin(hJ)    ^  jin(U)    ' 
sin(Ä^^,)   ~    Bin(/fi)    ^^  ^' 

folglich  hat  das  Verhältnis  -7—,'  ,   den   konstanten  Wert  ." 

und,  da  die  Strahlen  hxt  t^  bez.  parallel  laufen   den  Strab 
gx  s  s^,  so  sind  auch  die  Richtungen  dieser  Strahlen  der 
dingung  unterworfen: 

8in((77«i')    ""  ^ 

d.  h.  die  Erzeugenden  (/j,  einer  Kegel  schar  des  ortb 
gonalen    Hyperboloids    verändern     ihre    Richtu 
dergestalt,  dafs  das  Verhältnis  der  Sinus  der  Wi 
kel,    welche    sie  mit   den   festen  Richtungen  von 
und  s^  bilden,  den  konstanten  Wert  ^  behält 

Dafs  dasselbe  auch   für  die  Erzeugenden   lg  der  ande- 
Regelschar    gilt,    braucht  nicht    besonders    nachgewiesen 
werden,  weil  die  Erzeugenden  der  beiden  Regelscharen   ] 
weise  parallel  laufen. 

Nehmen  wir  jetzt  eine  beliebige  Erzeugende  gx  der  ers 
Regelschar,  so  triffst  dieselbe  /  und  /,  in  den  Punkten  a  ut 
b;  diese  besitzen,  weil  sie  auf  den  Geraden  l  und  /j  liege 
wie  vorhin  gezeigt  wurde,  die  Eigenschaft,  dafs  ihre  A 
stände  von  .s  und  s^  in  dem  Verhältnis  fi  zu  einander  stehe 
seien  die  Perpendikel  aus  a  auf  5.v,  die  Geraden  aa'l  und  aa 
die  Perpendikel  aus  b  auf  6*  und  s^  die  Geraden  bb'j  und  |bb 
dann  ist: 

a  a'  b  b' 

aa,  ^'      bb,  ^^ 


S 
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hen  wir  ferner  darch  a   eiue  Parallele  t  zu  8  und  eine 
rallele  ^,  zu  Sj,  so  ist  auch: 

8in(gf^<)     _ 
Eine  Normalebene  durch  b  zu  s  gelegt  (Fig.  6);  treffe  nun 


a 


.»e — 


(C 


Fig.  6. 


Q  b'  und  ^  in  b";  ebenso  wird  eine  Normalebene  durch  b  zu 
gelegt;  den  Strahl  5,  in  i[  und  t^  in  b7  treffen ;  und  da  diese 
[den  Ebenen  normal  zu  s  und  s^,  also  auch  zu  t  und  t^  sind, 
sind  auch  |b"b|  und  |b"b'^  normal  zu  t  u.s.  w.  Wir  haben  also: 


aa'  =  b"b' 
ddi  =  b'i'bi 


bb"  =  ab  .  sin(jxO 
bbi'=  ab  .  sin(5f,f,), 


'#  V   # 


b'b 


bV6.' 


=  f* 


bb' 


bb 


^/ 


glich  sind  die  beiden  Dreiecke  bb'b"  und  bbib7  einander 
nlich ,  weil  ihre  Seiten  proportional  sind.  Aus  der  Ahnlich- 
it  der  Dreiecke  folgt  aber  die  Gleichheit  der  Winkel^  nämlich 
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folglich  die  Gleichheit  der  Neigungswinkel : 

z.(N,[<«7«])  =  z.  ([<,«,],  P,^,]) 

weil  t  die  Normale  der  Ebene  [bb'b"]  und  t^  die  Normale  der 
Ebene  [bbibl']  ist. 

Nehmen  wir  jetzt  auf  der  Erzeugenden  g^  einen  beliebi- 
gen Punkt  X  ^^  ^^^  legen  durch  ihn  eine  Normalebene  zu 
5,  welche  s  und  t  in  den  Punkten  j:  und  j:'  treflFe,  und  zwei- 
tens durch  X  ^^^^  Normalebene  zu  $i,  welche  s^  und  ^,  in 
xi  und  Xi  treflfe,  dann  müssen  auch  die  Dreiecke: 

X  X  f        und         X  Vi  Vi 
einander  ähnlich  sein^  weil  sie  zwei  Seiten  proportional  nnd 
den  von  ihuen  eingeschlossenen  Winkel  gleich  haben;  es  ist 
nämlich  ^'^/'  _  ^r^  .        ^.y"  _  ^^  ^  sinigj) 

ritf^ala;        XVi  =  o,V  *»i^{9xtt), 
also  r  r     ,, XX 

X\\t  XX\ 

und  aufserdem  /  vv"v' /  vv"v' 

LVV  V  =  L  ]C)^i]ii; 

weil  diese  ebenen  Winkel  den  Neigungswinkeln 

bez.  gleich  sind. 

Aus  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  folgt  aber  die  Pro- 
portionalität des  dritten  Seitenpaares: 

XX 

xri  ^ 

d.  h.  die  Perpendikel  aus  dem  beliebigen  Punkte  x  der  Erzeugen- 
den Qx  auf  die  beiden  festen  Strahlen  ss^  stehen  in  dem  kon* 
stauten  Verhältnisse  ^  zu  einander.  Wir  haben  also  folgen- 
des Resultat: 

Jeder  Punkt  des  orthogonalen  Hyperboloids 
besitzt  die  Eigenschaft,  dafs  das  Verhältnis  seiner 
Abstände  von  den  beiden  festen  Strahlen  s  und  s, 
einen  unveränderlichen  Wert  (fi)  behält. 

Diese  Eigenschaft  läist  sich  geradezu  umkehren ,  denn  es 
ist  leicht  einzusehen ,  dals  kein  anderer  Punkt  im  Räume  als 
diejenigen  unsres  Hyperboloids  die  Eigenschaft  haben  kann, 
denselben  Wert  des  Verhältnisses  seiner  Abstände  von  $  und 
$,  zu  liefern;  wir  schlielsen  also: 
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Der  Ort  sämtlicher  Punkte  im  Raum  e^  für  welche 
dc^a  Verhältnis  ihrer  Abstände  von  zwei  festen 
mr  indschiefen  Geraden  ss^  einen  konstanten  Wert 
^  (<  1)  besitzt,  ist  ein  orthogonales  Hyperboloid. 
Tyie  Konstruktion  desselben  aus  den  gegebenen  Daten  sSy 
und  fi  ist  im  Vorigen  enthalten. 

Solche  zwei  Gerade  ss^  sind  allemal  konjugiert 
in  Bezug  auf  das' Hyperboloid  und  die  Axen  zu- 
g'ehöriger  orthogonaler  Ebeneninvolutionen.   . 

§  27.    Das  gleichseitige  Hyperboloid.*) 

Dem  orthogonalen  Hyperboloid,  welches  uns  in  den 
beiden  letzten  Paragraphen  beschäftigt  hat,  steht  zur  Seite 
ein  anderes  Hyperboloid  von  besonderer  Art,  welches  sich 
2u  jenem  in  ähnlicher  Weise  verhält,  wie  die  gleichseitige 
Hyperbel  zum  Kreise. 

Das  charakteristische  Merkmal  des  orthogonalen  Hyper- 
«^oloids  war  die  Eigenschaft,  dafs  seine  beiden  Kreisschnitte 
norruiil  stehen  auf  zwei  Erzeugenden.  Hier  tritt  uns  die 
*^^^^ge  nach  einem  Hyperboloid  entgegen,  welches  durch 
^me  zu  einer  Erzeugenden  rechtwinklige  Ebene  in  einer 
Sleichseitigen  Hyperbel  geschnitten  wird;  oder  auch,  da  die 
beiden  unendlich-entfernten  Punkte  einer  gleichseitigen  Hyper- 
*^1  in  zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Richtungen  sich  fin- 
^^U,  und  durch  jeden  derselben  eine  Erzeugende  derselben 
"^^gelschar,  der  die  erste  Erzeugende  angehört,  gehen  mufs, 
^i«   Präge: 

Sin  Hyperboloid  zu  finden,  bei  welchem  drei 
^^^selben  Regelschar  angehörige  Erzeugende  ll^l^ 
^^rnial  unter  einander  gerichtet  sind. 

Da  hier  nur  die  Richtungen  der  Erzeugenden  in  Betracht 
.^^Uinen,  so  können  wir  uns  durch  den  Mittelpunkt  des 
"/^-yperboloids  (oder  irgend  einen  beliebigen  Punkt  im  Räume) 
***  Parallelen  zu  den  Erzeugenden  der  einen  oder  der  anderen 
'S^lschar  gezogen  denken;  diese  bilden  bekanntlich  (S.  99) 


c 


*)  Vergl.  H.  Vogt:    „über   ein   besonderes  Hyperboloid",    Bor- 
c^^^^^t's  Journal    für    reine    und    angewandte    Mathematik.     Bd.  86. 
•    «Ol. 
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den  Asymptotenkegel  des  Hyperboloids  und  die  vorige  Fraget- 
reduziert  sich  auf  die  folgende:  Giebt  es  auf  einem  Eege^^ 
2.  0.  drei  zu  einander  normale  Kegelstrahlen.  Diese  Frag*^^ 
ist  oben  (S.  78)  beantwortet  worden  und  giebt  uns  hier  fo^  - 
gende  Antwort  auf  imsere  neue  Frage: 

Kommen  unter  den  Erzeugenden  einer  Regel  - 
schar  drei  zu  einander  normale  vor,  so  giebt  ^s 
unendlich  viele  solcher  Tripel  von  normalen  Er- 
zeugenden, inSem  zu  jedem  Strahl  der  Regelsch^r 
zwei  bestimmte  unter  einander  und  zu  ihm  nor- 
male Erzeugende  derselben  Regelschar  vorhanden 
sind. 

Oder  auch: 

Ist  einmal  eineEbene,  welche  ein  Hyperboloid 
in  einer  gleichseitigen  Hyperbel  schneidet,  recht- 
winklig zu  einer  Erzeugenden  desselben,  so  sehn  ei- 
det  jede  zu  einer  Erzeugenden  normale  Ebene  d^^ 
Hyperboloid  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel, 

Es  ist  leicht  die  Bedingung  dafür  aufzustellen,  dsf^ 
dieser  Fall  einmal  auftritt.     Nehmen  wir  den  Hauptschni*^* 

des  Hyperboloids  Ü^^^,  eine  Ellipse,  deren  Hauptaxen  2c  un* 

2b  sind,  während  die  a-Axe  imaginär  d.  h.  der  Träger  eil 
elliptischen  Punktinvolution  ist,    deren  Potenz  =  —  a^  ist,. 

so  dals  also  die  beiden  Hauptschnitte  Jp^*^  und  ^^^^  Hyperbeb 

sind  mit  der  gemeinschaftlichen  imaginären  a-Axe  und  den 
reellen  Zwergaxen  2  c  und  2  b.  Denken  wir  uns  eine 
der  beiden  Erzeugenden  aufgesucht,  welche  in  der  Be- 
rührungsebene eines  Scheitels  der  e;-Axe  enthalten  sind; 
sei  /®  diese  Erzeugende  und  die  darauf  rechtwinklig  ge- 
stellte Ebene  £,  welche  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel 
schneiden  soll;  dann  wird  diese  Ebene  s  durch  die  c-Axe 
gehen,  welche  zugleich  ihre  reelle  Hauptaxe  ist;  die  imagi- 
näre Hauptaxe  derselben  trägt  also  eine  elliptische  Involution 
mit  der  Potenz  —  c^;  diese  ist  die  Schnittlinie  der  Ebene  e 

mit  der  [a&]- Ebene.     Die  Hyperbel  .<)J^^^\  deren  Potenzen  auf 

den  Ilaupta^ten  b^  und  — a'^  sind,  hat  also  einen  imaginären 
Durchmesser  mit  der  Potenz  —  c'  und  eine  Asymptote,  welche 
rechtwinklig  auf  letzterem  steht,  weil  sie  parallel  l*^  ist.    Nen- 
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nen  wir  für  den  Augenblick  denjenigen  reellen  Durchmesser 
2cj,  welcher  konjugiert  ist  der  Schnittlinie  |«,  fa&]|,  so 
haben  wir    fQr  die   Hyperbel    Jp|^^^: 


cj       c^  =  62       a'i 

c,c  .  8in(cc,)  ==  a& 

woraus  folgt: 

c^  cos(cCi)  =  c, 
cj  —  e^  sin2(cci)  =  c^ 

}p  —  a^  =  — ^—  oder 

c«  ^  t»          a»          "• 

Di^s  ist  die  Bedingung  zwischen  den  Hauptaxen  des  Hyper- 
Doloids  dafür/  dafs  dasselbe  einmal  drei  zu  einander  normale 
^^^^^ugende  einer  Begelschar  habC;  also  auch  unendlich-viele 
»olcher  Tripel. 

Wir  nennen  ein  solches  Hyperboloid  ein  gleichseiti- 
ges Hyperboloid. 

Fassen  wir  nun  bei  einem  gleichseitigen  Hyperboloid 
drei  solche  zu  einander  rechtwinklige  Erzeugende  l  Z,  l^  der- 
*^lben  Regelschar  auf,  so  giebt  es  bekanntlich  drei  zu  den- 
selben parallele  Erzeugende  ggig2  der  andern  Regelschar,  die 
nuthin  auch  unter  einander  normal  sind;  und  da  jedes  gx  jedem 
'  begegnen  mufs,  so  enthalten  die  gg^g2  die  kürzesten  Ent- 
fennuigen  zwischen  je  zwei  der  ^,^2  und  umgekehrt.  Solche 
^hs  Erzeugende  g  g\g2^\h  fügen  sich  zusammen  zu  sechs 
bauten  eines  Parallelepipeds,  dessen  übrige  sechs  Kanten  nicht 
*^  dem  Hyperboloid  liegen,  oder  zu  den  sechs  Seiten  eines 

räumlichen  Sechsseits,  dessen  je  zwei 
Gegenseiten  parallel  sind  (Fig.  7): 

^9\  h9hg2' 
Die  sechs  Ecken  dieses  Sechsseits  sind 
zugleich  sechs  Ecken  des  Parallelepi- 
peds,  dessen  beide  übrige  Ecken  nicht 
auf  dem  gleichseitigen  Hyperboloid 
liegen. 

Wir  können   uns  solcher  recht- 


kr — 


Fig.  7. 


^''^^Wigen    Sechsseite    oder   Parallelepipeda    unendlich    viele 
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herstellen  j    die    in    einem   gewissen    Zusammenhange    unter     — 
einander  stehen.     Alle  haben  offenbar  als  gemeinschaftliche: 
Mittelpunkt  den  Mittelpunkt  *iSJ  des  Hyperboloids. 

Bezeichnen  wir  die  aufeinanderfolgenden  Ecken  des  obigi 
räumlichen  Sechsecks: 

('1^2)  =  ^  (^20  =  bi  {i9i)  =  ^  (9ih)  =  <^\  {h9)=i  {9h)'=^^m.  f 
so  dafs  aa, ;  bb],  cCj  Gegenecken  sind;  nehmen  wir  femer  eizi 
zweites  Sechsseit  derselben  Art: 

g\  k  g  h  92 

und  bezeichnen  entsprechend  dessen  Ecken: 

{rigi)=a   (^;/')=b,'  {l'{/\)=c'  (i?'i/;)=a;  {lig)=h'  (g'lD^Cx, 

SO  lassen  sich  mannigfache  Beziehungen  zwischen  den  Durd^' 

Schnittspunkten  der  Seiten   dieser  räumlichen   Sechsseite    ^*" 

mittein. 

Die  vier  Geraden   lil^gig'i  bilden   ein  windschiefes  Vi^'* 
seit,  bei  welchem  die  (legenkaiiten  /,  und  l^  rechtwinklig      ^^ 
einander  gerichtet  sind  und  in  gleicher  Weise  auch  das  zw^i"^® 
Paar   Gegenkanten   (/\   und  g^t    folglich   ist  dies   ein   solo 
Tetraeder    besonderer    Art,    wie    wir    es    S.  84    betracl» 
haben ;   in   ihm   ist  auch  das  dritte  Paar  Gegenkanten  reo 
winklig,    die    Höhen    treffen    sich    in   einem    Punkte,    du 
welchen  auch  die  drei  kürzesten  Abstünde  der  Gegenkant^^?* 
paare  hindurchgehen.    Der  kürzeste  Abstand  des  Kantenp 
/j/^    ist  die  Gerade  g,  des  Kantenpaares  //Ir/i  die  Gerade 
folglich  schneiden  sich  yl'  in  dem  llöhenpunkt  des  Tetraed< 
und   diese   kürzesten  Abstände  selbst   haben   zu  Fufspunkt 
die  Schnittpunkte: 

Nennen  wir  den  Ilöhen])unkt 

(</'')  =  v, 

so  gilt  die  elementare  Itrelation: 

vb  .  VC,  =  vb'i  .  vc'. 

Denken  wir  uns  nun  um  die  beiden  Parallelepipeda  Kuge 
gelegt,  welche  konzentrisch  sein  müssen  mit  dem  geniei 
Kchaftlichen  Mittelpunkte  "AK,  so  zeigt  die  vorige  Kelatio 
dafs  der  Punkt  v  dieselbe  Potenz  hat  für  beide  Kugeln;  di 
ist,  da  die  beiden  Kugeln  konzentrisch  sind   und  r  nicht  i 
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Unendlichen  liegt,  nicht  anders  möglich,  als  wenn  sie  iden- 
tisch  zusammenfallen.    Wir  haben  also  folgenden  Satz: 

Die  Ecken  sämtlicher  auf  dem  gleichseitigen 
Hyperboloid  zu  verzeichnenden  rechtwinkligen 
Sechsseite  (oder  Parallelepipeda)  liegen  auf  der 
t)ur chschnittskurve  des  Hyperboloids  und  einer 
°iit  ihm  konzentrischen  Kugel. 

Um  den  Radius  dieser  Kugel  zu  bestimmen,  nehmen  wir 

Insbesondere  die  schon  früher  betrachtete  Erzeugende  l^,  eine 

^öiaexiigen  beiden^  welche  in  der  Berührungsebene  in   einem 

Endpunkte  der  c-Axe  des  Hyperboloids  liegen.     Diese  Be- 

nllimngsebene  ist  rechtwinklig  zur  c-Axe,  folglich  auch  P 

211    c    normal;  legen  wir  durch  c  eine  Ebene  €  normal  zu  P, 

so    nanfs  dieselbe  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel  das  Hyper« 

Doloid  schneiden,  für  welche  2c  eine  reelle  Hauptaxe  ist;  die 

aiidor*e  imaginäre  Hauptaxe  liegt  in  der  [a&]- Ebene  und  ist 

aer    IriLger  einer  elliptischen  Punktinvolution,   deren  Potenz 

<^^    sein   wird.     Wir   haben   nun    in    der  [a&]- Ebene  die 

Hyperbel  ^fl  mit  den  Quadraten  der  Haupthalbaxen  6^  und 
^^ti^xji    imaginären    Durchmesser,    dessen    Potenz   —  c^    ist; 
^^Unen  wir  den   zu  letzterem  konjugierten  Durchmesser  2c,; 
notwendig  reell  ist,  so  mufs 

cj  —  c^  =  6*  —  «2 

Der  eine  Endpimkt   dieses   reellen   Durchmessers  2  c, 

^*^e  ^j;  die  Tangente  in  )ß  an  der  Hyperbel  .^f^  mufs  paral- 

,   *      laufen  dem  konjugierten  imaginären  Durchmesser,    also 

^       dieser   in   der  Ebene  £,  der  Normalebene  von  P  liegt, 

^^^^  die  Tangente  in  ^}  rechtwinklig  zu  P  sein.     Die  Be- 

»\^*^>^ung8ebene   des  Hyperboloids    im   Punkte    p    geht   durch 

*^^^  Tangente  und  den  unendlich -entfernten  Punkt  auf  der 

^  -^3ie,  folglich  enthält  diese  Berührungsebene  r  am  Punkte 

^^  ^'^vei  zu  i*^  rechtwinklige  Richtungen    und    ist   daher  eine 

^^^nnalebene  zu  P.     Die  Ebene  r  schneidet  nun  das  Hyper- 

^AOfcid  in  einem  Linienpaare,  welches  eine  zerfallende  gleich- 


tge  Hyperbel  sein   mufs,   also  aus  zwei  Erzeugenden  g^^l^ 

J^^^ht,  die  selbst  zu  einander  rechtwinklig  sind,  und  deren 
^t>eiie  auf  P  rechtwinklig  ist;  der  Punkt  p  ist  also  eine  Ecke 
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eines  solchen  Parallelepipeds,   wie  wir  es  vorhin  betrachtet 

haben,   deren  Ecken  sämtlich  auf  einer  Eugelfläche  liegen. 

Der  Radius  r  dieser  Kugel  ist  also  =  Cp  und  wir  haben  aus 

dem  Obigen: 

r2  =  c2  +  6'  —  a\ 

wodurch  der  Radius  der  Kugel  bestimmt  ist.   (Aus  der  oben 
gefundenen  Bedingung  -^  +  15 «  =  0   folgt   a  <  6  un 

a  <  c,  folglich  ist  r^  positiv,  also  die  Kugel  reell.) 

Um  nun  zu  einer  beliebigen  Erzeugenden  {  die  beidei 
unter  einander   und  zu  ihr  rechtwinkligen  Erzeugenden  g^^ 
zu  finden,    braucht   man  nur  ihre  Durchschnittspunkte 
der  gefundenen  Kugel  aufzusuchen  und  die  beiden  durch  di< 
Punkte    gehenden    Erzeugenden    der    andern   Regelschar   ^-^^ 
nehmen. 

Auf  der  von  uns   gefundenen  Kugel  liegen  nicht  alle^^ 
die  sechs  Ecken  des  Sechsseits  lgil2ffliSl2  9  sondern  auch  d 
beiden  übrigen  Ecken  des  Parallelepipeds ,  nämlich  der 
schnitt^punkt  der  drei  Ebenen: 

\l'92]  [l^fft]  \h9] 
und  auch  der  Durchschnittspunkt  der  drei  Ebenen: 

[h9\  [1x92]  U9i]' 
Diese  sechs  Ebenen  sind  Berührungsebenen  des  Hyperboloi 
und  je  drei  zu  einander  rechtwinklig,   also  können  wir  au 
sagen: 

Auf  der  vorigen  Kugel  liegen  allemal  auch  d 
Schnittpunkte  je  dreier  zu  einander  normaler  B 
rührungsebenen    des    Hyperboloids    (die    Allgemei 
gültigkeit  dieses  Satzes  wird  sieh  später  ergeben). 

Fassen  wir  nochmals  die  vorige  Figur  des  auf  dem  gleic 
seitigen  Hyperboloid  verlaufenden  Sechsseits: 

19x^2  9^92 
ins  Auge   und  fügen  derselben  ein  beliebiges  zweites  Sechs^"^" 
seit  derselben  Art  hinzu: 

l' 9'\^i9  ^i9i^ 
so  haben  wir  zwölf  Erzeugende  auf  dem  Hyperboloid  und  ge- 
langen von  der  bekannten  Eigenschaft  aus ,  dals  irgend  zwei 
mde  durch    die  Erzeugenden    der  andern   Regelschar 
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allemal  projektivisch  geschnitten  werden,  zu  metrischen  Be- 
ziehruigen  der  Art: 

oder,    wenn  wir  die  Schnittpunkte: 

bezeichnen : 

(9"cib):)  =  (c9Ta,}:i)  =  {\o.i%T:2) ; 
oder,    wenn  wir  die  Werte  der  Doppelverhältnisse  einsetzen: 

ab|  .  a,  c  =  apo  •  ^i^i 
bci  .  bia=  b jc  .  bj JC2 

ca,  .  c,b  =  c?:,  .  Cj):, 
folgt: 

(ab,  .  bci  .  ca,)2  =  (xb  .  pc,)  .  (ic,c .  j:,a,) .  (iCja  .  T2b,). 
^un.    bedeutet  aber  das  Produkt  (ab,  .  bCj  .  caj)  das  Volumen 
ii^is^^es  Parallelepipeds ;  welches  wir  kurz  mit 

v  =  ab,  .  bc,  .  ca, 
^^^ichnen  wollen,  und  jedes  der  Produkte: 

jrb.rc,,       j:,c.j:ia,,        jTja.^z^i 
^^^utet  die  Potenz  des  Punktes 

^ ;  ^1  ;  ^2 

^*     ^ezug  auf  die  vorhin  ermittelte    dem  Parallelepiped  um- 
^^*^**iebene  Kugel,  Potenzwerte,  die  wir  kurz  mit 

p(f)    nh)    nx,) 

^^^ichnen  wollen,  so  dafs  wir  erhalten: 

_  t;'  =  P(y)  P(y,)  P(r,) . 

**    Speicher  Weise  erhalten  wir,  wenn  wir  an  Stelle  der  Ge- 
'***eii  V  die  Gerade  l[  oder  tt  setzen  und  die  Schnittpunkte: 

(5^1)  =  >)        {9i  ß)  =  ^1        {9i  ^1)  =  t)2 

-  t;»  =  P(»,)  P(>,,)  P(i),) 
-i;*  =  P(j)  P(i,)  P(y,    also 
-  «"»  =  P(j:)  P():,)  P{y^)  PO))  P(j),)  P(i),)  P(i)  P(j,)  P(j,). 


1- 
l- 
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Wenn  wir  andererseits  von  der  Gleichheit  der  Doppelverk 
nisse  ausgehen: 

(II)  l'igOiM  =  l'\  {9  9\9^9)  =  'i  (ffffi9iff) 

und  das  Volumen  des  zweiten  Parallelepipeds: 

vi  Ci .  b  ai  .  c  bi  =  V 

bezeichnen;  so  erhalten  wir  in  gleicher  Weise: 

-  v'v  =  P(v)  P(«)  P(i) 

=  pa-,)  PO),)  p(i,) 

=  P(r,)  P(i),)  P(5,) , 
und   durch  Vergleichung    mit  dem   vorigen  Itesultat  ergi^^r-bt 
sich    der    absolute   Wert    der   Volumina   v   und   v    als   J^^'' 
selbe ;  also: 

Die  Volumina  sämtlicher  auf  dem  gleichsei 
gen  Hyperboloid   zu   verzeichnenden   rechtwink  i 
gen  Sechsseite  (oder  Parallelepipeda)    haben   d^ 
selben  konstanten  Wert. 

Um   diesen    konstanten   Wert  zu   ermitteln,    gehen 
zurück   zu   der  besonderen  schon  früher  betrachteten 
genden  Z"  in  der  Berührungsebone  in  einem  Endpunkte 
c'-Axe.    Die  beiden  zu  dieser  und  unter  einander  recht win 
gen   Erzeugenden   (f^   und  /Jj    fanden    wir    oben    durch    ihr' 
Schnittpunkt  )>,   welcher  der  Endpunkt  eines  Halbmessers 

war  in  der  Hyperbel  ,>V'^     Ziehen  wir  durch  p  eine  Parall 

U^  zu  /",   so   ist  der  Abstand  dieser  Parallelen  f*  und  k^  v 
einander  eine  Kante  des  besonderen  Parallelepipeds,  welcl^t 
wir  betrachten,  der   Abstand   des  Mittelpunktes   OJi   von   cS 
Ebene    [^j/JJ    die  Hälfte    einer    zweiten  Kante    des  Parall 
epipeds  und  der  Abstand  des  Mittelpunkts  'JJt  von  der  Ebe 
|/*^Ä:"1    die   Hälfte   der   dritten    Kante  desselben,    endlich    d 
Volumen  des  Parallelepipeds  gleich   dem  Produkt  aus  di 
drei   Kanten.      Wir    könn<'ii    aber    diese   drei    Kanten    leic 
ausdrücken  durch    die  Hauptaxen   des  Hyperboloids.     Ziehte 
wir   noch   durch   "i^t  eine  F'arallele   wi"   zu  /*\   so   ist  der  A 
stand   der  Geraden    m"   und   V   von   einander  =  c,    der    A 
stand  der  Geraden  m"  und  A"  von  einander  =r|  cos  (rr,)  =  ^ 
folglich   der    Abstand    der  Geraden  /^  und  /*'   von   cinand^ 

«•  c.  f^2  und  der  Abstand  des  Punktes  IK   von   der  EbciB. 
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J  P>  jo]  =  —  i/2y   also    sind  zwei  Kauten  des  Parallelepipeds 

^nander  gleich  und  jede  gleich  c  j/^]  die  dritte  Kante  ist  der 
doppelte  Abstand  des  Punktes  "3)1  von  der  Ebene  [flf^JJ]   und 

gleich  2  .  c,  8in(cc,)  =  2  --,  folglich  der  Inhalt  des  Parallel- 

«pipeds: 

=  4abc. 

JDies  ist  also  der  Wert  des  konstanten  Volumens  aller  auf 
dem  gleichseitigen  Hyperboloid  zu  verzeichnenden  recht- 
"winkligen  Parallelepipeda,  deren  jedes  gewisse  sechs  Kanten, 
die  ein  zusammenhängendes  räumliches  Sechsseit  bilden,  hat, 
welche  drei  Paare  paralleler  Erzeugender  aus  den  beiden 
Regelscharen  sind. 

§  28.    Besiehimg  des  gleichseitigen  Hyperboloids  zum 

allgemeinen  TetraSder. 

Haben  wir  ein  allgemeines  Tetraeder  d.  h.  ein  solches, 
dessen  Ecken  vier  beliebige  Punkte  5133635  sind,  die  nicht 
in  einer  Ebene  liegen,  so  heifst  die  von  jeder  Ecke  auf  die 
gegenüberliegende  Seitenfläche  herabgelassene  Normale  eine 
Hohe  des  Tetraeders;  nennen  wir  die  Seitenflächen  des  Te- 
traeders: 

[©6®]  =  «    [63591]  =  /S    [2)3(«]  =  y    [9l«6]  =  * 

und  den  Fufspunkt  des  aus  %  auf  a  herabgelassenen  Perpen- 
dikels a,  analog  für  die  andern  Ecken  die  Fufspunkte  der 

Hohen: 

a    b    c    b, 

so  werden  zwei  Ebenen  [9193  b]  und  [9t  6  c]  sich  in  einer  Gera- 
den l  schneiden,  welche  offenbar  den  drei  Höhen  91  a|,  199  b|,  |6c; 
gleichzeitig  begegnet,  weil  sie  durch  91  geht  und  mit  jeder 
der  beiden  andern  Höhen  in  einer  Ebene  liegt.  Diese  Gerade 
2  trifRiaber  auch  die  vierte  Höhe  3)b;  denn  da  jil^bj  die  Nor- 
male der  Ebene  ß  ist,  so  ist  die  Ebene  [9193  b]  rechtwinklig 
aar  Ebene  ß  «=  [91 6  D],  und  ebenso  ist  die  Ebene  [9t  6  c]  recht- 
winklig zur  Ebene  y  =  [9123®].  Wir  haben  also  von  91  aus- 
gehend drei  Strahlen  ;912)„  |916|,  |9t3)|  eines  Dreikants  und  durcJi 
die  Kante  ]91S|  eine  Ebene  normal  zu  der  gegenüberliegenden 
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Fläche  des  Dreikants ^  durch  die  Kante  \%(S\  eine  Ebene  nor- 
mal zu  der  gegenüberliegenden  Fläche  des  Dreikants  gelegt 
und  der  Schnittstrahl  beider  Ebenen  ist  2;  nach  einem  auf 
8.81  bewiesenen  Satze  mufs  nun  auch  die  dritte  durch  |9(!C| 
normal  zur  Fläche  [SIS CS]  =  d  gelegte  Ebene  durch  {  gehen; 
da  aber  die  durch  |?r£)  |  normal  zur  Fläche  d  gelegte  Ebene 
durch  die  Höhe  \^t>\  gehen  muiS;  so  liegen  l  und  |!Db|  in  einer 
Ebene;  d.  h.  die  Gerade  {  schneidet  alle  vier  Hohen  des  Te- 
tracders.  In  ganz  derselben  Weise  können  wir  anstatt  von 
%  von  jeder  der  drei  übrigen  Tetraederecken  ausgehen  und 
demnach  vier  Gerade  konstruieren ,  welche  sämtlich  allen 
vier  Tetraederhöhen  gleichzeitig  begegnen.  Hieraus  folgt 
nach  S.  95  der  schon  dort  in  gleicher  Weise  bewie- 
sene Satz: 

Die  vier  Höhen  eines  Tetraeders  sind  Erzeu- 
gende einer  Regelschar  eines  Hyperboloids  oder 
kürzer,  haben  hyperboloidische  Lage. 

Legt  man  durch  die  Höhe  |ÜBb|  eine  Ebene  €  parallel  zur 
Höhe  i  Sl  a  { ,  so  wird  diese  Ebene  rechtwinklig  sein  zur  Ebene 
ß  ,  weil  sie  durch  1 33  b  |  geht  und  auch  rechtwinklig  zur  Ebene 
a,  weil  sie  parallel  ,'}lv\|  ist;  folglich  mufs  die  Ebene  b  recht- 
winklig stehen  auf  der  Schnittlinie  ;a/3|;  welche  identisch  ist 
mit   CvJ^  .   Die  Ebene  a  geht  also  durch  das  aus  2i  auf  |G  J", 
herabgelassene  Perpendikel;  d.  h.  durch  eine  Höhe  des  Drei- 
ecks iBC^5).    Legt  man  zweitens  durch  die  Höhe  |(5c|   eine 
Ebene  b   parallel  zur  Höhe  \  \H  v\  j  so  wird  diese  aus  gleichem 
Grunde  durch  das  aus  l>  auf  |:BD    herabgelassene  Perpendikel 
d.  li.  durch  die   zweite  Höhe  des  Dreiecks  i^(5X   hindurch- 
gehen.    Die  Schnittlinie  \Be\,   welche  parallel  |'}(a!   ist  und 
deu  Höhen    i^b|  und    CSc    begegnet,  geht  also  durch   den 
Höhenpunkt    des    Dreiecks    :i^C^:&    und   ist    die    in    diesem 
Punkte  auf  der  Tetraederfläche  «  errichtete  Normale.     Diese 
Schnittlinie  \bb'     ist    oiFenbar    eine  Erzeugende  der  andern 
liegelschar  d^s  vorigen  Hyperboloids,  auf  welchem  die  vier 
Tetraederhöhen  liegen.     Wir  erhalten  auf  diese  Weise 
die  vier  zu  den  Tetraederhöhen  parallelen  Erzeu- 
genden der  andern  Regelschar,    wenn    wir   in    den 
tit&lieapankten    der   Seitenflächen  des    Tetraeders 
■•n  Normalen  errichten. 
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Betrachten  wir  die  Durchschnittsfigur  der  Ebene  a  mit 
dem  Hyperboloid  der  vier  Höhen,  so  ist  diese  ein  Kegel- 
schnitt, welcher  nach  dem  Vorigen  durch  die  Ecken  des  Drei- 
ecks S6S)  und  zugleich  durch  den  Höhenpunkt  desselben 
gehen  mufs,  folglich  eine  gleichseitige  Hyperbel  (Th.  d.  K. 
S.  232),  und  da  die  Ebene  derselben  auf  der  Erzeugenden 
|9la|  rechtwinklig  steht,  so  ist  das  Hyperboloid  ein  gleich- 
seitiges (8.  197)  und  wir  haben  das  Resultat: 

Die  vier  Höhen  eines  Tetraeders  sind  allemal 
vier  Erzeugende  derselben  Regelschar  eines  gleich- 
seitigen Hyperboloids,  und  die  in  den  Höhenpunk- 
ten der  Seitenflächen  auf  diesen  errichteten  Nor- 
malen sind  vier  Erzeugende  der  andern  Regelschar 
desseiben. 

Da  wir  hiernach  vier  Paare  paralleler  Erzeugender  des 
Hyperboloids  haben,  so  schneiden  sich  die  durch  diese  ge- 
legten vier  Ebenen  im  Mittelpunkte  ^\  des  gleichseitigen 
Hyperboloids. 

Bezeichnet  man  die  vier  Tetraederhöhen: 

|«a|  =  a    |35bj  — 6    |ec|  =  rf    |S)b|  =  rf, 

so  bestimmen  schon  drei  derselben  das  gleichseitige  Hyper- 
boloid, auf  welchem  auch  die  vierte  liegen  mufs.  Umgekehrt 
lälst  sich  anch  erkennen,  dafs,  wenn  drei  Gerade  Erzeugende 
eines  gleichseitigen  Hyperboloids  sind,  sie  allemal  auch  als 
drei  Hohen  eines  Tetraeders  aufgefafst  werden  können. 

In  der  That,   seien  hcd  drei  beliebige  derselben  Regel- 
schar angehörige  Erzeugende  eines 
gleichseitigen     Hyperboloids,     und 
schneidet  man  dieselben  durch  eine 
beliebige     zu     d    normale    Ebene 
[93  6 1)]  «=  tf ,  so  ist  die  Schnittkurve 
derselben  eine  gleichseitige  Hyper- 
bel.    Schneidet  die  zu  d  parallele 
Erzeugende  d^  die  Ebene^d  in  bj,  so 
lönfs  der  Höhenpunkt  91  des  Dreiecks  936b,  auf  jener  gleich- 
^itigen  Hyperbel  liegen  (Fig.  6).     Die  durch  21  gehende  der 
^^gelschar  hcd  angehörende  Erzeugende  a  des  Hyperboloids 
^afs  dann  d,  treffen,  die  Normale  von  d,  und  ebenso  treffen  h 
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und  c  den  Strahl  d^ .  Hieraus  folgt,  weil  bj  der  Höhenpunkt  des 
Dreiecks  %'Sii  ist;  dals  die  durch  a  und  ^Ib,,-  gelegte  Ebene 
Normalebene  des  Strahles  iiöGi  ist  u.  s.  f.  Es  lassen  sich 
also  durch  die  Dreiecksseiten  ,  iH?  | ,  |  (?  2t  i ,  |  ?l  ö  |  drei  Ebenen 
legen,  die  beziehungsweise  rechtwinklig  sind  zu  den  drei 
Strahlen  a  b  c.  Diese  drei  Ebenen  schneiden  sich  in  einem 
Punkte  £),  und  das  Tetraeder  2liB(f£'  hat  nich  allein  die 
drei  Hohen  a  b  c,  sondern  auch  als  vierte  Hohe  d,  denn  sie 
muis  der  Regelschar  abc  angehören  und  zu  c7,  parallel  sein, 
folglich  identisch  sein  mit  unserer  obigen  Erzeugenden  d. 

Drei  beliebige  Erzeugende  eines  gleichseitigen 
Hyperboloids,  welche  derselben  Regelschar  an- 
gehören, können  also  immer  als  Höben  eines  Tetra- 
eders aufgefafst  werden.  Dasselbe  ist  dadurch'  noch 
nicht  vollständig  bestimmt;  wir  können  noch  eine  der  drei 
auf  diesen  Höhen  normalen  Seitenflächen  des  Tetraeders  oder 
einen  Höhenfulspunkt  beliebig  wählen;  wird  dieser  willkQr- 
lich  angenommen,  so  ist  das  ganze  Tetraeder  vollständig  be- 
stimmt und  wird,  wie  oben  angegeben,  konstruiert  Seien 
bcd  die  gegebeneu  Erzeugenden  des  gleichseitigen  Hyper- 
boloids, und  verändern  wir  den  Höhenfulspunkt  b  auf  r/,  so 
rQckt  die  Ebene  Ö  parallel  mit  sich  fort,  folglich  verändern 
sich  '^  und  Cv  auf  den  Strahlen  b  und  c  und  beschreiben 
projektivisch-ähnlicho  Punktreihen,  deren  Erzeugnis  sehr  bald 
untersucht  werden  soll  (§29);  da  die  unendlich -entfernte  Ge- 
rade der  Ebene  d  unverändert  bleibt,  so  trifil  die  Verbindung- 
linie  iöGj  sämtliche  Punkte  derselben.  Der  Strahl  rf,  ist 
durch  d  vollständig  bestimmt;  die  Ebene  [bi^}(vi]  bleibt  be- 
ständig rechtwinklig  auf  \3^{>  ,  nimmt  also  alle  möglichen 
Stellungen  um  die  feste  Axe  d^  an,  folglich  wird  die  Gerade  a 
sämtliche  Erzeugenden  der  ersten  Rcgelschar  durchlaufen. 

Die  Frage:  Unter  welcher  Bedingung  erzeugen 
drei  Gerade  im  Räume  ein  gleichseitiges  Hyper- 
boloid? ist  hiernach  identisch  mit  der  anderen:  Wann  sind 
drei  Gerade  Höhen  eines  Tetraeders? 

Sind  b  und  c  zwei  beliebige  windschiefe  (lerade  und  4 
ein  beliebiger  Punkt  im  Räume,  so  können  wir  ?(  als  Ecke 
eines  Tetraeders  wälilen,  fUr  welches  b  und  c  Höhen  sein 
sollen.     Legen  wir  nämlich   durch   IH   eine  Ebene  ß  normal 
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zu  b  und  eine  Ebene  y  normal  z\x  c,  so  schneiden  sich  die- 
selben in  einer  Geraden  |%^|;  schneidet  femer  die  Ebene /3 
den  Strahl  c  in  (i  und  die  Ebene  y  den  Strahl  b  in  ^^  so 
sind  31  SB  6  drei  Ecken  des  Tetraeders  und  die  vierte  liegt  auf 
dem  festen  Strahle  j%£)|.  Die  durch  a  und  e7,  gelegte  Ebene 
hat  aber  zur  Normale  |S6',  folglich  mufs  der  dritte  Höhen- 
strahi  a  in  derjenigen  Ebene  liegen^  welche  durch  %  normal 
zu  der  bekannten  Geraden  |$(S|  gelegt  werden  kann.  Daraus 
folgt: 

Wenn  zwei  windschiefe  Gerade  b  c  als  Höhen 
eines  Tetraeders  und  von  einer  dritten  Höhe  a 
nur  ein  Punkt  %  gegeben  sind,  so  ist  die  Gerade  a 
auf  eine  bestimmte  Ebene  [91 S 6]  beschränkt,  welche 
man  erhält,  indem  man  durch  91  die  Normalebene 
ß  zu  b  und  die  Normalebene  y  zu   c   legt   und   die 

Schnittpunkte: 

(/Sc)  =  6    (y6)  =  iB 

mit  %  durch  eine  Ebene  verbindet. 

Der  Mittelpunkt  SSR  des  gleichseitigen  Hyperboloids,  auf 
welchem  die  vier  Höhen  ab  c  d  des  Tetraeders  91  ^(££)  liegen, 
läfst  sich  unmittelbar  finden  vermittelst  der  vier  parallelen 
Erzeugenden  a^  6,  c,  Jj ,  welche  in  den  Höhenpunkten  a^  b^  Ci  bi 
der  Seitenflächen  a  ß  y  d  normal  auf  diesen  stehen.  Haben 
wir  nämlich  zwei  parallele  Erzeugende  des  Hyperboloids,  so 
enthält  diejenige  in  ihrer  Ebene  liegende  Gerade,  welche  zu 
ihnen  parallel  ist  und  gleich  weit  von  beiden  absteht,  den 
Mittelpunkt  Wl  des  Hyperboloids. 

Nehmen  wir  nun  die  Höhe  |9ta|  und  den  Höheupunkt  a^ 

des  Dreiecks  SB 6^,  so  wird  in  dem  Dreieck  9laa]  das  aus 

der  Mitte  von  91  aj   auf  |aail  herabgelassene  Perpendikel  den 

Mittelpunkt  3R  enthalten.    Nennen  wir  aj   den  Mittelpunkt 

der  Strecke  1 91  a|   und  denken  uns  durch  a2  eine  Ebene  parallel 

zur  Ebene  a  =  [iBßS)]  gelegt,  so  schneiden  die  drei  übrigen 

Tetraederflächen  auf  dieser  Parallelebene  ein  Dreieck  mirnjinj 

aos,    dessen    Ecken    die   Mitten    der    Kanten   j9liB|,  i9U^.|; 

jÜ^\  sind,  welches  also  ähnlich  und  ähnlich  liegend  ist  mit 

dem  Dreieck  S6S);  der  Punkt  aj  ist  daher  Höhenpunkt  des 

/ÄTßiecks  ntiinjUts,  ebenso  wie  a,  der  Höhenpunkt  des  Dreiecks 

^€2)  ist." 
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Die  Ebene  [m,m2ms]  ist  parallel  gelegt  zar  Ebene  a 
und  steht  von  ihr  ebenso  weit  ab^  wie  die  Ecke  %;  bezeichnen 
wir  diese  Ebene  durch  a   und  denken  uns  die  drei  analogen 

Ebenen  (f  y  &  gelegt, 
welche  parallel  den 
m»  Ebenen  ß  y  d  laufen 
und  die  Hohen  \Si\, 
ißcl;.  iS)b|  halbieren, 
so  bilden  die  vier  Ebe- 
nen a  ß!  y  V  ein  neues 
Tetraeder  «'»'(TS)', 
dessen  Kanten  parallel 
laufen  den  E[anten  des 
alten  Tetraeders,  die- 
selben Mittelpunkte  ha- 
ben wie  jene;  während  sich  in  jedem  solchen  Mittelpunkte 
je  eine  Kante  des  alten  und  die  der  Gegenkante  parallele 
Kante  des  neuen  Tetraeders  halbieren  (Fig.  9).  Wir  be- 
zeichnen mit 

m,  die  Mitte  der  Kante  \%'$,\  und  der  Kante  YS^' 

»«2    n      »        »        »      |51®I    »      »        n      I©'®' 
in»    „      „        „        „      ItaSDI  „      „        „      i»'6'; 

m^    „      „        „       „      |»6|    „      „        „      irSD'i 

mj   „      „        „        „      |63)|    „      „        „      j8l'«'| 

m„    „ löSDI  „      „        ..      191' 6'!. 


'6      V 


V 


}} 


Da  nun  aj  der  Hohenpunkt  des  Dreiecks  in,  m2  vx^  ist, 
und    dieses    zu   Ecken    die  Mitten   der  Seiten    des  Dreiecks 
'^'(^'£)'  hat,   so   ist  bekanntlich  vi,  der  Mittelpunkt  des  dem 
Dreieck   ^'(9'!^'  umschriebenen    Kreises,  und  das  aus  a,  auf 
der  Seitenfläche  a  =[$P'cr®']  errichtete  Perpendikel    geht 
durch   den   Mittelpunkt  W    des    gleichseitigen  H]r])erboloid8. 
Dieses  Perpendikel  mufs  aber  auch  durch    den  Mittelpunkt 
einer  dem  Tetraeder  91'©' (5'®'  umschriebenen  Kugel  gehen, 
und  da  dasselbe  Kaisonnemeut  ebenso  für  die  übrigen  Tetra- 
ederecken  gilt,  so  erkennen  wir,  dafs  der  Mittelpunkt  Vi  des 
gleichseitigen   Hyperboloids    zusammenfällt   mit   dem   Mittel- 
punkte der  dem  Tetraeder  ^)(':ü'C5'^'  umschriebenen   KugeL 
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Der  Mittelpunkt  dieser  Kugel  wird  aber  gefunden,  indem 
man  in  den  Mitten  der  Kanten  Normalebenen  zu  denselben 
legty  also  haben  wir  folgenden  Satz: 

Wenn  man  in  einem  Tetraeder  durch  die  Mitte 
jeder  Kante  eine  Ebene  normal  zur  Gegenkante 
legt,  so  schneiden  sich  diese  sechsEbenen  in  einem 
Punkte,  dem  Mittelpunkt  des  gleichseitigen  Hyper- 
boloids, auf  welchem  die  vier  Höhen  des  Tetraeders 
liegen.*) 

Ebenso  wie  der  Punkt  ^R  der  Mittelpunkt  einer  dem 
Tetraeder  (2l'3J'6'I)')  umschriebenen  Kugel  ist,  giebt  es  einen 
analogen  Punkt  W^ ,  welcher  gleichzeitig  der  Mittelpunkt  der 
dem  Tetraeder  (91S6S))  umschriebenen  Kugel  und  der  Mittel- 
punkt des  gleichseitigen  Hyperboloids  sein  mufs,  auf  welchem 
die  vier  Hohen  des  Tetraeders  (21' 33' 6' S)')  liegen.  Die  beiden 
Punkte  ^l  nnd  371'  liegen  symmetrisch  in  Bezug  auf  den- 
jenigen Punkt  ©,  in  welchem  sich  die  vier  Verbindungs- 
linien |2l9l'|,  123 SB' 1,16(5' I,  1 2)1)' I  entsprechender  Ecke»  bei- 
der Tetraeder  schneiden,  d.  h.  der  Punkt  (S  liegt  mit  ^2  und  SSV 
auf  derselben  Geraden  und  halbiert  die  Strecke  ^t  ^l\  Dieser 
Funkt  ©  hat  aber  für  beide  Tetraeder  eine  sehr  einfache  Be- 
deutung ;  in  ihm  schneiden  sich  nämlich  die  Verbindungslinien 
der  Mittelpunkte  je  zweier  Gegenkanten,  also  ist  er  der  Schwer- 
punkt des  Tetraeders.    Wir  haben  demgemäfs  den  Satz: 

In  einem  Tetraeder  (512362))  liegen  der  Schwer- 
punkt (©),  der  Mittelpunkt  der  umschriebenen 
Kugel  {m')  und  der  Mittelpunkt  {m)  des  gleich- 
seitigen Hyperboloids,  auf  welchem  die  vier  Höhen 
des  Tetraeders  liegen,  auf  einer  geraden  Linie,  und 
zwar  der  erstere  in  der  Mitte  zwischen  den  beiden 
andern. 

Der  Zusammenhang,  in  welchem  die  beiden  Tetraeder 
(«S5  62))  und  (?l'ö'a'S)')  mit  einander  stehen,  ist  ein  sehr 
einfacher;  wir  erkennen  ihn,  wenn  wir  durch  jede  der  sechs 
Wtten  nti  ntj  .  .  .  niö  diejenige  Ebene  legen,  welche  die  beiden 
in  dieser  Mitte  sich  kreuzenden  Kanten  enthält,   deren  eine 


•)  Die  betreffende  Literatur  siehe  Baltzer:  Elemente  der  Mathe- 
loatik  (1872).  FSnftes  Buch  §  6.  8.  9. 
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dem  einen,  die  andere  dem  andern  Tetraeder  angehört.  Diese 
sechs  Ebenen  sind  nämlich  offenbar  paarweise  parallel  und 
bilden  ein  schiefes  Parallelepiped,  als  dessen  acht  Ecken  die 
zweimal  vier  Ecken  der  beiden  Tetraeder  auftreten.  IMe 
Kanten  der  Tetraeder  sind  also  die  zweimal  sechs  Diagonalen 
in   den  Seitenflächen  des  Parallelepipeds. 

Diese  räumliche  Figur  läfst  zugleich  den  bekannten  Aus- 
druck für  den  Inhalt  eines  Tetraeders  am  einfachsten  herror- 
treten;  es  sind  nämlich: 

|«(5'|,     ICSiJ'l,     \Z'%\,    |3rS)| 

vier  gleiche  und  gleichgerichtete  Kanten  des  Parallelepipeds, 

folglich : 

|336'|»    |l>2}'|,    IS)'3l| 

drei  gleiche  und  gleich  gerichtete  Kanten  eines  dreiseitigen 
Prismas,  dessen  Inhalt  halb  so  grofs  ist,  als  der  des  Parallel- 
epipeds. Folglich  hat  das  Tetraeder  (5B(ST'3l),  welches  gleiche 
Grundfläche  und  Höhe  mit  letzterem  hat,  einen  Inhalt  gleich 
dem  sechsten  Teile  des  Inhalts  des  Parallelepipeds. 

Dieser  Tetraeder  (51  iöCy^^')  hat  aber  halb  so  grofsen  In- 
halt als  das  ursprüngliche  Tetraeder  (31  iß  62)),  denn  die  Flache 
d'  steht  gleich  weit  ab  von  d  und  '^,  und  die  Fläche  d  steht 
gleich  weit  ab  von  d'  und  X' ,  folglich  wird  die  Verbindungs- 
linie I  £  ®'  I  durch  die  Flächen  d  und  d'  in  drei  gleiche  Teile 
geteilt;  also  ist  X'  von  d  halb  so  weit  entfernt  als  X  von  d. 

Das  Tetraeder  (3tiH>  ^)  hat  dalier  zum  Inhalt  den  dritten 
Teil  des  Inhaltes  vom  Parallelepiped.  Letzterer  ist  leicht 
auszudrücken  durch  Gröfse  und  Lage  von  einem  Paar  Gegen- 
kanten des  Tetraeders.  Bezeichnet  k  den  kürzesten  Absind 
der  Gegenkanten  ,91  i^  und  ,(SI',  so  wird  demnach  der  Inhalt 
des  Tetraeders: 

=  ifc.  3l:P  .  l^JI  .sin(i3(2^,    C>5r), 

denn  k  ist  die  Höhe,  Cs®  -=  {s/X'  und  3liHN'3)'  eine  Seiten- 
fläche des  Parallelepipeds. 

§  29.    Bas  hyperbolische  Paraboloid. 

Das  einfache  Hyperboloid  artet  in  eigentümlicher  Weise 
aus,  wenn  wir  den  bisher  ausgeschlossenen  Fall  ins  Auge 
fassen,  nämlich,   dals  sein  Mittelpunkt  ü)i  selbst  im  Uneud- 
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liehen  liegt  oder,  was  dasselbe  sagt,  dafs  die  uiiendlich-ent< 
fernte  Ebene  ä*  ihren  Pol  selbst  enthält.  In  diesem  Falle 
mufs  «*  eine  Berührungsebene  sein,  also  dieses  besondere 
Hyperboloid  in  einem  reellen  Linienpaar  l'^  und  g'^  schneiden, 
als  deren  gemeinschaftlicher  Punkt  der  Mittelpunkt  W^  an- 
zusehen ist. 

In  diesem  Falle  nennt  man  die  geradlinige  Fläche  2.  0. 
ein  hyperbolisches  Paraboloid,  als  dessen  charakte- 
ristische Eigenschaft  die  festzuhalten  ist,  dafs  dasselbe  zwei 
Qnendlich-entfemte  Gerade  r*  und  //*  besitzt,  deren  Ebene 
^*  eine  Berührungsebene  der  Fläche  ist. 

Die  beiden  Regelscharen  auf  dem  hyperbolischen  Para- 
l>oloid  nehmen  hierbei  einen  einfachen  Charakter  an;  da 
Dämlich  [amtliche  gx  auf  zwei  Erzeugenden  {  und  2,  der 
^dern  Regelschar  projektivische  Punktreihen  ausschneiden, 
and  nnter  den  gx  auch  die  besondere  Erzeugende  ^*  vor- 
konmit,  80  müssen  die  beiden  projektivischen  Punktreihen 
auf  l  und  i^  ähnlich  sein  (Th.  d.  K.  §  19) ,  und  ebenfalls  auf 
^ead  zwei  andern  Erzeugenden  sowohl  dieser  als  auch  der 
zweiten  Regelschar.     Zugleich  gilt  die  Umkehrung: 

Zwei    projektivisch-ähnliche    gerade    Punkt- 
''^ihen,    deren    Träger    sich    nicht    begegnen,    er- 
zeug^Q  allemal  ein  hyperbolisches  Paraboloid. 
In  der  That,  seien  dieselben: 

*(cib  ...):...  ^)*  ..  •)    und    Z,  (ajbi  ...  jTi  ...!))*. . .), 

^^  inüssen  die  unendlich-entfernten  Punkte  p"^  und  t)"^  ent- 
"Pi'echende  sein/ also  ist  |^)*^)*|  =  ^*  eine  Erzeugende,  die 
8^*iz  in  «*  liegt.   Nehmen  wir  nun  zwei  beliebige  Erzeugende: 

'^^  verbinden  deren  unendlich-entfernten  Punkte,  so  wird 
^^  Verbindungslinie  ganz  in  £*  liegen  und  daher  auch  der 
^'^ngenden  <7*  begegnen  müssen.  Bezeichnen  wir  diese 
^^'ade,  welche  die  unendlich-entfernten  Punkte  von  g  und  gi 
^^bindet,  durch  f*,  so  sehen  wir,  dafs  ?*  den  drei  Erzeu- 
8®*iden  g  g^  jr*  gleichzeitig  begegnet,  also  ganz  der  Regel- 
*^*^i^    Ix    angehören    mufs,    mithin    alle    Verbindungslinien 

\^X\\  ^»gx  triflft  oder  deren  unendlich-entfernten  Punkte  ent- 

^^    Wir  haben  mithin  folgendes  Ergebnis: 


i 
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Jede  der  beiden  Regelscharen  eines  hyperboli- 
schen Paraboloids  besitzt  eine  ganz  im  Unend- 
lichen liegende  Erzeugende  (^r  und  g'^),  so  dafs  die 
unendlich-entfernten  Punkte  aller  Erzeugenden  gx  auf  I*  und 
die  unendlich -entfernten  Punkte  aller  Erzeugenden  l^  auf  g* 
liegen.  Oder:  Die  unendlich-entfernte  Ebene  «*  ist 
Berührungsebene  des  hyperbolischen  Paraboloids 
und  schneidet  dasselbe  in  zwei  reellen  Geraden. 

Dies  läfst  sich  auch  so  aussprechen: 

Beim  hyperbolischen  Paraboloid  laufen  sämtliche  Erzea- 
gende der  einen  Regelschar  beständig  einer  festen  Ebene 
parallel  (treuen  V)  und  ebenso  sämtliche  Erzengende  der 
andern  Regelschar  einer  zweiten  festen  Ebene  (treffen  g*). 

Es  folgt  hieraus:  dafs  auf  einem  hyperbolischen 
Paraboloid  keine  zwei  parallele  gerade  Linien  vor- 
kommen können  (die  im  Endlichen  verlaufen);  denn  wären 
irgend  zwei  Erzeugende  aus  den  beiden  Regelscharen  l  und 
g^  einander  parallel,  so  müfste,  weil  durch  den  unendlich- 
entfernten  Punkt  von  l  die  bestimmte  Gerade  ^**  geht,  g^ 
die  g'^  treffen,  was  unmöglich  ist,  weil  sich  nie  zwei  Erzeu- 
gende aus  derselben  Regelschar  begegnen  können.  Anderer- 
seits können  wir  in  gewissem  Sinne  sagen,  dal's  sämtliche  / 
mit  //*"  und  sämtliche  g  mit  /*  parallel  sind. 

Während  das  hyperbolische  Paraboloid,  wie  wir  gesehen 
haben,  nur  durch  zwei  projektivisch-ähnliche  (oder  insbeson- 
dere gleiche)  gerade  Punktreilien  erzeugt  werden  kann,  lafst 
es  sich  andererseits  durch  zwei  beliebige  Ebenenbüschel  er- 
zeugen, die  nur  besondere  Stellung  zu  einander  haben  mOssen; 
sie  müssen  nämlich  so  liegen,  dafs  durch  ihre  Axen  l  und  /, 
einmal  ein  Paar  entsprechende  parallele  Ebenen  gehen,  d.  h. 
dai's  dasjenige  Ebenenpaar  der  beiden  projektivi- 
schen  Büschel,  welches  auf  dem  kürzesten  Abstand 
ihrer  Axen  normal  steht,  ein  Paar  entsprechender 
Ebenen  ist;  dann  ist  nämlich  g*  eine  Erzeugende  und 
sämtliche  unendlich-entfernten  Punkte  von  g  //,  //j  .  .  .  liegen 
auf  /*,  folglich  degeneriert  das  Hyperboloid  in  ein  hyperboli- 
sches Paraboloid. 

Wir  können  das  hyperbolische  Paraboloid  auch  dadurch 
erzeugeUi  dafs  wir  eine  Axe  der  beiden  projektivischen  Ebenen- 
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bOschel  ganz  in  die  Unendlichkeit  verlegen,  nach  V ,  so  dafs 
das  eine  Ebenenbüschel  ein  Büschel  von  Parallelebenen  wird; 
weil  dies  Erzeugnis  T  enthält;  so  ist  es  ein  hyperbolisches 
Paraboloid. 

Oder  wir  können  das  hyperbolische  Paraboloid  als  das 
Erzeugnis  zweier  projektivischer  Punktreihen: 

Z  (ab  c . . .  IC . .  .)    und    T (a"b*c*  .  . .  f) 

erhalten,  von  denen  der  Träger  der  einen  die  ganz  im  Unend- 
lichen liegende  Gerade  r*  ist;  diese  tritt  unserer  Anschauung 
öäher,  wenn  wir  einen  im  endlichen  Räume  liegenden  Punkt 
C5  mit  der  Punktreihe  (a*b*c*  .  .  .  jc*  .  .  .)  durch  ein  ebenes 
Strahlenbüschel  verbinden  und  auf  der  Ebene  [OT]  desselben 
*ö  O  die  Normale  errichten.  Durch  diese  Normale  a  gehen 
sämtliche  Normalebenen,  welche  wir  in  O  auf  den  Strahlen 
Cjc*|  errichten,  und  wir  erhalten  dadurch  ein  Ebenenbüschel 
^it  der  Axe  a,  welches  projektivisch  -  gleich  ist  mit  dem 
Strahlenbüschel  |  O  a*b*c*  . .  .  r*  .  .  v ;  die  Verbindungslinie 
f  X*!  erscheint  dann  als  das  Perpendikel,  welches  aus  dem 
Punkte  j:  auf  die  entsprechende  Ebene  |  des  Ebeneiibüschels 
^  [$]  herabgelassen  ist  und  wir  erhalten  folgende  Erzeugung 
^^  hyperbolischen  Paraboloids: 

Wenn  eine  gerade  Punktreihe  Z(abc...  ]C...)  und 
®m  mit  derselben  projektivisches  Ebenenbüschel 
**  [^/Jy  .  .  .  5  •  •  .]  gegeben  sind,  und  man  von  jedem 
"unkte  y,  der  Punktreihe  auf  die  entsprechende 
■Ebene  |  des  Ebeneubüschels  ein  Perpendikel 
^llt  80  bilden  diese  sämtlichen  Geraden  eine 
^^gelschar  eines  hyperbolischen  Paraboloids. 

Die  beiden  ausgezeichneten  Geraden  Z*  und  //*  sind  auch 
^^znfassen  als  ein  Linienpaar,  in  welches  der  Asymptoten- 
^©1  des  allgemeinen  Hyperboloids  degeneriert. 

Yon  besonderem  Interesse  ist  für  uns  der  unendlich-ent- 
f^te  Punkt  ^-P*  ^es  hyperbolischen  Paraboloids,  in  welchem 

•*ch  die  beiden  Geraden  r  und  g^  begegnen ,  d.  h.  der  Berüh- 
^gspunkt  der  Ebene   £*.     Wir  nennen  die  ausgezeichnete 

.^H   demselben  hiugehende   Richtung    die  Axenrichtung 

^    hyperbolischen  Paraboloids  und  erkcunen  unmittelbar  ihre 

^^•'Bkteristische  Eigenschaft: 


c 
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Jede    Ebene    parallel    znr    Axenrichtung    d 
hyperbolischen  Paraboloids  schneidet  dasselbe  i 
einer  Parabel^  jede  andere  Ebene  in  einer  Hype 
bei;  Ellipsen  können  aus  dem  hyperbolischen  Par 
boloid  niemals  geschnitten  werden. 

Zu  dem  ausgezeichneten  Punkte  ^"^  oder  der  durch 
bestimmten  Axenrichtung  giebt  es  eine  rechtwinklig  stehen 
Ebene,  deren  Stellung  einzig  ist,  d.  h.  alle  Ebenen,  die  rec 
winklig  zur  Axenrichtung  stehen,  schneiden  die  nnendU 
entfernte   Ebene   £*   in  einer   bestimmten  Geraden   s*, 
diese  begegnet  wiederum  den  beiden  vorhin  ermittelten 
raden  V  und  g"^  in  zwei  bestinmiten  ausgezeichneten 

Durch  den  Punkt  Q*  geht  nur  eine  einzige  bestimmte^J^Sr- 
zeugende  der  Regelschar  l^j  wir  bezeichnen  dieselbe  mit^      F] 
und  durch  Sl*^  geht  nur  eine  einzige  bestimmte  Erzeogexicie 
der  Begelschar  g^,  wir  bezeichnen  dieselbe  mit  </<>;    V  und 
(f^  selbst  müssen  sich,  da  sie  verschiedenen  Regelscharen 
gehören,  in  einem  endlichen  Punkte  ®  treffen;  wir 
denselben  den  Scheitel  des  hyperbolischen  Paraboloids;  d£^ 
Berührungsebeue  in  dem  Scheitel  des  Paraboloids  ist  Q^P^-J 
und,  da  sie  durch  5**   geht,  der  Konstruktion  nach  recht ^"^^ 
winklig  auf  der  Axenrichtung. 

Wir  haben  ein  windschiefes  Vierseit  auf  dem  hyperfaiK^^ — ^ 
lischen  Paraboloid,   gebildet  von   den   vier   ausgezeichneten 
Erzeugenden : 

mit  den  vier  Ecken: 

Die  Gerade  ;  £'^"^1  hrt  zu  ihrer  konjugierten  Geraden  die 
Gerade  !Ci*i)i'|,  d.  h.  die  unendlich -entfernte  Gerade  der- 
jenigen Ebene,  welche  auf  der  Richtung  von  |©*^*|  recht- 
winklig steht. 

Die  Ebene  |i"r/<>]  =  r^  ist  die  Berührungsebene  am  Scheitel 
(S  des  Paraboloids;  die  auf  derselben  normal  stehende  Ge- 
rade ;  @  ^^"^  heiise  die  c-Axe  desselben.  Legen  wir  die  beiden 
Ebenen  durch  cl^\  und  \cg^\  und  halbieren  die  von  ihnen 
gebildeten  Winkel  und  Nebenwinkel  durch  zwei  neue  Ebeneni 


Vjl 
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so  schneiden  dieselben  die  Ebene  e"^  in  zwei  Geraden  b"^  und 
a*°y  welche  als  die  beiden  übrigen  Hauptaxen  des  Paraboloids 
aufzufassen  sind.    Von  den  drei  Hauptaxen: 

a*     6*     c 

sind  also  zwei  ganz  im  Unendlichen  gelegen,  die  dritte  (c) 
hat  nur  einen  unendlich-entfernten  Punkt  '^*;  von  den  drei 
Hauptebenen : 

ist  eine  die  unendlich-entfernte  Ebene  «*  =  [a*i*],  die  beiden 
widern  haben  jede  nur  eine  unendlich-entfernte  Gerade.  Die 
Durchschnittskuryen  dieser  beiden  Hauptebenen  mit  dem 
(hyperbolischen  Paraboloid  sind  offenbar  zwei  Parabeln: 

Welche   in   den  beiden  zu   einander  rechtwinkligen,  Winkel 

^^d  Nebenwinkel  zwischen  den  Ebenen   \cl^\  und  \cg^']  hal- 

Gierenden  Ebenen  liegen,  und  sowohl  den  gemeinschaftlichen 

^heitel   S,    als   auch  die   gemeinschaftliche  Axe  c  haben; 

**>er  ihreOeffnungen  liegen  nach  entgegengesetzten 

Dichtungen  der  c-Axe  hin.     Dies  erkennen   wir  leicht, 

'''eun  ^r  auf  P  einen  veränderlichen  Punkt  y:  laufen  lassen 

^^d  diejenige  Erzeugende  g^  der  andern  Regelschar  verfolgen, 

y^lche  durch  x  geht.    Diese  Erzeugende  g^  hat  ihren  unend- 

**^h-entfemten  Punkt,  wie  wir  wissen,   auf  /*;   sie  begegnet 

"®^    beiden  Hauptebenen  [c6*]  und  [ca^]  in  zwei  Punkten 

^^  Utxd   a  und  geht  durch  den  Punkt  x  der  Geraden  i^;   die 

^*^i*  Ebenen: 

•^*id  aber  vier  harmonische  Ebenen,  weil  das  erste  Ebenen- 
Pf^*'  Winkel  und  Nebenwinkel  des  andern  Ebenenpaars  hal- 
"^«rt;  die  vier  Durchschnittspunkte  dieser  Ebenen  mit  g^ 
•Uid  daher  vier  harmonische  Punkte  und,  da  der  Durchschnitts- 
P^nkt  von  g^  mit  der  Ebene  [c/]  =  [/Tj  im  Unendlichen 
^^t,  80  mufs  der  Punkt  r  in  der  Mitte  zwischen  a  und  b 
*^^85eii.    Wir  haben  daher  folgenden  Satz: 

-Eine  beliebige  Erzeugende  g^  der  einen  Kegel- 
•«bar  trifft  die  beiden  Parabeln  in  den  Haupt- 
«benen  des  hyperbolischen  Paraboloids  allemal  in 
2wei  Punkten,    deren  Mitte   in   der  Ebene  r  liegt, 
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d.h.  in  der  ßerührungsebene  am  Scheitel  des  Para- 
boloids  and  zwar  auf  der  Geraden  2®  dieser  Ebene, 
während  eine  beliebige  Erzeugende  Ix  der  andern 
Regelschar  den  beiden  Parabeln  in  den  Hauptebe- 
nen in  zwei  Punkten  begegnet,  deren  Mitte  eben- 
falls in  der  Ebene  r  liegt,  aber  auf  der  Gera- 
den ^. 

Hieraus  folgt  nun  mit  Evidenz,   dafs  die  Parabeln  *|?J^^. 

und  '4^ef^    ^^^^  Offnungen  nach  entgegengesetzten  Seiten  der 

C'Axe  hin  haben. 

Wenn  wir  um  die  Hauptaxe  c  des  hyperbolischen  Para- 
boloids  eine  veränderliche  Ebene  drehen  und  die  Durchschnitts- 
kurve  derselben  mit  dem  Hyperboloid  verfolgen,  so  erkennen 
wir,  dais  die  sämtlichen  Durchschnittskurven  Parabeln  sind, 
welche  in  zwei  Gruppen  zerfallen;^  die  eine  Gruppe  von  Para- 
beln hat  ihre  Öffnung  nach  der  einen  Richtung  der  c-Axe, 
die  andere  Gruppe  nach  der  entgegengesetzten  Kichtung. 
Die  beiden  Gruppen  werden  von  einander  getrennt  durch 
zwei  specielle  Parabeln,  welche  in  die  Linienpaare: 

P'g^l    und     1^0  Z*| 

zerfallen  und  in  den  Ebenen  [c7"]  und  [cg^]  liegen. 

Denken  wir  uns  eine  zweite  ikwogung  ausgeführt,  indem 
wir  eine  zur  c-Axe  rechtwinklig  gestellte  Ebene  parallel  mit 
sich  verschieben,  und  verfolgen  wir  die  Durchschnittskunre 
dieser  Ebene  mit  dem  Hyperboloid,  so  erkennen  wir,  dals 
dieselbe  allemal  eine  Hyperbel  sein  wird,  deren  Mittelpunkt 
auf  der  c-Axe  fortrückt,  und  deren  Asymptoten  beständig  den 
festen  Geraden  P  und  /y"  parallel  bleiben;  diese  Hyperbeln 
zerfallen  aber  wieder  in  zwei  Gruppen,  welche  durch  die 
beiden  Linien  paare: 

rr/''     und     /'// 


I*       -JO 


von  einander  getrennt  worden;  die  eine  Grui)i)e  von  Hyper^ 
beln  liegt  allemal  in  einem  und  demselben  Paare  von  Scbeitel- 
räumen  zwischen  den  Richtungen  von  /^  und  //^,  die  andere 
Gruppe  in  den  Nebenscheitelniumen,  also  sind  die  Uurch- 
BchnittBkurven  fflr  zwei  gleich  weit  vom  Scheitel  des  Para- 
boloidi  abstehende  Ebenen  immer  konjugierte  Hyperbelu^ 
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weil  ihre  reellen  Axen  konjugierte  Strahlen  in  Bezug  auf 
das  Paraboloid  sind. 

Durch    die    beiden    Parabeln    ^g>o    «nd    iß^>o    in    den 

Hauptebenen  ist  das  hyperbolische  Paraboloid  vollständig  be- 
stimmt, denn  wir  können  in  jeder  zur  c-Axe  rechtwinklig 
gestellten  Ebene  die  Durchschnittshyperbel  konstruieren,  von 
welcher  wir  den  Mittelpunkt  (Durchschnittspunkt  mit  der 
c-Axe)  und  die  beiden  Hauptaxen  (Durchschnittslinien  mit 
der  [c6*]-  und  [ca*]-Hauptebene)  mit  den  ihnen  zugehörigen 
hyperbolischen  und  elliptischen  Punktinvolutionen  kennen 
▼ermittelst  der  gegebenen  Parabeln. 

Da  irgend  zwei  Erzeugende  der  einen  Regelschar  des 
hyperbolischen  Paraboloids  von  sämtlichen  Erzeugenden  der 
andern  Regelschar  allemal  in  zwei  projektivisch -ahn liehen 
Punktreihen  geschnitten  werden,  so  entsteht  insbesondere  die 
Frage,  ob  es  auch  solche  Paare  von  Erzeugenden  giebt,  ' 
welche  die  Träger  projektivisch -gleicher  Punktreihen  werden, 
oder,  was  dasselbe  ist,  ob  jedes  hyperbolische  Para- 
boloid auch  durch  zwei  gleiche  Punktreihen  erzeugt 
werden  kann? 

Legt  man  das  Ebenenbüschel: 

• 

^[99\92  "  '9x'  "Ij 

welches  ein  Büschel  von  Parallelebenen  ist,  so  wird  dasselbe 
zwei  solche  Erzeugende  l  und  {  in  gleichen  Punktreiben 
sehneiden,  welche  gleich  geneigt  sind  gegen  die  Stellung  der 
Ebene  [r^fl'J.  Sollen  nun  zwei  Erzeugende  {  und  X  gleich 
geneigt  sein  zur  Ebene  [?*</"],  so  müssen  die  unendlich-ent- 
fernten Punkte  jc*  und  ]c'*  von  l  und  V  verbunden  eine 
unendlich-entfernte  Gerade  geben,  welche  der  unendlich-ent- 
fernten Geraden  der  Ebene  \(!^^\  in  einem  Punkte  begegnet, 
dessen  Richtung  gleich  geneigt  ist  gegen  die  Richtungen  der 
Punkte  ^*  und  jc'*.  Diese  beiden  Punkte  liegen  aber  auf 
31*,  und  die  Geraden  i*  und  gr*  treffen  sich  in  ^"^j  folglich 
mufs  die  Richtung  nach  "ip*  gleich  geneigt  sein  zu  den  Rich- 
tungen nach  ):*  und  jc'*,  oder  da  die  Richtung  nach  ^^J*  recht- 
winklig ist  zu  der  Richtung  nach  Q*,  so  müssen  die  vier 
IWkte  auf  ^* 
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harmonisch  gelegen  sein,  d.  h. :  Wenn  wir  in  der  durch  die 
Hauptaxe  c  des  Paraboloids  gelegten  Ebene  P^flr*]  vom 
Scheitel  ^  aus  zwei  Strahlen  ziehen,  die  za  T  gleich  geneigt 
sind,  so  bestimmen  dieselben  die  gesuchten  Punkte  r*  und 
r*  auf  ^*,  so  dals  die  beiden  durch  ;c*  und  je'*  gehenden 
Erzeugenden  {  und  t  der  andern  Regelschar  in  projektivisch- 
gleichen  Punktreihen  von  sämtlichen  Erzeugenden  g^  ge- 
schnitten werden.  Es  giebt  daher  unendlich  viele  Paare  / 
uud  r  von  der  verlaugten  Art  und  in  gleicher  Weise  unend- 
lich viele  Paare  g  und  g,  welche  von  sämtlichen  Erzeugenden 
Ix  in  zwei  projektivisch  gleichen  Punktreihen  geschnitten 
werden.  Die  Paare  l  und  X  treffen  (/*  in  einer  gleichseitig- 
hyperbolischen Punktinvolution,  deren  Doppelpunkte  iß*  und 
C*  sind,  und  die  Paare  g  und  g  treffen  Z*  in  einer  gleich- 
seitig -  hyperbolischen  Punktinvolution ,  deren  Doppelpunkte 
'45*  und  i)i*  sind.  Wir  haben  also  folgendes  Ergebnis  der 
Untersuchung : 

Ein  hyperbolisches  Paraboloid  kann  auf  zwei- 
fach unendlich-viele  Arten  als  das  Erzeugnis  zweier 
projektivisch-  gleichen  Punktreihen  aufgefa  fst 
werden. 

§  30.    Das  gleichseitig -hyperbolisohe  Paraboloid. 

Von  besonderem  Interesse  ist  der  Fall,  wenn  die  beiden 
Geraden  i*  und  //*  des  hyperbolischen  Paraboloids  recht- 
winklig zu  einander  sind;  wir  nennen  es  dann  ein  gleich- 
seitiges; jede  zu  der  Hauptaxe  c  normale  Ebene  schneidet 
dasselbe  in  einer  gleich8<»itigeu  Hyperbel,  und  da  zwei  solche 
von  dem  Seheitel  c  des  Paraboloids  nach  entgegengesetzten 
Seiten  hin  gleich  weit  absteheude  Eb(*uen  dasselbe  immer  in 
konjugierten  Hyperbeln  schneiden  (S.  216),  zwei  konjugierte 
gleichseitige  Hyperbt*ln  aber  einander  kongruent  sind,  so 
folgt,  dals  die  in  d<'n  beiden  zu  einander  rechtwirfkligen 
Ilauptebenen  [c6*  |  und  |crt*]  liegenden  Parabeln: 

t*2^     und     ^Vl?» 

beim  gleichseitigen  Paraboloid  einander  gleich  werden. 

Zwei  projektivische  gerade  Punktreihen  /  und  /|,  die 
ein   gleichseitig -hyperbolisches   Paraboloid    erzeugen   sollen. 
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sind  au(3er  der  Bedingung,  dafs  sie  projektivisch-ähnlich  sein 
müssen,  noch  einer  zweiten  Bedingung  unterworfen.  Seien 
nämlich  p**  und  ip'^  ihre  unendlich-entfernten  Punkte,  welche 
auf  g"^  liegen,  so  schneiden  sich  die  beiden  Ebenen 

[ipt]  und  ikp'] 
in  g*^.  Zu  der  Stellung  dieser  beiden  Ebenen  giebt  es  eine 
bestimmte  rechtwinklige  Richtung,  deren  unendlich-entfernter 
Punkt  SR*  sei;  da  nun  Z*  auf  fjf*  rechtwinklig  steht  beim 
gleichseitigen  Paraboloid,  so  mufs  r"  durch  dt^  gehen.  Die 
Richtung  von  SR*  finden  wir  aber,  indem  wir  durch  l  und  ?, 
zwei  Ebenen  legen,  die  auf  den  Vorigen  Ebenen: 

P»)«]     und     p,^>*] 

rechtwinklig  stehen,  und  diese  beiden  neuen  Ebenen  schneiden 
sich  in  einer  Geraden,  welche  den  Erzeugeiiden  ll^V^  in  den 
Punkten  q  q,  SR*  begegnet.  Diese  Gerade  mufs,  weil  sie  den 
drei  Erzeugenden  l  {j  Z*  gleichzeitig  begegnet,  eine  Erzeugende 
der  Regelschar  gx  sein ;  sie  ist  aber  zugleich,  der  Konstruktion 
zufolge,  diejenige  Gerade  IqqJ,  welche  den  kürzesten  Abstand 
der  Träger  11^  enthält;  wir  sehen  also: 

Wenn  zwei  projektivische  gerade  Punktreihen 
ein  gleichseitig-hyperbolisches  Paraboloid  erzeu- 
gen sollen,  so  müssen  nicht  nur  ihre  unendlich- 
entfernten Punkte  sich  entsprechen,  sondern  auch 
diejenigen  beiden  Punkte,  welche  den  kürzesten 
Abstand  von  einander  haben,  müssen  entsprechende 
sein. 
Dies  lä&t  sich  auch  so  aussprechen: 

Sind  {  und  Zj  irgend  zwei  Erzeugende  der  einen  Regel- 
schar eines  gleichseitig-hyperbolischen  Paraboloids,  so  ist  die- 
jenige Gerade,  welche  den  kürzesten  Abstand  zwischen  l  und 
{|  enthält  (d.  h.  auf  beiden  normal  steht)  eine  Erzeugende 
der  andern  Regelschar. 

Wir  können  das  gleichseitig -hyperbolische  Paraboloid 
aach  auf  folgende  Weise  konstruieren: 

Wenn  zwei  windschiefe  Gerade  (Z  und  Z|)  im 
Räume  gegeben  sind,  und  man  fällt  aus  jedem 
Punkte  der  einen  (Z)  das  Perpendikel  auf  die  an- 
dere   ({|),    so    bilden    sämtliche    Perpendikel    eine 
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Regelschar  eines  gleichseitig-hyperbolischen  Pa- 
raboloids. 

Denn  legen  wir  die  Normalebene  zu  l^ ,  so  schneidet  die- 
selbe die  unendlich -entfernte  Ebene  «*  in  einer  Geraden  f", 
und  die  vorigen  Perpendikel  sind  nichts  anderes,  als  die  Strah- 
len^ welche  gleichzeitig  den  drei  Geraden  {j  {  r^  begegnen, 
bilden  also  eine  Begelschar  eines  hyperbolischen  Paraboloids^ 
und  dafs  dasselbe  ein  gleichseitiges  sein  mufs^  erhellt  aus 
folgender  Bemerkung:  Sind  ))*  und  ))*  die  unendlich  -  ent- 
fernten Punkte  der  Träger  l  und  l^ ,  so  gehört  die  Verbindungs- 
linie I  ^j*  ^j*  (  =  ^*  dem  hyperbolischen  Paraboloid  an,  und  da. 
die  Richtung  von  );i'^  normal  ist  zu  der  Stellung  jeder  durch, 
r  gehenden  Ebene,  so  mufs  auch  die  durch  p*^  gehende 
Gerade  fjf*  zu  Z*  rechtwinklig  sein;  folglich  ist  das  Parabo- 
loid ein  gleichseitig- hyperbolisches. 

Eine  andere  Konstruktion  des  gleichseitig -hyperbolischen 
Paraboloids  ist  folgende: 

Wenn  man  zwei  windschiefe  Gerade  (l  und  Z,) 
durch  ein  Büschel  paralleler  Ebenen  schneidet, 
deren  Stellung  zu  einer  derselben  {l)  normal  ist, 
so  erhält  man  auf  ihnen  zwei  projektivische  Punkt- 
reiheu,  deren  Erzeugnis  ein  gleichseitig  -  hyper- 
bolisches Paraboloid  ist.  Denn  die  Verbindungslinien 
entsprechender  Punkte  dieser  beiden  projektivischen  Punkt- 
reihen sind  nichts  anderes,  als  die  aus  den  Punkten  von  Z, 
auf  die  Gerade  l  herabgelassenen  Perpendikel. 

Das  gleichseitig- hyperbolische  Paraboloid  ist  als  eine 
Ausartung  zu  betrachten,  sowohl  des  orthogonalen,  als 
auch  des  gleichseitigen  Hyperboloids  (S.  174,  S.  195), 
denn  es  vereinigt  in  sich  die  charakteristischen  Eigenschaften 
beider  Flächen  auf  besondere  Weise.  Da  die  beiden  Geraden 
P  und  g^  in  der  Berührungsebene  am  Scheitel  ®  des  gleich- 
seitig-hyperbolischen Paraboloids  zu  einander  rechtwinklige 
Erzeugende  sind,  so  ist  die  Ebene  l^^r*]  normal  zu  der  Er- 
zeugenden P]  diese  Ebene  [(fr']  schneidet  aber  das  Parabo- 
loid in  einem  Linienpaare,  welches  als  specieller  Fall  eines 
Kreises  zu  betrachten  ist,  weil  dasselbe  die  imendlich  -  ent- 
fernten imaginären  Kreispunkte  auf  Z*  enthält.  Dies  war 
die    charakteristische    Eigenschaft   des   orthogonalen  Hyper- 
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boloids.  Andererseits  sind  aber  auch  die  Erzeugenden  l^  ^T 
als  drei  unter  einander  rechtwinklige  Erzeugende  aufzufassen ; 
dies  war  die  charakteristische  Eigenschaft  des  gleichseitigen 
Hyperboloids. 

untersuchen  wir  das  Paraboloid  zunächst  rücksichtlich 
der  ersten  Eigenschaft.  Seien  die  Brennpunkte  der  beiden 
gleichen  Parabeln: 

*2'.      und     ip^l 

in  den  beiden  zu  einander  rechtwinkligen  Hauptebenen  die 
Punkte: 

f    und    fi^ 

welche  in  der  c-Ane  gleich  weit  von  dem  gemeinschaftlichen 
Scheitel  @  abstehen,  und  nennen  wir  den  Abstand: 

ff.  =2^; 

nehmen   wir   sodann    zwei    beliebige    Punkte   ))  ip^    auf  der 
c-Axe,   die  auch  nach  entgegengesetzten  Seiten  hin  von  ® 
gleich  weit  abstehen^  aber  so,  dafs  die  Strecke  ))^,  =2d 
ganz  innerhalb  der  Strecke  f  f|   liegt,  also  d  <  k  ist;  denken 
wir  uns  durch  )>  und  ))|  zwei  Ebenen  normal  zur  c-Axe  des 
Paraboloids  gelegt,   so  werden  dieselben  in  zwei  (ihrer  Stel- 
lung nach)  konjugierten  gleichseitigen  Hyperbeln  das  Para- 
boloid durchschneiden;    die   reelle  Axe  jeder   dieser  beiden 
gleichen  Hyperbeln  ist  offenbar  <  2^;  wir  können  also  von 
^  aus  einen  reellen  Halbmesser  dieser  Hyperbel  ziehen,   der 
=  2A  ist  (in  doppelter  Weise)  und  ebenso  von  ^),  aus  in  der 
andern  Hyperbel;    ergänzen   wir   noch  die  zu  diesen   Halb- 
messern konjugierten  Halbmesser,  welche  bez.  ihnen  parallel 
sind,   in  jeder   der  beiden  Hyperbeln  und    bezeichnen  ihre 

Strahlen  durch 

s    und    s^ , 

^   sind  diese  Träger  elliptischer  Punktinvolutionen  mit  den 
Mittelpunkten  p  und  ^j,   und  den  Potenzwerten  —  4A^;  die 
konjugierten  Strahlen  s  imd  s,   bilden  einen  Winkel  w  mit 
oin&nder,  der  bestimmt  wird  durch  die  Gleichung: 

A  .  sin  u'  SS  J 

(w^oil  wegen  der  konstanten  Potenz  der  Hyberbel  4A^.  sintc?=4Arf, 
Sleicli  dem  Quadrate  der  reellen  Halbaxe  der  Hyperbel  ist). 
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EUeraus  folgt,  da  sin  tc;  <  1  sein  mufs;  die  vorausgesetzte 
Bedingung  d  <  A. 

Ein  solches  eben  gefundenes  Paar  von  konjugierten 
Strahlen  55,,  für  welches  die  Gerade,  die  ihren  kürzesten 
Abstand  enthält  (auf  beiden  rechtwinklig  steht),  die  Mittel- 
punkte der  zugehörigen  elliptischen  Punktinyolutionen  be- 
stimmt,  während    die  Potenzen   derselben    den  Wert  haben 

r-^- ,  ist,  wie  unmittelbar  ersichtlich  und  auf  S.  175  aus- 

geführt  worden  ist,  von  der  besonderen  Beschaffenheit,  dafs 
jede  die  Axe  einer  zugehörigen  orthogonalen  Ebeneninvo- 
lution  wird,  und  hat  zugleich,  wie  auf  S.  190  fiP.  gezeigt  ist,  die 
andere  Eigenschaft,  dafs  das  Verhältnis  der  Abstände  irgend 
eines  Punktes  der  Fläche  von  den  Strahlen  s  und  5,  unver- 
ändert bleibt;  der  Wert  dieses  konstanten  Verhältnisses  (fi) 
ist  in  diesem  besonderen  Falle  «=  l ,  weil  insbesondere  der 
Punkt  (S  von  s  und  s^  gleich  weit  absteht. 

Wir  gelangen  daher  durch  Umkehrung  dieses  Resultats 
zu  folgendem  Satze: 

Der  Ort  eines  Punktes,  welcher  von  zwei  wind- 
schiefen Geraden  s  ^j  imRaume  gleich  weit  absteht, 
ist  ein  gleichseitig  -  hyperbolisches  Paraboloid, 
dessen  Hauptaxe  (c)  diejenige  Gerade  ist,  welche 
auf  beiden  gegebenen  gleichzeitig  normal  steht 
oder  den  kürzesten  Abstand  derselben  enthält;  die 
Mitte  dieses  kürzesten  Abstandes  ist  der  Scheitel 
des  Paraboloids,  die  durch  denselben  parallel  zu 
s  und  $1  gelegte  Ebene  die  Berührungsebene  am 
Scheitel.  Legt  man  durch  die  Gerade,  welche  den  kürze- 
sten Abstand  zwischen  s  5|  enthält,  und  durch  jede  von  bei- 
den, s  und  s,,  je  eine  Ebene,  halbiert  Winkel  und  Neben- 
winkel zwischen  diesen  Ebenen  durch  zwei  neue  zu  einander 
rechtwinklige  Ebenen ,  so  schneiden  dieselben  die  Berührungs- 
ebene am  Scheitel  ©  in  zwei  Geraden  P  und  gf®,  die  unend- 
lich-entfernte Ebene  «*  in  zwei  Geraden  ^r*  und  f*;  dies 
sind  vier  Erzeugende  des  gleichseitig- hyperbolischen  Para. 
boloids.  Um  das  ganze  Paraboloid  zu  erhalten,  kann  man 
nach  dem  Obigen  so  verfahren,  dafs  man  von  den  Fufs- 
punkten  p  und  )>(  des  kürzesten  Abstandes  ppj  «=2(2  Paral- 
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lele  zu  8  und  s^  zieht  und  auf  jeder  derselben  nach  beiden 

Seiten  hin  von  )p  und  )p^  aus  ein  Stück  abträgt  =  — — ;  die 

Endpunkte  der  abgetragenen  Stücke  seien  q  q'  q,  qi,  d.  h.  da 
2d  ^fq  .  sin  i€  ist,  wo  w  den  Winkel  (ss^)  bedeutet,  so 
wird  man  auf  $  von  f  aus  das  Stück  2d  abzutragen  und  in 
dem  Endpunkte  des  abgetragenen  Stücks  ein  Perpendikel  auf 
s  zu  errichten  haben ,  welches  der  durch  p  zu  s,  parallel  ge- 
zogenen Geraden  in  q  begegnet.  Ist  ein  solcher  Punkt  q 
ermittelt,  so  ziehe  man  durch  q  diejenige  einzige  Gerade  V, 
welche  (^  und  jf*  triflFt,  und  lege  die  ganze  Regelschar  ^„ 
welche  PIT   gleichzeitig  trifft. 

Die  Geraden  s  s^  sind  ein  Paar  konjugierter 
Strahlen  mit  zugehörigen  orthogonalen  Ebenen- 
Involutionen  für  das  gleichseitig  •  hyperbolische 
Haraboloid.  Ist  dieses  gegeben ,  so  läfst  sich  ein  solches 
ausgezeichnetes  Strahlenpaar  ss^  nach  der  obigen  Eon- 
Btruktion  in  zweifach  unendlicher  Mannigfaltigkeit  ermitteln, 
indem  man  das  Punktepaar  ^)^),  von  S  aus  bis  nach  ff, 
ueranrücken  lä&t  und  die  Richtungen  von  s  und  5,   durch 

«eu  Halbmesser  2A  =  --. —   auf  doppelte  Weise  herstellen 

-  Bin  to  *  ^ 

Untersuchen  wir  jetzt  an  zweiter  Stelle  das  gleichseitig- 

^Tperbolische  Paraboloid  als  Ausartung  eines  gleichseitigen 

Hyperboloids.    Da  jede  Erzeugende  (/«  der  einen  Regelschar 

^'^   Geraden  P  und  f*  schneidet,  also  der  Ebene  [(/^T]  par- 

^^1  ist,  und  diese  Ebene  auf  l^  normal  steht,  so  ist  jede 

^''^eugende  g»  normal  gerichtet  gegen  l^  und  jede 

^''^ engende  {«  normal  gerichtet  gegen  g^]  unter  den 

^*^tlichen  Erzeugenden  gx  können  wir  unendlich  viele  Paare 

'^Htwinkliger   auffinden,   denn   durch  jeden  Punkt  von  J* 

K^^^t  nur  eine  bestimmte  g^]  wenn  wir  uns  also  auf  Z*  die- 

J^ige  elliptische  Punktinvolution  (r,  xj)  denken,  deren  ima- 

P^Sre  Doppelpunkte  die  imaginären  Kreispunkte  auf  Z*  sind, 

^     ^hen  durch  zwei  konjugierte  Punkte  derselben  allemal 

*^^i  Erzeugende  g^  und^p,  die  rechtwinklig  zu  einander  ge- 

''^O.tet  sind ;  sie  begegnen  beide  der  Erzeugenden  P  und  sind 

^^^■^nal  auf  ihr;  die  drei  Erzeugenden  l^  g^  g^  sind  also  drei 

^'^r  einander    normale    Erzeugende    des    Paraboloids  und 


\ 
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solcher  Tripel  giebt  es  uuendiich  viele ,  indem  g^  und  gj^  sich 
verändern,  V  immer  dasselbe  bleibt.  In  gleicher  Weise  können 
wir  ein  Tripel  normaler  Erzeugenden  s^l^l^  herstellen ,  in- 
dem wir  auf  g"^  die  Punktinvolution,  deren  Doppelpunkte  die 
imaginären  Kreispunkte  sind,  annehmen  und  ein  beliebiges  ^».s 
Paar  konjugierter  Punkte  j:  xs  derselben  wählen.  Es  giebt  ,::^«t 
also  auf  dem  gleichseitig -hyperbolischen  Paraboloid  eine  ^^^.e 
doppelte  Unendlichkeit  von  Tripeln  je  dreier  unter  einander  -^  — r 
uormsjer  Erzeugender,  von  denen  immer  zwei  derselben  Regel —  X  1- 
schar  angehören,  und  die  dritte  die  der  andern  Regelscharrs .jer 
angehörige  Erzeugende  ist,  welche  in  der  Berührungsebene^^  mte 
am  Scheitel  liegt.  Die  in  der  früheren  (S.  197)  allgemeineDazsr'sn 
Betrachtung  aufgefundenen  Parallelepipeda,  deren  sechs  Kan—  .flir- 
ten auf  dem  gleichseitigen  Hyperboloid  verlaufen ,  behalteir^  -sn 
also  nur  drei  an  einander  stolsende  Kanten  im  Endlichen. 

Nehmen  wir  zwei  derartige  Tripel  aus  den  beiden  ver-*-3rsr- 
schiedenen  Gruppen: 

P'g,gr,     und     r/^/j/p, 

so  bilden  die  vier  Strahlen  gxgyhly  ein  TetraMer: 

von  welchem  zwei  Paare  von  Gegenkanten,  nämlich 

|9liM,  :^®l     und      ^iHv,  |91J:| 

rechtwinklig  zu  einander  sind,  folglich  müssen  (S.  84)  auct&  ^^^ 
die  beiden  letzten  Gegenkanten: 

zu  einander   rechtwinklig   sein;    es    müsseu    die   vier  Hohe 
dieses  Tetrar^ders    sich    in    einem   Punkte    schneiden,    durchs 
welchen   gleichzeitig    die  drei   kürzesten  Abstände   der   dre; 
Paar  Gegenkanten  hindurchgehen.    Der  kürzeste  Abstand  de 
Gegenkanten  |'il35|  =  /^  und    15  i)   ==  /y  ist  aber  die  Gerad 
//**,  und  der   kürzeste  Abstand    der  Gegenkanten   |iH^i«=»5^, 
und  |£xH   B=(/r    ist  die  Gerade  l^\   und  </'{^  treffen   sich  in 
dem  Scheitel  v£  des  Paraboloids,  folglich  ist  3  der  Höhen- 
punkt des  Tetraeders  (>il ii3 1^^ £). 

Beseichnen  wir  noch  die  Fui'spuukte  der  kürzesten  Ab- 
der  beiden  Gegenkantenpaare    ;H  i^,  '■  v^  X  |  und    ^  £  , 
diflwm  Tetraeder,  nämlich  die  Punkte: 


-I 
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und  die  Fuispankte  der  Höhen  des  Tetraeders  3(9  (^ÜD 
durch  2li35i6i3)|,  so  wird,  weil  in  dem  Dreieck  213) a, 
der  Punkt  (S  der  Höhenpunkt  ist,  die  Beziehung  gelten: 

aSl .  aS)    +  ao  .  aai  =  0    und 

Sa.  ®a,  =  ©2l.  e9ti  =  e-2)  .  £2),, 

in  dem  Dreieck  3tSbi  in  gleicher  Weise: 
bSl.baj    +bS.bbi=0    und 
©b  .  ©bi  =  ©21 .  ©21,  =  ©«  .  ©», , 

folglich  auch 

©a  .  ©aj  =  ©b  .  ©b, . 

Halten  wir  nun  das  eine  Paar  Erzeugender  z.  B.  g^  und 
£tt  fest,  verändern  aber  das  andere  Paar  l^  und  ^,  so  folgt; 
dafs  das  Punktepaar  21 S)  eine  Punktinvolution  durchläuft, 
deren  Mittelpunkt  a  ist;  diese  Punktinvolution  mufs  elliptisch 
sein,  weil  das  Ebenen  paar  [flf®?|]  und  [g^lxf]  rechtwinklig  ist; 
ebenso  durchlaufen  bb^  eine  elliptische  Punktinvolution,  deren 
Mittelpunkt  ©  ist.     Wir  haben  also  folgenden  Satz: 

Die  Paare  rechtwinkliger  Erzeugender  aus  der 
einen  Regelschar  {1^1^)  eines  gleichseitig-hyper- 
bolischen Paraboloids  treffen  eine  beliebige  Er- 
zeugende der  andern  Regelschar  (g^)  allemal  in 
Punktepaaren  einer  elliptischen  Punktinvolution, 
deren  Mittelpunkt  derjenige  Punkt  ist,  in  welchem 
jTf  von  P  getroffen  wird;  die  Potenz  dieser  Punkt- 
involution ist  gleich  dem  negativen  Rechteck  aus 
den  Abständen  der  Erzeugenden  g^  von  der  zugehö- 
ligen normalen  Erzeugenden  (/p  und  von  g^.  Die 
gleiche  Eigenschaft  gilt  auch  für  die  Paare  g^  und  g^. 

Nennen  wir  die  Potenz  der  Punktinvolution  auf  g^ : 

©b  .  ©bi  =  —  fi^ 
und  den  Abstand  irgend  einer  Erzeugenden  (/;  von  g^ 

d  =  ©a, 
80    wird  sich    die  Potenz  der  Punktinvolution    auf  g^    aus- 
drflclren  lassen  durch  fi'  und  *;  nämlich 

a3[.  a2)  =  ©a  {a©  +  ©a,}  =  -  {f*^  +  *M- 

Theor.  d.  Oberfl.  2.  Ordn.  15 
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Da  femer  die  drei  Strahlen  y^  g^  g^  sämtlich   auf  P  normal 
stehen,  so  wird,  wenn  wir  den  Winkel 

L  {g^g')  =  f^ 

bezeichnen,  a 31 .  cos  ti;  =  ®b 

aS)  .  cos  ti;  =  ©b, , 
folglich ,  —  (fi^  -f  d^)  .  cos^  to  =  —  fi*, 

woraus  folgt  d^  =  ft^  .  tg^  «; , 

d.  h.  der  Abstand  der  Geraden  g^  von  der  festen 
Erzeugenden  ^*  wächst  proportional  der  Tangente 
des  Winkels,  welchen  die  veränderliche  Erzeu- 
gende g^  mit  der  festen  Erzeugenden  g^  bildet.  Dies 
läfst  sich  auch  so  aussprechen:  Wir  können  das  gleich- 
seitig hyperbolische  Paraboloid  als  eine  Schrauben- 
fläche auffassen,  welche  entsteht,  wenn  eine  Ge- 
rade (/;  sich  rechtwinklig  zu  einer  Leitlinie  P  an 
derselben  so  verschiebt,  dafs  die  Tangente  des 
Winkels  gegen  eine  Anfangslage  g*^  der  Entfer- 
nung von  dieser  Anfangslage  proportional  ist 
Die  Potenz  der  Punktinvolution  auf  g^  wird: 


oder    — 


C08*  tu  sin*  «7 

Um  die  Potenz  der  Punktinvolution  auf  g^  zu  ermitteln, 
suchen  wir  eine  solche  Erzeugende  ^j  auf,  welche  gegen  ^ 
unter  45®  geneigt  ist,  dann  wird  m;  =  45®  also  jli^  =  d'; 
es  ist  also  der  Abstand  dieser  besonderen  Erzeugenden  g^ 
von  o  zu  ermitteln;  da  die  Ebene  [^ji"]  unter  45®  geneigt 
ist  gegen  die  Ebene  [g^P],  und  die  Ebene  [i®^*]  auf  [^P] 
rechtwinklig  steht,  so  ist  \giP^  eine  Halbierungsebene  zwi- 
schen den  beiden  Ebenen  [Pg^]  und  [i®^*];  femer  ist  eine 
Halbierungsebene  des  Neigungswinkels  zwischen   [Pg'^]  und 

[y^i*]  eine  Hauptebene;  es  sei  die  der  Parabel '^5^^^\     In  dem 

von  den  drei  Ebenen  [Pg^]  [Pg"^]  [g^T]  gebildeten  recht- 
winkligen Dreiflach  (Oktant)  wird  also  derjenige  Strahl,  dessen 
Punkte  von  den  drei  Seitenflächen  (also  auch  von  den  drei 
Kanten)  gleich  weit  abstehen,  von  dem  Scheitel  S  nach  dem 

Punkte  X]  der  Parabel  ^^^^  hingehen,  in  welchem  die  ge- 
suchte Erzeugende   (/,  der  Ebene  der  Parabel   ^^^^^  begegnet 
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'  Da  nun  der  Abstand   des  Punktes  jCj  von  einer  der  drei 
Ebenen    des   rechtwinkligen   Dreikants    zu    seinem   Abstände 

von   einer  der  drei  Kanten  sich  verhalten  mufs,  wie  1  :  ^2, 

so  wird  >:,  ein  solcher  Punkt  auf  der  Parabel  ^^^^   sein,  dals 

sein    Abstand    von    der  Parabelaxe    zum    Abstände    von    der 

Scheiteltangente  der  Parabel  sich  verhält,  wie  }/2  :  1 ;   dieser 
^unkt  ist  aber  leicht  zu  ermitteln ;  sei  f  der  Brennpunkt  der 

f*arabel  ^^\  so  mufe  der  gesuchte  Punkt  y^  doppelt  so  weit 

von  der  Scheiteltangente  der  Parabel  abstehen ,  wie  der  Brenn- 
punkt f.  Hieraus  folgt,  dafs  der  Abstand  der  gesuchten  Er- 
zeugenden grj  von  ®  ebenfalls  gleich  2»  Sf  sein  wird,  oder 
vvenn  wir  mit  f  und  fj  die  Brennpunkte  der  beiden  Parabeln 
^^  den  Hauptebenen  des  Paraboloids  bezeichnen,  so  ist  die 
*  otenz  der  elliptischen  Punktinvolution  auf  dem  Strahle  J® 
(oder  0^) 

=  -  (f fi)^- 
Wir  können  also  dem  Obigen  noch  folgendes  Resultat 
l^i^zvifflgen: 

Die  Paare  rechtwinkliger  Erzeugender  {gig^) 
^y^H  einer  Regelschar  eines  gleichseitig  hyperbo- 
*^  Beben  Paraboloids  treffen  diejenige  Erzeugende 
^  der  andern  Regelschar,  welche  durch  den  Scheitel 
"^  des  Paraboloids  geht,  in  Punktepaaren  einer 
^*lipti8chen  Punktinvolution,    deren  Mittelpunkt 

^i'  Scheitel  ®  des  Paraboloids  ist,  und  deren  Po- 
^^xi2  den  Wert  hat  —  (ffj)^,  wenn  ff|  die  Brennpunkte 
^^i'   beiden  Parabeln  in  den  Hauptebenen  des  Para- 

olQidg  sind. 

§   31.     Die  Baumkurve  dritter  Ordnung  als  Erzeugnis 
dreier  projektivisohen  Ebenenbüsohel.*) 

Wir  haben  bisher  von  den  Gebilden   erster  Stufe,  der 
Spröden  Punktreihe,    dem   ebenen  Strahlenbüschel   und   dem 


*)  Von  den  diesen  Gegenstand  betreffenden  Originalarbeiten,  deren 

^*ultate  im  Folgenden  enthalten  sind,  haben  wir  u.  A.  folgende  zu  er- 

^^iineii:  MöbiuB:  Der  barycentrische  Calcul.  1827.  S  120.    M.Chasles: 

^Pen-u historique,  seconde  edition.  1874.  Note  XXXlII,p.4(m,  M  Chas- 

15* 


> 
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Ebenenbüschel  immer  nur  zwei  in  projektivische  Beziehung 
zu  einander  gesetzt  und  die  daraus  lieryorgehenden  Erzeug- 
nisse untersucht.  Es  können  aber  auch  drei  Gebilde  dieser 
Stufe^  in  projektivische  Beziehung  gesetzt^  zu  einem  Erzeug- 
nis führen,  und  wir  wollen  an  erster  Stelle  das  Erzeug- 
nis dreier  projektivischen  Ebenenbüschel  unter- 
suchen, d.  h.: 

Drei  projektivische  Ebenenbüscbel  in  allgemeinster  Lage 

sind  gegeben ;  es  wird  nach  dem  Orte  des  Schnittpunkts  j» 
dreier  entsprechenden  Ebenen: 

gefragt. 

In    dem    Punkte  je  =  (S,  I2  S3)    schneiden    sich    die   dr^^  "ei 
Schnittlinien : 

Sl  621=^/12       I5i53  1=^13       15263     =^23 

und  da  S162  ^^^^  projektivische  Ebenenbüschel  beschreiben^^^^^t 

so  wird   </,.2   eine   Kegelschar  eines  Hyperboloids  $j*j|  durch^r^'* 

laufen;  die  andere  Uegelschar  desselben,  welcher  ^e  Axei 
{|  und  l^  der  Ebenenbüschel  angehören,  habe  zu  Erzougendei 
ly2-     In  gleicher  Weise  durchliiuft  //,.)  eine  Regelschar  eine^^ 


zweiten  Hyperboloids  S^^^f  dessen  andere  Regelschar  von  de; 
Ueraden   ly^  beschrieben   werde,    und   endlich  wird  ^,5    ein 
Regelsc'har  eines  dritten  Hyperboloids  S^^^^  durchlaufen, 
andere   Kegelschar   von   der  Geraden  l^-^   beschrieben    werde 
Die  Hyperboloide  S^^^  und  .^j^J  haben  die  Erzeugende  /, ,  di 


Ivb:  Compto»  ronduu,  tome  XLV,  \k  181>,   lo  aout  1857.     Seidewiti: 
Archiv  der  Mnthcinatik  und  PhvMk  v  (irunort.  H.  X,  S.  208.  Ü.  Hesse: 
CrellfV  Journal.  Bd.  XXVI,  S.147.    11.  Schröter:  Crelle - Borchanit« 
Juuniul.  Bd.  56.  S. 'J7.  L.  Crcin 0 na,  Crelle-Borchardt's  Journal.  Bd. 68, 
S.  j;J8.  Bd.  C4>,  S.  188.  Bd.  63,  S.  141.    L.  Cremoua:  Nouvelles  Annal««»*-'^ 
de  mathcnuitiques  p.  Tcrqu(*ni  et  (icrono.  Dcuxicmc  eme  t.  I.  p.  S87  H 
366  et  436.    K. (i.  C.  v.  Slaudt:  Beitrüge  yur  iieouietrie  der  I«age,  $.1.3. 
Tb.  Key  0:  Die  Geometrie  der  Lage  ^2.  Autlage  I880).  Abt  II,  S.  68  ff. 
IL  Sturm:   Grelle -Borchardts  Journal.    Bd.  79,  ^.99.    Bd.  80,  S.  1! 
H«  M filier:  Mathematische  Aunalen  von  Clcb^ch  und  Ncuuiann.  IM.  I, 
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Hyperboloide  ^f^  und  ^^^  die  Erzeugende  Z3  und  endlich  die 

Hyperboloide  ^[^^  und  ^^^  die  Erzeugende  l^  gemeinschaft- 

Jich;  alle  drei  Hyperboloide  haben  aber  aufserdem  den  gesuch- 
ten Ort  des  Punktes  j:  gemeinschaftlich,  und  dieser  ist  durch 
zwei  derselben  bereits  bestimmt,  also: 

Der  gesuchte  Ort  des  Punktes  x  ist  die  übrige 
^urchschnittskurye  zweier  einfachen  Hyperbo- 
loide, welche  eine  Erzeugende  gemeinschaftlich 
Ilaben. 

Wir  nennen  diesen  Ort  eine  Raumkurve  dritter  Ord- 
^  u  n  g  C^^  weil  eine  beliebige  Ebene  ihr  im  allgemeinen  höch- 
^^118  in  drei  Punkten  begegnen  kann;  denn  diese  schneidet  die 

l^^iden  Hyperboloide  Q^^  und  ^[3  in  zwei  Kegelschnitten,  die  im 

^Is^meinen  vier  gemeinschaftliche  Punkte  haben,  von  denen 
^oer  einer  der  Durchschnittspunkt  mit  l^  sein  mufs ;  es  bleiben 
*«o  für  O^  nur  drei  gemeinschaftliche  Punkte  der  beiden 
'^Igelschnitte  übrig,  von  denen  einer  immer  reell  sein  mufs, 
^  ehrend  die  beiden  andern  auch  konjugiert  imaginär  sein 
^öiijieii  (Xh.  d.  K.  §  57)  und  auf  einer  reellen  Geraden 
'i^gen. 

Jede  der  drei  Geraden  g^2  ^13  ^23  enthält  nur  den  einzigen 

^nkt  der  Raumkurve  O^^,  in  welchem  sie  sich  schneiden, 

T^^lirend  die  Erzeugenden  Z,2  ^13  '23  ^®^  Raumkurve  in  je  zwei 

*^^iiiten  begegnen  müssen,  die  auch  imaginär  sein  können; 

^^Äxi  ^,2  wird  als  ächnittlinie  |6, 52I  ^^^  ^^^  einzigen  Ebene 

^3    ia  einem  Punkte  geschnitten,  welcher  der  C<-'^  angehört; 

nber  jf,2  und  2,2  immer  in  einer  Ebene  liegen  (Berührungs- 

'He  des  Hyperboloids  Q^^)  und  das  Linienpaar  (Kegelschnitt) 

^Ici^n,  welches  diese  Ebene  mit  dem  Hyperboloide  ^f^  ge- 


^^Hi  hat ,  da  ferner  diese  Ebene  der  O^^  nur  in  drei  Punkten 
^^S«gnen  kann,  so  mufs  l^2  ihr  in  zwei  (reellen  oder  imagi- 


'^n)  Punkten  begegnen.   Dies  läfst  sich  auch  auf  folgende 
"^•^k  erkennen: 

Die  beiden   entsprechenden  Ebenen  ^^  und  ^2  ^^^  P^^" 

'^^■^'ki vischen  Ebenenbüschel   i,  und  Zj  schneiden   auf  der  Ge- 

*^^en  Z,2,    welche    mit  Z,    und  Zj  derselben  Regelschar    des 

^x^   angehört,  eine  und  dieselbe  Punktreihe  aus,  nämlich  die- 


230  §  31.  Die  Kaumkurvc  3. 0.  als  Erzeugnis  dreier  proj.  EbenenbflKhel«. 

jenige,  in  weicher  sämtliche  Erzeugende  der  andern  Regel— 
schar  g^2  ihr  begegneO;  und  die  entsprechende  Ebene  S,  de&= 


dritten  Ebenenbüschels  l^  schneidet  auf  l^2  eine  zweite  mil 
der   ersten    projektivische  Punktreihe    aus;    die    beiden   aul 
einander  liegenden   projektivischen  Punktreihen   haben  abei 
im  allgemeinen  zwei  (reelle  oder  imaginäre)   Doppelpunki 
und  diese  sind  die  beiden  Punkte,  in  denen  Z,2  der  (?'* 
net.     Wir  haben  also  das  Resultat: 

Die  auf  einem  einfachen  Hyperboloid  (§2?)  ^'^r 
laufende  Kaumkurve  dritter  Ordnung  (C**>)  begegne  —  * 
allemal  sämtlichen  Erzeugenden  (//j^)  der  eine:  -o 
Regelschar  in  je  einem  (reellen)  Punkte  und  sämt^^'t- 
lichen  Erzeugenden  der  andern  Regelschar  (fj,)  i  .n 
je  zwei  (reellen  oder  imaginären)  Punkten. 

Durch  den  Schnittpunkt  v  je  dreier  entsprechenden  Ebene-^^i^n 
ii  ^2  Sj  der  gegebenen  drei  projektivischen  Ebenenbüsch^»  el 
/,  Ij  i.j  gehen  die  drei  Schnittlinien  'Si6:»l  !5iS.i  I61I3  ,  welch^K''^e 
wir  jetzt  bezeichnen  wollen  durch: 

^12    ifii    !fn 
unil  aui'serdem   die   drei   der  jedesmaligen  andern  Kegelscb] 
in  jedem  der  drei  Hyperboloide  augehörigen  Erzeugenden: 

P       fi      /■ 

12       *'13       *«3  • 

Nehmen  wir  einen   beliebigen  zweiten   Punkt  a  der  l{aui 
kurve   0^\  und  schneiden   sich   in   demselben    die  drei  ent 
.sprechenden  Ebenen  «,  «.,  «.;,  so  haben  wir  in  gleicher  Weis- 
auf  den   drei   Hyperboloiden   die  sechs   Erzeugenden    aus  j« 
zwei  lk»gelscharen: 

"12    M2      ^16    M3       (^i:\    'w  f 

welche  sämtlich  durch  den  Punkt  a  gehen. 

Nun   liegen  aber   auch   die  beiden  Erzeugenden  y[^  um 
/^..    des   Hyperboloids   .^>J"^*  in    einer  Ebene,    welche  offenbai 
durch   die    I*uukte   v    und   a   geht,   und   es   wird   das  Hypei 
boloid  \>j*'  auch  erzeugt  werden  können  durch  zwei  Ebenen- 
büschel ,  deren  Axeu  /,  und  /^^  y  sind  und  deren  entsprechende 
Ebenen  in  der  veränderlichen  Erzeugenden  r/[^  sich  schneiden ; 
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ebenso  wird  das  Hyperboloid  ^^^^  auch  erzeugt  werden  konneu 
durch  zwei  Ebenenbüschel  ^  deren  Axen  7,  und  l^^  sind^  und 
deren  entsprechende  Ebenen  in  der  veränderlichen  Erzeugen- 
den ^3  sich  schneiden;  da  nun  die  Ebenen  [^i^fg]  und  [Zjr/Jj] 
identisch  sind  mit  der  Ebene  [liV]}  ^^  müssen  die  Ebenen: 

[JJ,  g{,]      und      K,  ^,] 

mit  der  Bewegung  von  jc  auf  O^^  zwei  projektivische  Ebenen- 
büschel beschreiben^  d.  h.  ihr  Schnittstrahi  |var|  beschreibt 
einen  Kegel  zweiter  Ordnung.     Wir  haben  also  den  Satz: 

Wird  ein  fester  Punkt  (a)  einer  Raumkurve  drit- 
ter Ordnung  ((7^>)  mit  einem  veränderlichen  Punkte 
(r)  derselben  verbunden,  so  beschreibt  der  Verbin- 
dungsstrahl einen  Kegel  zweiter  Ordnung. 

Hieraus  folgt: 

Die  Baumkurve  dritter  Ordnung  C^^^  erscheint 
als  die  übrige  Durchschnittskurve  zweier  Kegel 
zweiter  Ordnung,  welche  in  der  Verbindungslinie 
ihrer  Mittelpunk  teeinen  gemein  sc  haftlichen  Kegel- 
strahl haben,  und  die  Raumkurve  geht  selbst  durch 
die  beiden  Mittelpunkte  der  Kegel. 

Denn  sobald  wir  zwei  Punkte  a  und  b  der  Raumkurve 
mit  sämtlichen  x  verbinden,  erhalten  wir  zwei  solche  Kegel. 

Hieraus  folgt  weiter :  Wenn  wir  irgend  drei  Punkte  a  b  c 
der  Raumkurve  nehmen  und  einen  veränderlichen  Punkt  x 
auf  ihr  bewegen,  so  müssen  die  Ebenen: 

[ab):]    [acy] 

zwei  projektivische  Ebenenbüschel  beschreiben,  weil  ihr  Er- 
zeognis  der  Kegel    zweiter  Ordnung  ist,   welchen    der   ver- 
änderliche Strahl   |ajc|  beschreibt.      Nehmen    wir   einen    be- 
liebigen vierten  Punkt  b  der  Raumkurve  hinzu,  so  müssen 
aach  die  Ebenen: 

[cajc]      und      [cbjc] 

^^^^ei    projektivische  Ebenenbüschel  beschreiben ,  folglich  wer- 
den   auch  die  Ebenenbüschel: 

|ab.[jc]      und      !cb|[r] 
P^^jelridvisch  sein  und  ein  neues  Hyperboloid  erzeugen,  wel- 
cnes    durch  die  gegebene  Raumkurve  geht. 
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Nennen  wir  eiue  Gerade,  welche  der  Raumkurve  in  zwei 
Punkten  begegnet,  eine  Sekante  derselben,  so  haben  wir 
folgenden  Satz: 

Wenn  man  irgend  zwei  feste  Sekanten  einer 
Kaumkurve  3.  0.  zu  Axen  zweier  EbeneubQschel 
macht,  deren  entsprechende  Ebenen  nach  einem 
veränderlichen  Punkte  j:  der  Raumkurve  gehen,  so 
sinddie  beiden  Ebenenbüschel  allemal  projektivisch  ^-^ 
und  erzeugen  ein  einfaches  Hyperboloid,  auf  "^  f 
welchem  die  Raumkurve  ganz  enthalten  ist. 

Hierdurch   verlieren  die  ursprünglichen   Axen  lil^l^  der 
erzeugenden  Ebenenbüschel   ihre  Eigentümlichkeit;  sie  sind 
nämlich  auch  nichts  anderes,  als  drei  beliebige  Sekanten  der- 
Raumkurve;  denn  auf  Z,  schneiden  die  beiden  proj ekti vischen. 
Ebenenbüschel  121^2]  ^^^  ^3(^2]  ^^'^^  zusammenliegende  pro- 
jektivischc  Puuktreihen  aus,  deren  Doppelpunkte  der  Raum- 
kurve angehören  müssen.     Sind  die  Doppelpunkte  reell,  so^i^^ 
ist  {|  eine  Sekante  der  Raumkurve;   allerdings  bleibt  Z,  aach.tf=Bh 
bestehen,  wenn  die  Schnittpunkte  mit  O^^  imaginär  sind.    Wirrat  Jr 
können  diese  nicht  in  reellen  Punkten  schneidenden  Sekanten  ar"*» 
der  Raumkurvc  mit  umfassen,  wenn  wir  den  vorigen  Satz  so< 
aussprechen: 

Durch  irgend  zwei  Sekanten  einer  Raumkurv 
3.  0.  und  durch  diese  selbst  läfst  sich  immer  ein  un 
nur   ein    einfaches    Hyperboloid    legen;    sämtlich^ 
Erzeugenden  der   llegelschar,  welcher   die    beiden 
Sekanten  angehören,  sind  als  Sekanten  der  Raum 
kurve  aufzufassen,  und  verändern  wir  das  Hyper- 
boloid,   so   erhalten    wir   das   ganze   System    samt« 
lieber  Sekanten  der  Raumkurve. 

Dieselbe  Raumkurve  3.  0.  läist  sich  also  in  mannig- 
fachster Weise  durch  drei  projektivische  Ebenenbüschel  er- 
zeugen; wir  haben  nur  nötig,  irgend  drei  Sekanten  der 
Raumkurve  als  Axen  zu  wählen  eine  Eigenschaft^  welche 
schon  hier  eine  merkwürdige  Analogie  der  Raumkurre  3.  0. 
mit  dem  Kegelschnitt  hervortreten  läfst.  Wir  können  das 
gewonnene  Resultat  auch  anders  aussprechen:  Nehmen  wir 
zwei    beliebige    Sekanten  /  und  /'  der  llaumkurve    und    vier 
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PunJcte  derselben  a|  02^3(14;  so  müsseu  die  Doppelverhältnisse 
de  jr    Hbenenbüflchel : 

^[Ä|Ö2a8a4]    und    r[aia2a3a4]  gleich  sein; 
ha.li>ei]  wir  l  fest  und  lassen  V  das  ganze  System  der  Sekanten 
der    liaumkorve  durchlaufen,  so  behält  das  Doppelverhältnis 
immer  denselben  konstanten  Wert^  d.  h: 

liVerden  vier  beliebige  feste  Punkte  einer  Raum- 
kurve  dritter  Ordnung  mit  irgend  einer  veränder- 
lich en  Sekante  derselben  durch  vier  Ebenen  ver- 
bunden,  so  behält  das  Doppelverhältnis  dieser  vier 
Ebenen  einen  unveränderlichen  Wert     Oder: 

Die  Äxen  aller  solchen  Büschel  von  je  vier 
E^^eiien,  die  durch  vier  gegebene  feste  Punkte  gehen 
^^^d  ein  konstantes  Doppelverhältnis  haben^  sind 
uie  sämtlichen  Sekanten  einer  Baumkurve  dritter 
^^dnung.  ' 

Nehmen  wir  jetzt  eine  Gerade  g,  welche  der  Baum- 
kurve  C>  nur  in  einem  Punkte  begegnet,  so  wird  jede  durch  g 
Belegte  Ebene  die  Ranmkurve  im  allgemeinen  in  zwei  (reellen 
^er  imaginäreu)  Punkten  treflfen,  d.  h.  eine  Sekante  der  Raum- 
^^**ve  enthalten ;  nehmen  wir  zwei  solcher  Sekanten  l^  und  Jj 
^*^d  legen  nach  dem  Vorigen  das  Hyperboloid,  welches  durch 
^1  ^  und  C)  geht,  so  muis  dasselbe  offenbar  g  enthalten,  und 
«le  übrigen  zu  derselben  Regelschar  wie  l^  und  Zj  gehörenden 
Kt^eugenden  dieses  Hyperboloids  müssen  g  treffen,  d.  h.  mit 
^  in  einer  Ebene  liegen,  und  zugleich  Sekanten  der  Raum- 
*^^i*ve  (?•>  sein,  abo  mit  andern  Worten  diejenigen  Sekanten 
der  Saumkurve  sein,  welche  in  den  durch  g  gelegten  Ebenen 
^iitlialten  sind.     Wir  haben  also  den  Satz: 

Durch  eine  Gerade  (g),  welche  der  Raumkurve 
'^^«'  in  einem  Punkte  begegnet  und  durch  die  Raum- 
fcnrve  läfst  sich  allemal  ein  und  nur  ein  Hyper- 
*^^1  oid  legen.  Sämtliche  durch  ^  gelegten  Ebenen 
?^hneiden  die  Raumkurve  in  Punktepaaren,  deren 
^»"bindungslinien    derjenigen    Regelschar    dieses 

^perboloids  angehören,  zu  der  g  nicht  gehört. 
,         Nehmen  wir  endlich  einen  beliebigen  Punkt  0  im  Räume, 
.   **    ^icht  auf  der  Raumkurve  liegt  und  verbinden  ihn  mit 
^B^iifJ  einem  Punkte  p  derselben,  so  wird  durch  die  Gerade 
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i)p|  =  (^  und  die  Raumkurve  ein  Hyperboloid  gelegt  werdej 
können,  wie  wir  eben  gesehen  haben,  und  durch  den  Punkt 
dieses  Hyperboloids  geht  eine  einzige  Erzeugende  l,  welch. 
Sekante  der  Raumkurve  sein  mufs.  Yerandem  wir  den  Punkt 
auf  der  Raumkurve,  so  kann  die  Gerade  l  ihre  Lage  dadurc 
nicht  ändern,  was  schon  unmittelbar  daraus  hervorgeht^  da(a 
wenn  es  eine  zweite  Gerade  V  durch  o  gäbe,  die  Ebene  [II  ^ 
mit  der  Raumkurve  vier  Punkte  gemein  haben  würde,  w^^hs 
widersinnig  ist.     Also: 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  (o)  im  Räume,  d^^-  r 
nicht  auf  der  Raumkurve  liegt,  giebt  es  nur  ein  e 
(immer  reelle)  8ekante  derselben,  d.h.  eine  solch  e 
Gerade,  welche  ihr  in  zwei  (reellen  oder  imaginäreir^) 
Punkten  begegnet. 

Die  Konstruktion  dieser  Sekante  ist  im  Vorigen  gegebei 
man  verbinde  nämlich  o  mit  irgend  einem  Punkte  a  der 
kurve  durch  eine  Gerade  ^,  lege  durch  g  ein  Büschel  vo. 
Ebenen,  deren  jede  aus  der  Raumkurve  eine  Sekante  (eigeni 
liehe  oder  uneigen tlichc)  ausschneidet;  alle  diese  Sekante  u 
bilden  eine  Regelschar  eines  Hyperboloids,  auf  welchem  auc  ^ 
(j,  der  andern  Regelschar  angehörig,  liegt;  die  einzi] 
durch  0  gehende  Erzeugende  der  ersten  Regelschar  dii 
Hyperboloids  ist  die  gesuchte  Sekante.  Man  braucht  also 
durch  0  zwei  Ebenen  zu  legen,  die  zugleich  durch  irgei 
zwei  Erzeugende  der  andern  Regelschar  jenes  Hyperboloid 
gehen,  um  als  deren  Schnittlinie  die  gesuchte  Sekante 
erhalten.  Hieraus  folgt,  dafs  die  Projektion  der  Raumkui 
O^^  auf  eine  beliebige  Ebene  allemal  ein  ebene  Kurve  3. 
mit  einem  Doppelpunkt  sein  mufs,  oder  dafs  ein  Kege 
welchen  man  erhält,  wenn  man  einen  beliebige 
nicht  auf  der  Raumkurve  liegenden  festen  Pun 
mit  allen  Punkten  derselben  durch  Strahlen  vei 
bindet,  ein  Kegel  dritter  Ordnung  mit  einei 
Doppelstrahl  sein  mufs. 

Man  kann  die  Punktepaare,  in  welchen  die  Erzeugender 
der  einen  Regelschar  eines  Hyperboloids,  auf  welchem  ein 
Raumkurve  3.  0.  verläuft,   von  dieser  getroffen  werden, 
volutorisch  ordnen  und  erhält  dadurch  ein  Mittel,  diejenige! 
welche  Sekanten  mit  reellen  Schnittpunkten  sind,  zu  trenne^-' 
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von    denjenigen;  welche  der  Raumkurve  in  konjugiert- imagi- 
nären Punkten  begegnen. 

Wenn  man  nämlich  irgend  ein  Hyperboloid  §<*)  durch  die 
Raumkurve  legt  und  diejenige  Regelschar  P  des  Hyperboloids 
ius  Auge  fafst;  deren  Erzeugende  der  Raumkurve  in  je  zwei 
I^unkten  y:  und  jc'  begegnen,  und  man  durch  sämtliche  l'  uud 
irgend  einen  festen  Punkt  a  der  Raumkurve  Ebenen  legt;  so 
müssen  dieselben  sämtlich  durch  eine  feste  Gerade  g^  gehen, 
^*  h.  ein  Ebenenbüschel  bilden;  denn  es  giebt  durch  a  nur 
^ine  einzige  Erzeugende  g^  der  andern  Regelschar  unseres 
Hyperboloids,  und  g^  mufs  mit  jeder  Erzeugenden  l'  in  einer 
Ebene  liegen.  Verbindet  man  aber  a  mit  sämtlichen  Punkten  j: 
^^r  Haumkurve  C<*),  so  erhält  man  nach  dem  Obigen  einen 
'^^gel  2.  0.,  und  das  Ebenenbüschel  durch  g^  schneidet  den 
^^gel  in  dem  Strahlenpaar  |a;:',  jaic'|.  Irgend  ein  anderer  Kegel- 
»traU  l^  mit  dem  Strahlenpaare  |ajc,a.r'|  verbunden,  liefert 
a-ber  bekanntlich  (Th.  d.  K.  §.  31)  eine  Ebeneninvolution, 
**^reii  Axe  eine  Sehne  der  Raumkurve  ist.  Wir  haben  also 
^«n   Satz: 

Wenn  man  durch  eine  Raumkurve  dritter  Ord- 
**Ung  ein  Hyperboloid  legt  und  diejenige  Regel- 
®cb  ar  i'  desselben  betrachtet,  deren  Erzeugende  der 
^^nmkurve  in  je  zwei  Punkten  y:  jc'  begegnen,  wenn 
***^n  alsdann  irgend  eine  Sekante  iabj  der  Raum- 
■*^Ui-ve    mit  xy:'  durch    Ebenenpaare    verbindet,    so 

*  *  den  diese  eine  Ebeneninvolution. 

Diese  Ebeneninvolution  wird  hyperbolisch  oder  elliptisch 
?^*^*0®  nachdem  der  Strahl  gr^  aufserhalb  oder  innerhalb  des 
"^^^els  liegt,  welchen  der  Strahl  |ar|  beschreibt,  eines  Kegels, 

^^^    allein  von  der  Lage  des  Punktes  a  abhängt,  und  den  wir 

'^i't   a^«)  bezeichnen  wollen.    Ist  die  Ebeneninvolution  elliptisch, 

Schneiden  samtliche  durch  g^  gelegten  Ebenen  den  Kegel  a^^^ 

^reellen   Linienpaaren  |a;c;  und  |ar'|,  d.  h.  sämtliche  Er- 

^^^genden  l*  werden  von  der  Raumkurve  O^^  in  reellen  Punkte- 

^^^•»en   xx'    getroffen.      Ist    die   Ebeneninvolution    dagegen 

^y^^rbolisch,   so  gehen  zwei  Berührungsebenen  durch  g°^  an 
^*^  Kegel  a<*^;  diese  schneiden  zwei  solche  Erzeugende  l'  aus 

^^tn  Hyperboloid  $<*>,  welche  von  der  Raumkurve  CP^  berührt 

^^i"den.      Die    beiden   Berührungsebenen    durch  g^  an  den 


-»> 
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Kegel  a<^)  trennen  die  Ebenen  des  ganzen  durch  g^  gelegten  ^ 
Büschels  in  zwei  Gruppen;  die  eine  Gruppe  von  Ebenen  .ai 
schneidet  den  Kegel  a<^^  in  reellen  Paaren  von  Kegelatrahlen,  .^  , 
die  andere. nicht;  also  zerfallen  die  Erzeugenden  l*  des  Hyper-  —  % 
boloids  ^^^^  in  diesem  hyperbolischen  Fall  in  zwei  Gruppen,  ,^  m, 
von  denen  die  eine  Gruppe  samtliche  l*  enthält,  die  der  £?"  ^  -»^t 
in  reellen  Punktepaaren  (vr')  begegnen,  während  die  andere^^^-e 
Gruppe  alle  Erzeugenden  {'  enthält,  welche  von  der  O^^  nicht^^^at 
getroffen  werden.  Beide  Gruppen  werden  von  einander  ge —  "^- 
trennt  durch  zwei  besondere  Erzeugende  2,  welche  die  Raum*  .^d- 
kurve  (?^>  berühren. 

Ist  die  Raumkurve  O^^  und  das  durch  dieselbe  gelegte  zx 
Hyperboloid  ^^^^  gegeben,  so  wird  das  Verhalten  ihrer  Regel  ^^B* 
schar  2^  zu  der  Ilaumkurve  unabhängig  sein  von  der  WaL.^^1 
des  Punktes  vi  auf  der  Kaumkurve;  die  vorige  Ebeneninv^ 
lution  bleibt  also  entweder  immer  elliptisch  oder  immer  hypei 
bolisch,  wo  wir  auch  a  auf  O^^  wählen  mögen;  wir  könnei 
also  folgenden  Satz  aussprechen: 

Wird  durch  eine  Ilaumkurve  dritter  Ordnung CX 
ein  einfaches  Hyperboloid  (§<*>)  gelegt  undbetrac 
tet  man  diejenige  Regelschar  desselben,  deren  E: 
zeugende    {'    der    Raumkurvc    im    allgemeinen    i 
Punktcpaaren  begegnen,  so  können  zwei  Fälle  ei: 
treten,  entweder  1)  begegnen  sämtliche  Erzeugend 
i'   der    Kaumkurvc    in    reellen    Punktepaaren   (xx 
oder     2)     die    Erzeugenden    l'    zerfallen     in     zw( 
Gruppen,    deren    eine    der  6'^^^    in    reellen    Punkt« 
paaren  begegnet,   die   andere  nicht     Diese   beide 
Gruppen  werden  von  einander  getrennt  durch  zw< 
besondere  Erzeugende    l',    welche    von    der  Rau 
kurve  berührt  werden.    Um  letztere  zu  finden,  le| 
man  durch  einen  beliebigen  Punkt  vt  der  Raumkur 
den  Kegel  a'^^,  welcher  durch  die  Kaumkurve  gehi 
und  diejenige  Erzeugende  r/^  der  andern  Kegelschi 
des  Hyperboloids  ^^^*^,  welche  durch  vi  geht.    Liegt 
innerhalb  des  Kegels  vl^-^  so  tritt  der  erste  Fall  ei 
liegt    dagegen    y^    aufserhalb    des    Kegels    a<-*,    8 
tritt   der    zweite   Fall    ein;    es   giebt   alsdann    zw< 
reelle   BerQhrungsebenen   durch  y^  an    den   Kegi 
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';     dieselben   schneiden   aus  dem  Hyperboloid   $<^' 

«1  e    swei    besonderen  Erzeugenden   /'  aus,  welche 

"'*'     berühren.     Die  Konstruktion  derselben  ist  un- 


'•\»  h  S 


der   Wahl    de 


nktei 


uf    de 


R  a  u  mkiir 

Endlich  können  wir  die  vorige  Eigenschaft  auch  nm- 
kehren : 

Nehmen  wir  irgend  eine  Sekante  \ah\  der  Raumkurve  C" 
*ls  Aie  einer  Ebeneiiinvolution ,  so  schneiden  die  Ebenen- 
paare derselben  den  Eegel  a'*',  welcher  von  a  aus  als  Mittel- 
punkt durch  die  Raunikurve  gelegt  werden  kann,  in  Linien- 
paareo,  deren  Verbiu dungsebene  durch  eine  teste  Gerade  y' 
laafeo  muls.  Legen  wir  durch  ^  und  C'  das  einzig  mög- 
*iche  Hyperboloid  §'"',  so  werden  die  Erzeugenden  l*  der 
»ödern  Regelschar  dieses  Hyperboloids,  welcher  j"  nicht  an- 
B^hörtj  in  solchen  Puubtepaaren  (vT  }  der  Raumkurve  be- 
gegnen, iD  welchen  die  Ebenenpaare  der  Ebeneninvolutiou 
sie   treffen,  also; 

Legt  man  durch  eine  beliebige  Sekante  \nb\  einer 
**-atiitikurTe  dritter  Ordnung  als  Axe  eine  Involution 
VoQ  Ebenenpaaren,  so  begegnet  jedes  Ebenenpaar 
*'er  Raumkurve  noch  in  zwei  Punkten  v  Ti  deren 
•  e  rbinduugslinie  einer  Regelschar  l^  eines  ein- 
'**ilien  Hyperboloids  angehört.  Donken  wir  uns  durch 
*öie  Ftaumkurve  3.  0.  (.'<'i  ein  Hyperboloid  $'-*  gelegt  und 
***lMnen  die  durch  einen  beliebigen  Punkt  a  der  C'<*'  gehenden 
*^*^eugenden  g°  und  ("  des  Hyperboloids,  deren  eine  (?°  den 
*^*igen  Punkt  a,  die  andere  noch  einen  zweiten  Punkt  n' 
***it.  der  O*'  gemein  haben  wird,  legen  wir  endlich  durch  j" 
^•>e  beliebige  Ebene,  so  schneidet  dieselbe  immer  eine  Sekante 
****  der  Q^',  welche  der  Eegelschar  l'  des  Hyperboloids  $'*' 
***K«h8rt,  wie  oben  gezeigt  ist.  Denken  wir  uns  nun  durch 
'''^»«Ibe  Raumkurve  C**>  ein  zweites  Hyperboloid  §"'  gelegt 
****d  nehmen  die  durch  den  vorigen  Punkt  a  gehenden  Er- 
****geiidea  ff'  und  t'  dieses  neuen  Hyperboloids,  so  gilt  fQr 
i<**le  durch  3°  gelegte  Ebene  dasselbe,  wie  vorhin.  Die  Ebene, 
**^lche  durch  g'  und  flj  gleichzeitig  gebt,  muTs  also  aus  der  G"' 
^'ue  Sekante  ausschneiden,  welche  gleichzeitig  Erzeugende  in 
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beiden  Hyperboloiden  ^^^^  und  ^^^  ist.      Wir  haben  als 

genden  Satz: 

Wenn   durch  eine  Raumkurve  dritter  Ord 

O^^  zwei  Hyperboloide  »$<*>  und  $|*^  gehen,  ao  l 

dieselben  allemal  noch  eine  Erzeugende  l  gei 
schaftlich;  welche  Sekante  der  Raumkurve  sein 
derselben  in  zwei  (reellen  oder  imaginären)  Pun 
begegnen  mul's.  Diese  gemeinschaftliche  Erzeugend! 
so  gefunden  werden :  Man  ziehe  durch  einen  beliebigen  P 
der  Raumkurve  O^^  diejenige  Erzeugende  g^  des  l 
boloids  ^^^\  welche  keinen  Puukt  weiter  mit  der  6^-*^  g 

hat  und  ebenso  diejenige  Erzeugende  (/^  des  Hyperboloi 

durch  den  Punkt  a,  welche  der  (?'*  nicht  weiter  begegnet; 
man  für  einen  beliebigen  zweiten  Punkt  b  die  einzigen  i 
selben   Weise  bestimmten   Erzeugenden  g^  und  g^  der  I 

Hyperboloide,  so  schneiden  sich  die  beiden  Ebenen: 

[g'gl]  und  [/«,J] 

in  der  gesuchten  gemeinschaftlichen  Geraden  Z,  die  auifi 

Raumkurve  C*^^  beiden  Hyperboloiden  ^<*>  und  Jr)J**  ang 

Legt  man  insbesondere  die  Ebenen  [^**/^],  d.  h.  d 
rührungsebene  des  Hyperboloids  Sy^^  im  Punkte  a,  so  bej 
dieselbe  der  Raumkurve  r^'*)  in  den  beiden  Punkten  a 
(auf  Z"),  und  es  fragt  sich,  wo  der  dritte  Schnittpunkt  l 
Denken   wir  uns  um  g^  eine  veränderliche  Ebene  g  ge 
welche  aus  der  r'<**)  eine  Sekante  \x  x'\  =  l'  ausschneidet,  c 
zweiten  Regelschar  des  Hyperboloids  S^'^^  angehört,   sc 
insbesondere,    wenn   die   Ebene  g  mit  \jg^l^\    zusamme 
xy:\  auf  \sx:i\  fallen,  also  die  Sehne  !  viv   wird  in  die  Tai 
der  Raumkurve  C<^>  im  Punkte  a  übergehen,    also  die 
gente  in  einem  Punkte  v\  der  Raumkurve  C<'> 
notwendig    in    der   Berührungsebene    irgend 
durch  die  ('^-^^  gelegten  Hyperboloids  im  Punk 
Die  Tangente  selbst  ist  also  die  Schnittlinie  der  beiden  E 

[gH^]  und  Q7JZ<;], 

und  der  gesuchte  dritte  Schuittpimkt  ist  der  dem  vi  une 
^Mfende  Funkt  dieser  Schnittlinie.     Oder:   Legt 
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« 

cl  u  x"ch  eine  Raumkurve  C<'J  beliebig  viele  Hyper- 
boloide  und  an  jedem  derselben  die  BerUhrungs- 
eb^ne  in  einem  festen  Punkte  a  der  C^^\  so  gehen 
di  ^  selben  sämtlich  durch  die  Tangente  der  Raum- 
k  la.  ar?e  im  Punkte  a. 

Sei  diese  Tangente  ^a;  verbindet  man  a  mit  sämtlichen 
f^tixxkten  x  der  Raumkurve^  so  bilden  die  Strahlen  \ay\  einen 
cl  a^-^  2.  0.,  wie  wir  gesehen  haben,  der  offenbar  auch  ^ 
Xegelstrahl  hat.  Legt  man  durch  ta-  die  Berührungsebene 
*i^^C8  Kegels;  so  ist  dies  eine  solche  Ebene,  deren  drei  Schnitt- 
P^^ÄiÄlite  mit  C^'J  in  den  einzigen  Punkt  a  hineinfallen,  die 
^  ^  1ä  miegUDgsebene  der  CP^  im  Punkte  a.  Wir  werden 
^I^S-'ter  auf  Tangenten  und  Schmiegungsebenen  <ler  Raum- 
Kiaar^ve  C^^^  näher  eingehen. 


32.     Konstruktion  der  Baumkurve  duroh  gegebene 

Punkte  derselben. 


1 


Die  Raumkurve  3.  Ordnung  ist    durch    sechs    beliebige 

J^^^i^kte   im  Räume   (von  denen    keine    vier  in    einer  Ebene 

)    vollständig    uud    eindeutig    bestimmt.      Bezeichnen 

dieselben  durch  1  2  3  4  5  6,  so  brauchen  wir  nur  einen 
^^K«!  zu  I^en ,  dessen  Mittelpunkt  1  ist,  und  welcher  durck 
^i^  fünf  Strahlen  ,12  ,  |13;,  |14!,  15  ,  16|  bestimmt  wird, 
^^d  einen  zweiten  Kegel,  dessen  Mittelpunkt  2  ist,  und  der 
^^i^oh die  fOnf  Strahlen  21',  |23i,  |24|,  !25  ,  26'  bestimmt  wird, 
?^^^^Xi  haben  diese  beiden  Kegel  die  Verbindungslinie  ihrer 
^ittelpunkte  |12|  =  |21|   als  gemeinschaftlichen  Kegelstrahl 

der  übrige  Durchschnitt  derselben  ist  eine  Raumkuirve  3. 0., 
che  durch  die  sechs  Punkte  12  3  4  5  6  hindurchgeht. 

Da  die  Raumkurve  durch  sechs  Punkte  eben  bestimmt 

80  müssen  7  Punkte  im  Räume,  die  auf  einer  C^^^  liegeu; 

1^   ^  ^T  gewissen  Bedingung  unterworfen  sein;  diese  Bedingimg 

P^  *^t;  sich   in   geometrischer  Form    aussprechen    mittels  des 

^  ^  ^ea  Ischen  Satzes,  der  die  ganz  analoge  Bedingung  dafür, 

.  ^'^  sechs  Punkte  einer  Ebene  auf  einem  Kegelschnitt  liegen, 

^e  bekannte  geometrische  Form  kleidet. 

Nehmen  wir  sieben  Punkte  1  2  3  4  5  6  7  auf  einer  (73) 

so  mu(s  jeder  derselben,  mit  den  sechs  übrigen  durch 
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Strahlen  verbunden,  der  Mittelpunkt  eines  Kegels  2.0.  sei 
auf  dem  diese  sechs  Strahlen  liegen,  und  für  diese  sechs  Keg 
strahlen  gilt  die  aus  der  Perspektive  des  Pascal  sehen  Sab 
hervorgehende  Eigenschaft,  dafs  die  gegenüberli^enden  Seite 
flächen  dieses  Sechskants  sich  in  drei  Strahlen  schneide 
welche  in   einer  Ebene  liegen.     Nehmen  wir  3  als  Miti 

punkt  und 

|32|,  |34|,  |35|,  |36|,  |37|,  |31| 

als  Eegelstrahlen,  so  müssen  die  drei  Schnittlinien: 

J[324],  [367]|     |[345],  [371]|    |[356],  [312]| 

in  einer  durch  3  gehenden  Ebene  liegen,  d.  h.  die  drei  Punkt 

([123],  |56|)    ([234],  |67!)    ([34ßl,|71i) 

müssen  in  einer  durch  3  gehenden  Ebene  liegen;  dies  HL 
sich  auch  anders  aussprechen:  Die  7  Punkte  der  Raomkoi 
12  3  4  5  6  7  bilden  in  dieser  Reihenfolge  verbunden  s 
räumliches  Siebeneck,  dessen  Seiten  je  zwei  auf  einander  f 
gende  Punkte  mit  einander  verbinden  und  7  wieder  mit 
je  zwei  einander  folgende  Seiten  dieses  räumlichen  Sieb« 
ecks  liegen  also  in  einer  Ebene,  und  wir  können  das  riiia 
liehe  Siebeneck  in  diesem  Sinne  auch  als  räumliches  Sieb« 
flach  auffassen,  dessen  einander  folgende  Flächen  sind: 

[123],  [2;M],  [345],  [456],  [567],  [671],  [712]. 

Dann  liegt  jeder  Fläche  dieses  Siebenflacbs  eine  bestimc: 
Seite  des  Siebenecks  gegenüber,  nämlich  da  jede  FÜm 
zwei  Seiten   verbindet,    also  fünf  übrig  bleiben,  die  mittl 
von  diesen,  also 

der  Fläche  [123]  liegt  gegenüber  die  Seite  |ö(i 

9}        V       [234]     „  „  „       „      |67 

^y  99  i^^A         7>  9}  M  97  |71|    U.     S.     f- 

und  wir  können  nunmehr  den  Satz  aussprechen: 

Wenn  man  irgend  sieben  Punkte  einer  Ran 
kurve  dritter  Ordnung  zu  einem  räumlichen  Sieb6 
eck  verbindet  und  durch  je  zwei  einander  folgen* 
Seiten  eine  Ebene  legt,  so  liegt  jeder  dieser  sieb^ 
Ebenen  eine  bestimmte  Seite  des  Siebenecks  geg€ 
über.  Drei  auf  einander  folgende  Ebenen  hab** 
eine  Ecke  gemeinsam,  welche  allemal  mit  den  dtf 
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nkten,  in  denen*  diese  Ebenen  von  den  gegen- 
O  !:>  erliegenden  Seiten  des  Siebenecks  getroffen 
üv^rden^  in  einer  Ebene  liegt. 

Diese  Bedingung  zwischen  7  Punkten  einer  Raumkurve 
3.  O.,  welche  sich  allerdings  nicht  mehr  einer  so  grofsen 
£ji.:i3fachheit  erfreut,  wie  der  Pascalsche  Satz,  gestattet  doch, 
^r±^  jener,  die  Konstruktion  eines  beliebigen  siebenten  Punktes, 
8oT>ald  sechs  Punkte  im  Räume,  welche  zur  Bestimmung  der 
li^^mimkurve  dienen,  gegeben  sind.     Bezeichnen  wir  die  ge- 

nen  sechs  Punkte,  welche  zur  Bestimmung  einer  Raum- 
3.  0.  notwendig  und  hinreichend  sind,  durch 

123456 

nennen  wir  einen  beliebigen  siebenten  Punkt  derselben 

^^      lonnen  wir  uns  folgendes  räumliche  Siebeneck  der  Raum- 
kci.x-?e  einbeschrieben  denken: 

1  ):2  3  456; 

■^^ Zeichnen  wir  sodann  die  Schnittpunkte: 

(IUI,  [345])  =  I) 
(|f2|,  [456])  =  ä 
(|23|,  [561])  =  a 
(1341,  [61y])  =  t 
(|45|,  [U-2])  =  u 
(i56|,  [p23])  =  » 
Cßlj,  [234])  =  b, 

denen  die  Punkte  a  und  b  direkt  gegeben,  die  übrigen 
dem  noch  unbekannten  Punkte  y:  abhängen,  dann  sind 
dem  oben  bewiesenen  Satze  die  vier  Punkte: 

b  ^  j  4  in  einer  Ebene  gelegen 

^  J  a  5  „ 


97  )f  1> 


9f  9}  ff 


J  a  t  6  „ 

Ä  t  u  1  „     „         „  „ 

t    U   D   }r  ;,  „  ,)  77 

ut)  b  2  „ 


}}  )9  V 


^    >>   9  3  „  „  „  79 

TlMor.  d.  Oberfl.  8.  OrdD.  1^ 
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Legen    wir    nun    durch    die   Punkte    12   eine   beliebi 
Ebene  g  und  bezeichnen  mit  x  denjenigen  Punki^  in  welch 
diese  Ebene  |  der  Raumkurve  zum  dritten  Mal  begegnet, 
läfst    sich    nach    den    in    dem    obigen    Schema    enthaltene: 
Lagen  Verhältnissen  der  Punkt  x  ^uf  zweierlei  Art  linear  ko 
struieren : 

1)  Die  willkürlich  durch  |12|  gelegte  Ebene 

und  die  Ebene  [345]  schneiden  sich  in  einer  Geraden 

y=;|,[345]|, 

welche  den  Punkt  t)  enthalten  mufs,  die  Ebenen  i  und  [ 
schneiden  sich  in  einer  Geraden 

;?  =  II,  [456]| , 

welche  den  Punkt  j  enthalten  mufs;  die  Gerade  |))}|  li 
also  in  der  Ebene  |,  da  nun  die  vier  Punkte  l)jb4  in  ei 
Ebene  liegen ,  so  geht  |t)j|  durch  den  Schnittpunkt 

»>  =  (I.|H|), 

und    da   die   vier   Punkte   t)  ^  a  5   ebenfalls   in    einer 
liegen^  so  geht  |l)}|  auch  durch  den  Schnittpunkt 

q  =  (S,  iaöi), 

also  ist  j  i)  ;^  I  =  I  ^  q  I  bekannt,  folglich  auch  die  Punkte 

C<>qi;y)  =  t)    und    (!pq|,£f)  =  J, 
und  aus  diesen  beiden  Punkten  ergiebt  sich  der  Schnittp 

(|ll)|,|2.,|)  =  ^,      • 

der   gesuchte  Punkt   der  Raumkurve   in    der  Ebene  {. 
Konstruktion  gestaltet  sich  also  folgendermafsen : 

Man  lege  durch    12 {  eine  beliebige  Ebene  d 
stimme  die  Schnittlinien: 

!l,l345]|  =  y        :|,[456]!  =  0, 

und  die  Schnittpanktc: 

(Mb4|)  =  ))       (5,  ;ar)|)  =  q 

[wo  a  =  (|23  ,  [561])  und  b  =  (|61 1,  [234])  bedeuten]; 
bestimmt  man  sodanu  die  Schnittpunkte: 

(l»>q|.y)-i)      (ivql,')  =  j. 
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^-ao  Ut  der  Punkt: 

^IrViu    Punkt  der  Raumkurve. 

Wir  erkennen  leicht,  dal's  mit  der  Drehung  der  Ebene  | 

"m    die  feste  Axe  |12|   der  veränderliche  Punkt  x  die   ganze 

Kaumkurve  3.  0.  durcblüuft.   Denn  das  von  der  Ebene  |  be- 

äcbriebene  Ebenenbüschel  schneidet  die  beiden  Geraden  |b4| 

""d     [iiö|   in   projektivisclien  Punktreihen  (j  und   q,   also   be- 

*«lireibt    |pqt    eine  Regelschar    eines  Hyperboloids  ^'■^',   auf 

•*■  sichern    auch    die  Gerade  |12|    als  Erzeugende   der  andern 

"^gtlachar  liegt,  weil  1 12    sämtlichen  Erzeugenden  |pii|  be- 

S*^net.     Der  Punkt  p   in  der  testen   Ebene  |34ö]   durchläuft 

*™o   einen  Kegelschnitt,  die  Durchschnittskurvc  dieser  Ebene 

'^t    dem  Hyperboloid.   Der  Strahl  |ll)|  beschreibt  daher  einen 

■^^gel,    von  welchem  |I2|  ein  Kegelstrahl   ist;  aus   gleichen 

^*"üj)den  beschreibt  der  Strahl  |2j|  einen  Kegel,  dessen  Mittel- 

P**»i,ltt  2  ist,  und  von  dem  1 21 1  ein  Kegelstrahl  wird.  Der  Punkt 

fct>«»cb^eibt  folglich  die  Durchdringungs kurve  zweier  Kegel 
Und  2,  welche  in  der  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte 
keo  geiBeinschafÜicben  Kegelstrabi  haben,  d.  h.  eine  Kaum- 
*"ve  3.  0.  Dieselbe  geht  durch  die  Mittelpunkte  1  2  der 
"**i*Jen  Kegel,  ferner  durch  die  Punkt«  45,  weil  diese  Punkte 
**uf^  dem  Hyperboloid  $"*  und  auf  der  Schnittlinie  der  Ebenen 
L^4t(]  und  [456]  liegen,  endlich  auch  durch  die  Punkte  3 
">*<i  U,  wie  wir  leicht  aus  dem  Konstruktionsschema  ablesen 
*«>K»jien,  wenn  wir  der  Ebene  6  einmal  die  besondere  Lage 
Ll^S]  und  das  andere  Mal  die  besondere  Lage  [I^Ü]  geben. 
2)  Wir  können  aber  noch  auf  eine  «weite  Art  den  un- 
^^Icannteu  siebenten  Punkt  x  unserer  Itaumkurve  ermitteln. 
:  willkürlich  durch  |12|  gelegt«  Ebene; 

'tisit  den  Punkt  ii,  der  aufserdem  auf  der  (ieraden  |45|  liegt, 
>  ist  11  <=  (i,  |45|)  bekannt;  da  aber  a  I  u  1  in  einer  Ebene 
i*U,  ?oo  der  wir  drei  Punkte  a  ii  1  kennen,  und  t  gleichzeitig  in 
i  liegt,  HO  ist  auch  1  bekannt;  da  in  gleicher  Weise  u  1>  b  2 
filier  Ebene  liegeu,  von  der  wir  drei  Punkte  u  b  2  kennen, 
***^    x?  gleichzeitig  in  |56|  liegt,  so  ist  auch  u  bekannt.     Die 
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fl2ir,     [cir,     :23r: 

schneiden  sich   aber   uach    dem  obigen  Schema  in  dem 
.suchten  Punkte  r. 

Die  Konstruktion  gestaltet  sich  also  folgendermaiäen: 

Mau  lege  durch    12    eine  beliebige  Ebene  $, 
stimme  den  Schnittpunkt: 

U  =  (1,145;), 

femer  die  Ebenen: 

[lau]  =  i?        [2bu]  =  f 

[wo  a  =  (  23  ,  1561] j  und  b  =  (  61  ,  [234] i  bedeuten]: 
ermittelt  man  sodann  die  Schnittpunkte: 

(fl,  34!)  =  t        a,56;)  =  r, 

so  schneiden  sich  die  drei  Ebenen: 

[61t]        [12u]        [23r: 

in  dem  gesuchten  Punkte  ^  ^^^  Raumkurve,  welch 
in  der  Ebene  (  auTser  12  noch  enthalten  ist 

Wir  erkennen  leicht,  dafs  mit  der  Drehung  der  Eben 
um  die  feste  Axe  '■  12    der  vemnderliche  Punkt  r  die  ga 
Raumkurve  3.  0.  durchläuft.   Deun  das  von  der  Ebene  i 
schriebene  Ebeneubüschel  schneidet  auf  der  Geraden   45  e 
Punktreihe  u  aus,  mit  welcher  die  von  den  Ebenen  17  nncK 
um    die    festen  Axen   jlaj  und  |2bi   beschriebenen   Eben 
büschel  perspektivisch  liegen;  die  von  den  Punkten  t   und 
auf  den  geraden  Trägern    34    und  56 1  beschriebenen 
reihen  sind  daher  auch  mit  der  von  u  beschriebenen  Fan 
reihe  projektivisch,  und  die  drei  Ebenen: 

[61t]       [12u]       [23 1^] 

beschreiben    daher  drei   projektivische  Ebenenbüschel,    de 
Erzeugnis  die   Ilaumkurvc  3.   0.  ist;  denn  die  beiden   e 
Ebencnbüschel  erzeugen  einen  Kegel,   dessen  Mittelpunkt 
und    von    dem  [12    ein  Kegelstrahl    ist;    die    beiden   le 
Ebenenbüschel   erzeugen   einen   Kegel,   dessen  Mittelpunkt 
und  von  dem  ein  Kegelstrahl  21   ist;  folglich  ist  das  Erzeugi^^ 
aller    drei   Ebenenbüschel    die    Durchdringungskurve    zwei 
Kegel  1  und  2,  welche  in  der  Verbindungslinie  ihrer  Mit 
punkte   einen   gemeinsamen   Kegelstrahl  haben,    d.    b.    ei 
Banmkarve  3.  0.     Dieselbe   geht  durch  die  sechs  gegeben 
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nkte,  nämlich  durch  die  Mittelpunkte  12  der  beiden  Kegel 

d  durch  die  vier  übrigen   Punkte  3  4  5  6,    wie  wir  leicht 

s  dem  obigen  Konstruktionsschema  ablesen   können,  wenn 

r  insbesondere    die    veränderliche  Ebene  |   die   Lage   von 

(  1  ^3],  [124],  [125]  und  [126]  annehmen  lassen. 

Eine  andere  in  ihrer  vollständigen  Ausführung  zwar 
nid^ht  einfachere,  aber  in  ihrer  Aussprache  bequemere  Kon- 
sti:— wktion  eines  bdiiebigen  siebenten  Punktes  der  durch  sechs 
S^^ebene  Punkte  bestimmten  llaumkurve  3.  0.  ergiebt  sich 
:ieendermar8en: 

Denken  wir  uns  die  willkürlich  durch  1 12|  gelegte  Ebene 

I  =  [i2r], 

welcher    der    dritte    Punkt   j:    gesucht    wird,    von   dem 

gel  geschnitten,  dessen  Mittelpunkt  3  ist  und  der  durch 

Raumkurve  gelegt  werden   kann,   also  die  Kegelstrahlen 

|3i|,  !32!,  |34j,  .35|,  |36|,  so  werden  dem  Durchschnittskegel- 

nitt  zwei  Dreiecke  einbeschrieben  sein,  nämlich  das  Dreieck 

^^  "X  und  das  Dreieck ,  dessen  Ecken  sind : 

(|,|34|)      (g,|351)      (g,i36|), 

^^*  aber  bekanntlich  die  sechs  Seiten  zweier  Dreiecke,  deren 
"**<ilieü  auf  einem  Kegelschnitt  liegen,  selbst  einen  neuen 
^Igelschnitt  berühren  (Th.  d.  K.  S.  129),  so  werden  die 
®öcili8  Geraden: 

^        |12|,    IUI,    \2x\,        il,[345J|     |g,[346]|     ,g,[356]| 

Agenten  eines  Kegelschnitts  sein. 

Vertauschen  wir  aber  die  Punkte  3  und  4  mit  einander, 
ffir  die  Betrachtung  der  Raumkurve  und  ihrer  Durch- 
^^Ixnittsebene  |  irrelevant  ist,  so  sehen  wir,  dafs  auch  die  sechs 
^^ImitÜinien: 

|12|,    IUI,    m,        |g,[435]|     |g,[436]|     jg,  [456]| 
^*genten  eines  Kegelschnitts  sein  müssen,  welcher  oflFenbar 
J^^'ti  dem  vorigen  identisch  ist,  weil  er  mit  demselben  fünf 
^^agenten  gemein  hat.   Hieraus  folgt  also,  dafs  dieser  Kegel- 
^^Ivnitt  die  fttnf  Tangenten  hat: 

|12|     |S,[345]|     |g,[346]|     |g,[356]|    |g,[456]|^ 
^^^  durch  diese  5  Tangenten  eben  bestimmt  wird;  die  beiden 
^^^gen  aus  den  Punkten  1  und  2  der  Tangente  |12|  an  den 
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Kegelschnitt  .gelegteu  Tangenten  schneiden  sich  in  dem  f ^. 

suchten    Punkte    r^  und    wir    haben    daher    folgende    KcnzDii- 
struktion :  *) 

Mau    lege    durch   \\2[   eine    beliebige  Ebene         |, 
welche  von  den  vier  Ebenen: 

[345]      [346]      [356]      [456], 

welche  die  übrigen   vier  gegebenen  Punkte   34^3  6 

der  Raumkurve  verbinden,  in  vier  geraden  Lini    ^n 

geschnitten  wird.    Diese  vier  Geraden  und  die  V^  r- 

bindungslinie  1 12,  bestimmen  als  Tangenten  ein.  ^^ 

Kegelschnitt;  aus  den  beiden  Punkten  l  und  2  geh  ^  ^ 

an  diesen  Kegelschnitt  noch  zwei  Tangenten  auf^  ^  ^ 

|12|  und  der  Schnittpunkt  derselben   (\lx,    2x\)    i  ^* 

der   gesuchte  dritte  Punkt  der   Raumkurve  in  A  ^^ 

Ebene  |. 

Wenn  sechs  Punkte  12  3  4  5  6  einer  O^^  mit  einem 

liebigen  Punkte  r  derselben  verbunden  werden,  so  gehö: 

die  6  Strahlen: 

r  11,2,3,4,5,61 

einem  Kegel  2.  0.  r^^^   an    und    bilden    ein    demselben   ^i*^' 

beschriebenes  Sechskant,  für  welches  der  auf  den  Kegel  m 

gedehnte    Pascal  sehe  Satz    gilt,   wonach    die    drei  Sehn. 

linien  der  Ebenen: 

[rl2J     und     [r45] 

[r  23]     und    [r  56] 

[r341     und     [r61] 

in  einer  durch  v  gehenden  Ebene  e  liegen  müssen.    Hal^' 
wir    die    zur   Bestimmung    der    O'-^^   notwendigen    und 
reichenden  Punkte  12345t>  fest,  verändern  aber  den  Punt^ 
auf  ('^^\  so  verändert  sich  mit   ihm   auch   die  Ebene  *. 
nun  nach  S.  232  die  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen  fr  12] 
[r45|  ein  Hyperboloid  yy-^  beschreibt,  aufweichen!  Ot'*  li< 
und  die  Schnittlinie  der  Ebenen  '  r23]  und  [v56]  ein  zwei 

Hyperboloid  Sp['^  beschreibt,  auf  welchem  auch  C^  h^gty 

müssen  diese  beiden  Hyperboloide  eine  Erzeugende  /  gem^ 
haben,  deren  Konstruktion  oben  (S.  23H)  angegeben  ist.    Di< 

*)  ChMioft  1.  c. 
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Eonstraktion  sagt  aber  geradezu  aus,  dass  l  in  der  Ebene  s 
liegt;  also  auch  umgekehrt  £  durch  die  feste  Gerade  l  gehen 
muls.    Wir  erhalten  also  folgenden  Satz: 

Ist  einer  ßaumkurve  CP^  ein  Sechseck  12  3  4  5  6 
einbeschrieben  und  verbindet  man  einen  beliebigen 
Punkt  X  <ler  0'>mit  den  gegenüber  liegenden  Seiten 
des  Sechsecks  |12U34|;  |23|;|45|;  |34|;  |56|  durch 
EbenenpaarC;  so  liegen  die  drei  Schnittlinien  der- 
selben iii  einer  Ebene  e.  Bei  der  Veränderung  von 
X  auf  der  Baumkurve  CP^  dreht  sich  die  Ebene  e  um 
eine  feste  Gerade,  weche  Sekante  der  Raumkurve 
C^^  ist.     (Cremona  1.  c.) 

Ist  ein  einfaches  Hyperboloid  Q^^>  gegeben,  auf  welchem 
ein  Raumkurve  3.  0.  0^>  gezeichnet  werden  soll,  so  darf 
man  nur  fünf  Punkte  I2  34Ö  desselben  willkürlich  an- 
nehmen, durch  die  0^>  gehen  soll;  denn  nimmt  man  zwei 
beliebige  Erzeugende  l^  I2  einer  Regelschar  und  setzt  drei 
Ebenenbüschel,  deren  Äxen  l^l^  und  |45|  sind,  in  solche 
projektivische  Beziehung,  da& 

Z,  [1.2,3]  Ä  ^2(1,2,3]  A  |45|[1,2,3J, 

d.  h.  die  Ebenen  nach  1,  2,  3,  entsprechende  sind,  dann  erzeu- 
gen diese  drei  projekti vischen  Ebenenbüschel  eine  0^>,  welche 
auf  dem  gegebenen  Hyperboloid  $('>  liegt,  vorausgesetzt,  dafs 
die  Verbindungslinie  { 45  |  selbst  keine  Erzeugende  des  Hyper- 
boloids ist.  In  gleicher  Weise  kann  man  an  Stelle  von  Z,  I2 
zwei  Erzeugende  ^,(72  der  andern  Regelschar  wählen  und 
erhalt  dadurch  eine  zweite  Raumkurve  &^^  auf  demselben  Hy- 
perboloid, welche  durch  die  fünf  gegebenen  Punkte  geht;  die 
eine  Raumkurve  begegnet  der  Regelschar  l*  in  je  zwei,  der 
Regelschar  g*  nur  in  je  einem  Punkte,  die  andere  Raumkurve 
umgekehrt  der  Regelschar  g*  in  je  zwei,  der  Regelschar  l' 
nur  in  je  einem  Punkte.    Also: 

Durch  fünf  Punkte  eines  einfachen  Hyper- 
boloids lassen  sich  zwei  Raumkurven  dritter  Ord- 
nung legen,  welche  demselben  ganz  angehören. 
Dieselbe  Regelschar  des  Hyperboloids  trifft  alle- 
mal die  eine  Raumkurve  in  je  zwei,  die  andere  in 
je  einem  Punkte. 
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Stellen  wir  uns  die  umgekehrte  Frage: 

Auf  einem  gegebenen  Hyperboloid    $<^>  liege 

zwei  Raumkurven  dritter  Ordnung  (P^  und  C|'^;wi 

viel    gemeinschaftliche   Punkte    können   dieselbe 
im  allgemeinen  haben? 

so   können  hierbei    zwei   wesentlich    verschiedene  Falle  ein 
treten,  entweder 

I.  die    Raumkurve   C'^"^^  begegnet   allen  Erzengenden  /- 
der  einen  iiegelschar  des  Hyperboloids  in  je  zwei  Ponkten^ 
allen  Erzeugenden  g*  also  nur  in  je  einem  Punkte,  und  di 

Raumkurvc    (.^^^   begegnet  umgekehrt   allen  Erzeugenden   T 

nur  in  je  einem  Punkte,  dagegen  allen  Erzeugenden  g*  in  j 
zwei  Punkten,  oder 

II,  die  Raumkurve  O^^  begegnet  allen   Erzeugenden 
in  je   zwei  Punkten  und  daher  allen  Erzeugenden  g*  nur  L 

je  einem  Punkte,  und  die  Raumkurve  Cf^^  begegnet  ebenfal 

allen  l'  in  je  zwei,  allen  g*  in  je  einem  Punkte. 

Der  erste  Fall  ist  derjenige,  welcher  vorhin  auftrat.  Nehme,      p 
wir  nun,  um  die  vorgelegte  Frage  zu  beantworten,  einen  belieb^^i* 

gen  Punkt  o  der  Raumkurve  0^\  so  gehen  durch  ihn  zwei  £ ^" 

zeugende  /"  und  (/*'  des  Hyperboloids  f^^^\     Verbinden  wir  ^ 

mit  allen  l^lnkten  der  Raumkurve  C^''>  durch  Strahlen,  so  e:_   ^'" 
halten  wir  einen  Kegel  2.  0.  Äi*>;  verbinden  wir  c  mit  jlk       ^^ 

Punkten  der  Raumkurve  CJ'^ ,  so  erhalten  wir  (S.  234)  eine-g^" 
Kegel  Äj'^  dritten  Grades  mit  einem  Doppelstrahl;  derselb^c'^^^ 
ist  im  Falle  I.  der  Strahl  g'\  im  Falle  II.  der  Strahl  P.  Bm^  ^^^ 
trachten  wir  nun  zuerst  den  Fall  I.,  so  haben  die  l>eiden  Keg^  '^S^^ 
fi<^  und  ft/  *len  gemeinschaftlichen  Strahl  P,  welcher  dui*  ^^ 
O^^  in  zwei,  der  Cj^'  nur  in  einem  Punkte  begegnet;  au&e*'  ^^' 
dem  haben  diese  beiden  konzentrischen  Kegel  zweiten  un^^^^ 
dritten  Grades  also  noch  5  gemeinschaftliche  Strahlen,  un-^^*' 
diese  müssen  durch  die  gemeinschaftlichen  Punkte  der  beide  ""^^^ 
Kaumkurven   H^*  und   ^"J"    hindurchgehen;    denn    träfe    ei.        ° 

solcher  Strahl«  welcher   beiden  Raumkurven   begegnen  muC 
dieselben  in  zwei  verschiedenen  Punkten,  so  enthielte  er 
Punkte  des  Hyperboloids  S^^^\  niülste  also  eine  Erzeugend 
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sein,  was  picht  der  Fall  ist.    Also  schneiden  sich  im  Falle  I. 
die     beiden  Raumkurven    im    allgemeinen   in   fünf  Punkten. 

Dagegen  haben  im  Falle  II.   die   beiden  Kegel  Ä^^^  und  ff|'^ 

ebenfalls  den  gemeinschaftlichen  Strahl  l^,  dieser  ist  aber  für 

Jeiü    Kegel  ftf^  Doppelstrahl,  folglich  können  dieselben  aulser- 

^Gxx\    nur  noch  vier  gemeinschaftliche  Strahlen  haben,  welche 

J 11  roh  die  gemeinschaftlichen  Punkte  der  Kurven  G^^  und  Ö^^ 

"i^icJurchgehen  müssen,  wie  wir  eben  gesehen  haben.  Also 
solurieiden  sich  im  Falle  II.  die  beiden  Raumkurven  nur  in 
^^^^    Punkten.     Wir  haben  also  folgendes  Resultat: 

Liegen  auf  einem  Hyperboloid  §<*)  zwei  Raum- 

'^  ^  1^  Ten    O^    und  C^^\  und  begegnet  die  eine   Raum- 

^Hx*Te  (?'>  den  Erzeugenden  i*der  einen  Regelschar 

^*^    j  e  zwei  Punkten,  dagegen  Cf^^  den    Erzeugenden 

;  ^=^  tir  in  je  einem  Punkte,  so  haben  die  Raumkurven 
^  ^*^       allgemeinen    fünf    gemeinschaftliche    Punkte. 

nn  dagegen   beide  Raumkurven  (J^^  und  Cj^^  der- 

*^  1  fcen  Regelschar  l'  in  je  zwei  Punkten  begegnen, 
*o  H^ben  die  Raumkurven  im  allgemeinen  nur  vier 
S^xneinschaftliche  Punkte. 

Dies  Resultat  läfst  sich  noch  anders  auffassen,  wenn  wir 
^Ämlich  von  dem  Hyperboloid  noch  zwei  Erzeugende  hinzu- 
^^liinen,  entweder  l  und  l^,  die  derselben  Regelschar,  oder  l 
^Mx^i  g^^  die  verschiedenen  Regelscharen  angehören.   Begegnen 

^*^H  nämlich  die  beiden  Raumkurven  O^^  und  6'^,^'  nur  in  vier 

"tankten  auf  dem  Hyperboloid  $^*>,  so  können  wir  C^^>  und  l 

«ine  Raumkurve  4.  0.  O*^  auffassen,  die  in  eine  Gerade 

eine  Kaumkurve  3.  0.  zerfallen  ist,  ebenso  das  Ensemble 

\  on    (M3)  ^jj j  ^^ ,  ^^  jj^jj  03)  ^^^^^  i^  jjj  2wei  Punkten  begegnet 

uxid    Q^)  g^^gjj   i  jjj   2wei  Punkten   triflft,    so  folgt,    dafs    die 
^uen  Raumkurven  4.  0.; 

(?«)  und  l,  Cf^  und  i, 

demselben  Hyperboloid  acht  Punkte  gemein  haben. 
I-Hwselbe  folgt  auch  im  zweiten  Falle,  wenn  O^^  und  6^^'^ 
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fünf  Punkte  gemeinschaftlich  haben;  wir  müssen  aber  dan^^n 
für  die  beiden  zerfallenden  Raumkurven  4.  0.: 

C<3)  und  l,  Cf^  und  jr, 

nehmen,   dann  schneiden  sich  nämlich  0^>  und  Cf^^  in  f&^=zif 

Punkten,  C<^>  und  </,  in  einem,  Cf^^  und  l  in  einem,  und         / 

und  (/j  in  einem  Punkte,  was  zusammen  ebenfalls  acht  gemein^Bi- 
schaftliche  Punkte  ausmacht. 

Umgekehrt  können   wir   schliefsen,    dafs   durch   zw   -^i 

llaumkurven  dritter  Ordnung   O^^  und  C^\  die  fü^Kif 

Punkte  gemeinschaftlich  haben,  immer  ein  Hype  t- 
boloid  gelegt  werden  kann.  Denn  nehmen  wir  ein^  ^o 
beliebigen  Punkt  p    der  ersten  Raumkurve,    so  können 

durch  p   die   einzige  Sekante  g^  der  anderen  Raumkurve 

(S.  234)  ziehen  und  durch  diese  Sekante  g^  und  die  Ranmkuc*  re 
O^^  das  einzige  Hyperboloid  J^(^^  legen;   welches  gleichzei "fcig 

durch  die  Eaumkurve  C[^^  gehen  muis,   weil  dieselbe  8ieb>^^n 

Punkte  mit  dem  Hyperboloid  Jkp^^^  gemein  hat  (wie  aus  eiK»er 
sogleich  folgenden  Bemerkung  hervorgeht).  Die  Gerade  ^t 
kann  nicht  gleichzeitig  Sekante  der  ersten  Raumkurve  C^^"^ 
sein,  denn  sonst  könnten  auf  dem  Hyperboloid  Jp^*^  die  beiA  «* 

Itaumkurvcn  O^^  und  Cj'*^  nicht  fünf,  sondern  nur  vier  Pun'Ä^te 
gemein  haben. 

Wir  können  uns  nun   leicht  zwei  Raumkurven  O^^  i^nd 

^[^^  herstellen,  die  fünf  Punkte  gemeinschaftlich  haben,  w^  iin 

wir    nämlich    im    Haume   sieben    von    einander  uuabhäng'^S^ 

Punkte 

12  3  4  5  6  7 

willkürlich  annehmen  und  einmal  durch  die  Punkte  123+    ^^ 
eine  Kaumkurve  (y^  legen,  die  dadurch  vollkommen  bestiff»  ^^ 
wird,  und  sodann  durch  7  die  einzige  Sekante  derselben  zieK^''* 
die  (forade  /,  zweitens  aber  durch  die  Punicte   123457  e-i^^ 
Itaumkurve   Cf^^  lo<?en,  die  ebenfalls  dadurch  gerade  bestiirm'nt 

ist,  und  durch  den  Punkt  G  die  einzige  k>ekante  //,  derselbe**« 
Dann    wissen   wir,    dafs    beide    Haumkurveu    auf   demselb^'i 
Hyperboloid  liegen,  auf  welchem  auch   die  Cieraden  /  und  9i 
sich  befinden  müssen ,  weil  sie  je  drei  Punkte  dieses  Hyp^'^ 
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boloids  enthalten,  und  gleichfalls  wissen  wir  aus  dem  Obigen^ 

da(s  l  und  gi  verschiedenen  Regelscharen  angehören;  folglich 

sich  treffen  mQssen;  wir  erhalten  daher  den  bemerken  werten 

Satz: 

Wenn  7  beliebige  Punkte  willkürlich  im  Räume 

gegeben  sind: 

1234567 

und  man  1)  durch  die  Punkte  123456  die  Raum- 
kur-ye  (ß^  und  durch  7  die  einzige  Sekante  l  der- 
selben,   2)    durch    die    Punkte    123457    die   Raum- 

kuir?e  Cj'^  und  durch  6  die  einzige  Sekante  g^  der- 
lei benlegt,  dann  müssen  sich  die  beidenGeraden  l 
un  cj  g^  notwendig  in  einem  achten  Punkte  treffen.*) 
Das  Yorige  Ergebnis  beantwortet  zugleich  eine  Frage,  die 
sicH  auch  sonst  noch  darbietet  (§  71): 

Es  sind  vier  projektivische  Ebenenbüschel  im 

ß-Äume   beliebig   gegeben,  deren  Axen    lil2lzh    sich 

**i  oht  treffen.   Wie  oft  kommt  es  vor,  dafs  vier  ent- 

®pirechendeEbenen  sich  in  einem  Punkteschneiden? 

Die   drei    projektivischen    Ebenenbüschel    ii[Si],  ^Vot]? 

^3  C6j]  erzeugen  eine  Raumkurve  3.  0.  O^^,  die  drei  projekti- 

"^i^chen  Ebenenbüschel  l^  BJ,  tj  [^t]}  h  [J04]  erzeugen  eine  zweite 

'•Äiiiiikurve  3.  0.  Cj^^ ;  beide  liegen  auf  dem  Hyperboloid  §<*) , 

"Welches  die  beiden  projektivischen  Ebenenbüschel  it[5i]  und 
^  CSj]  erzeugen,  und  beide  begegnen  den  Erzeugenden  l^  und 

^  in  je  zwei  Punkten,  folglich  können  C^^^  und  &^^  nach 
Qeui  vorigen  Satze  nur  vier  gemeinschaftliche  Punkte  haben, 
äIbo  kommt  es  im  allgemeinen  nur  viermal  vor, 
^afe  vier  entsprechende  Ebenen  von  vier  projekti- 
*Äclien  Ebenenbüscheln  durch  einen  und  den- 
*^lben  Punkt  gehen. 

Schliefslich  bemerken    wir  noch,    dafs  eine   Raumkurve 
O.    O^^    mit    einem    beliebig    angenommenen    Hyperbo- 


g  *)  Vergl.  Uesse:  Über  die  lineare  Konstruktion  des  achten 
^onittponktcs  dreier  Oberflächen  2.  0.,  wenn  sieben  Schnittpunkte 
ft  5^^1ben  gegeben  sind,  Crelle'B  Journal  f.  r.  u.  a.  Mathematik. 
"^-  XJtVI,  8.  147. 
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loid    $<*^    im    allgemeinen    höchstens    sechs    Punkte  gerne— 
haben  kann,  ohne  ganz  auf  dem  Hyperboloid  zu  liegen,  ui 
umgekehrt:     Wenn    eine  Raumkurve    0*>    mit   eine 
Hyperboloid   S^^^   sieben    Punkte   gemeinschaftli< 
hat,    so    liegt    sie   ganz    auf  demselben.     Denn   sei« 
sieben  Punkte  12  3  4  5  6  7  einer  Raumkurve  (P^  auf  eine** 
Hyperboloid  S^^^^  gelegen,  so  gehen  durch  den  Punkt  1 
Erzeugende  g^   und   /,  des  Hyperboloids  $^*L     Begegnet  ut 
1)  eine  derselben   z.   B.   Z,   der  C^^)   noch   in  einem  zweit«^*^ 
Punkte,    so    lassen    sich    durch  l^   und   C^^>    unendlich    vi^  ^^ 

Hyperboloide   legen  (S.  232);   sei   eines  derselben   J^J*^   dt 

haben  die  beiden  Hyperboloide  Jp^^^  und  J^J*^  eine  Erzeugen! 

/,  gemein,  schneiden  sich  daher  noch  in  einer  Raumki 
3.  0.,  welche  mit  O^^  identisch  sein  muis,  weil  sie  dur< 
die  sechs  Punkte  2  3  4  5  6  7  geht,  durch  welche  nur  eil 
Raumkurve  O^^  gehen  kann,  die  dadurch  eben  bestimi 
wird;  folglich  liegt  0^>  ganz  auf  $<*>  und  begegnet  d 
l^  in  zwei  Punkten.  Begegnet  aber  2)  keine  der  £ 
zeugenden  g^  und  /,  der  Raum  kurve  C^^^  in  einem  zweiti 
Punkte,  und  nehmen  wir  eine  derselben  g^^  so  läfst  sich, 
wir  wissen  (S.  233)    durch  //,   und  6'^^  nur  ein  einziges 

stimmtes  Hyperboloid  Jr)J*^  legen.    Dieses  muis  identisch  se: 

mit  .^<*^;  denn  wären  »^<*>  und  .^p[^^  von  einander  verschiede 

so  miUsten   sie   sich   aufser  in  //,  noch   in   einer  Raumkui 
3.  0.  schneiden,  welche  mit  C'*^  zusammenfallen  müfste,  w< 
sie  durch  die  sechs  Punkte  23  45  6  7,  welche  t<ie  enthalt 
soll,  gerade   bestimmt    wird.     Diese   Raumkurve    C*'>    mQls 
aber  der  //,  in  zwei  Punkten  begi'gnen  (S.  238),   was  geg< 

unsere  Voraussetzung   ist.     Also  kann   .^Pj'^  mit  »<)<*^  nur  ide: 

tisch  sein,  folglich  nuil's  C*"  ganz  auf  dem  Hyperboloid  1^ 
liegen  und  wird  daher  der  /,  noch  in  einem  zweiten  Punk 
begegnen.  • 

§  33.    Einige  Eonstruktionon   der  Raumkurve 

gegebener  Punkte  und  Sekanten  derselben. 

Man  kann  als  Bestinimungsstücke  zur  Konstruktion  ein 
Raumkurve  dritter  Ordnung  aulser  Punkten  derselben   au 
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Sekanten,  d.  h.  solche  Gerade  wählen ^  welche  ihr  in  zwei 
(reellen  oder  konjagiert-imaginären)  Punkten  begegnen^  oder 
welche  auf  sämtlichen  durch  die  Raumkurve  gelegten  Hyper- 
boloiden jedesmal  diejenige  Regelschar  bilden ,  deren  Erzeu- 
gende der  Raumkurve  in  je  zwei  Punkten  begegnen. 

Während  die  Konstruktion  der  Raumkurve  C^^^  durch 
sechs  gegebene  Punkte  a^  a.^  a^^  a^  a^  a^  zurückkommt  auf  die 
Ermittelung  je.  dreier  entsprechenden  Ebenen  in  drei  projek- 
tivischen  Ebenenbüscheln: 

deren  projektivische  Beziehung  allemal  durch  drei  Paare  ent- 
sprechender Ebenen  bestimmt  wird;  bietet  sich  uns  jetzt  als 
erste  Aufgabe  folgende  dar: 

Es  sind  eine  Gerade  Ij  und  fünf  Punkte  aia2a3a4a5 
beliebig  im  Räume  gegeben;  es  soll  eine  Raum- 
kurve 3.  0.  konstruiert  werden,  welche  durch  die 
gegebenen  Punkte  geht  und  die  gegebene  Gerade 
2i  zur  Sekante  hat. 

Da  es  darauf  ankommt;  zwei  solche  Hyperboloide  zu 
ermitteln;  welche  eine  Erzeugende  gemeinschaftlich  haben^ 
und  deren  übriger  Schnitt  durch  die  gegebenen  Punkte  geht; 
so  werden  wir  einmal  die  Ebenenbüschel  projektivisch  setzen : 

^iKajaaJ  A  |a4a5|  [aiajag], 

deren  entsprechende  Elementenpaare  die  Projektivität  gerade 

bestimmen;  dieselben  erzeugen  ein  Hyperboloid  ^]^,  welches 

2|  und  |45|  zu  Erzeugenden  hat  und  durch  die  Punkte  a,  a^  VI3 
geht.     Zweitens  werden  wir  die  Ebenenbüschel  projektivisch 

setzen: 

^i[Äia2a4]  A  laga^l  [aja2a4]; 

dieselben  erzeugen  ein  Hyperboloid  ^3^^;  welches  Zj  und  j35| 

KU  Elrzeugenden  hat  und  durch  die  Punkte  a^  aj  a4  geht. 
Diese  beiden  Hyperboloide  haben  aufser  der  gemeinschaft- 
lichen Erzeugenden  {|  noch  eine  Raumkurve  3.  ü.  ge- 
mein;  welche  offenbar  durch  die  fünf  Punkte  a,  aj  a3  a4  a^ 
gehen  muls  und  die  Erzeugende  l^  zur  Sekante  hat,  folglich 
den  Anforderungen  der  Aufgabe  genügt.  Durch  die  beiden 
bekannten  Hyperboloide  ist  die  Raumkurve  C^^)   nach  S.  228 
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lineax'  zu  konstruieren  ^  indem  wir  um  ?,  eine  yeranderlicl 
Ebene  drehen  und  die  beiden  ihr  entsprechenden  Ebenen  ai 
den  oben  bestimmten  projektiyischen  Büscheln  ermitteln,  w 
durch  als  Schnittpunkt  solcher  drei  entsprechenden  Eben^^^Ti 
der  veränderliche  dritte  Punkt  der  Raumkurve  in  der  dor^ids.!! 
/,  gelegten  Ebene  hervorgeht. 

Wir  können  uns  aber  zur  Lösung  der  vorgelegten  Ai 
gäbe  auch  der  andern  auf  S.  246  gegebenen  Eonstrukti« 
bedienen  und  so  verfahren: 

Man  lege  durch  l^  eine  beliebige  Ebene  €,  welche  vi 
den  Ebenen  [123]   [124]   [134]  [234]  in  vier  Geraden 
schnitten  wird,  welche  mit  ly  als  fünf  Tangenten  eines  Keg* 
Schnitts  £'<^)  aufgefafst;  denselben  eindeutig  bestimmen. 
Ebene  s  wird  andererseits  von  den  vier  Ebenen  [123]  [1 
[135J  [235]   in  vier  Geraden  geschnitten,  welche  mit  /| 

sammeu  einen  zweiten  Kegelschnitt  ^f^  umhüllen,  der  dui 

diese  fünf  Tangenten  vollständig  bestimmt  wird.    Beide  Keg< 

schnitte  St^^^   und   !k^P    haben  /,   und  die  Schnittlinie  voim         ' 

mit  [123]  als  zwei  gemeinschaftliche  Tangenten,  mithin  n9<^^  " 
zwei  andere  gemeinschaftliche  Tangenten,  deren  Schnittpui^B^t 
X  der  einzige  in  der  durch  l^  gelegten  Ebene  c  enthaltene  PuebI"^^ 
der  6^^'  ist.     Dieser  Punkt  y  ist   auf  bekannte  Weise  lim 
zu  konstruieren,  uud  demgemlUs  durch  Drehung  der  El>en& 
um  die  Axe  /^  die  ganze  Raumkurve  6*^^^ 

Stellt  man  sich  als  zweite  Aufgabe  diese:  Eine  Kau 
kurve    C^^^   zu   konstruieren,    welche    zwei   gegebene 
/,  /j  zu  Sekanten  haben   und  durch  vier  Punkte  a^  a^  a^     «^  * 
gehen  soll,  so  ist  diese  Aufgabe  überbestimmt,  denn  es  müf«**^ 
sich   ein  Hyperboloid   durch   die   beiden  Erzeugenden   /,   il«^*^ 
/.^  und  die  vier  Punkte  a,  a.^  vij  a,  legen  lassen,  was  eine  Ö^ 
dingung  zwischen    den    gegebenen   Elementen   erfordert, 
das   Hyperboloid    durch    /,  l^    und    a,  a^  a-^    schon    bestim«*** 
wird,    also   der   Punkt    a^    nicht  mehr  frei   gewählt  werd^** 
kann  (S.  1()6).     Ist   aber   diese   Bedingung   erfüllt,  dafs  Ig  *- 
Erzeugende  eines  Hyperboloids  sind,  welches  durch   a,  a^a^  •*-■ 
geht,  dann  giebt  es  unendlich  viele  Rauinkurven  O^^,  welcl' 
den  Forderungen  der  Aufgabe  genügen,   nämlich  ein  gana 
Büschel  von  Uaumkurven   6^^^,   welche  durch    dieselben  vi' 
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Punkte  ai  a^  d^  ^4  gehen  und  auf  demselben  Hyperboloid 
liegen.  Durch  jeden  beliebigen  fünften  Punkt  des  Hyper- 
boloids geht  nämlich  allemal  eine  und  nur  eine  Raumkurve 
C^  dieses  Büschels ,  welche  den  Erzeugenden  Z,  und  l^  und 
der  ganzen  zu  ihnen  gehörenden  Kegelschar  in  je  zwei  Punkten 
begegnet. 

Die  dritte  Aufgabe,  welche  sich  uns  darbietet,  ist 
die  einfachste,  nämlich:  Eine  Raumkurve  G^^  zu  kon- 
struieren, welche  drei  gegebene  Gerade  l^  Zj  ^3  ^^ 
Sekanten  hat  und  aufserdem  durch  drei  gegebene 
Punkte  ai  a2  a^  hindurchgeht. 

Zur  Losung  derselben  braucht  man  nur  drei  Ebenen- 
büschel in  projektivische  Beziehung  zu  setzen: 

durch  drei  Paare  entsprechender  Elemente  ist  die  projek- 
fciyische  Beziehung  gerade  bestimmt,  ist  diese  also  her- 
gestellt, so  schneiden  sich  immer  drei  entsprechende  Ebenen 
der  projektivischen  Büschel  in  einem  Punkte  der  gesuchten  C^^K 

Die  yierte  Aufgabe  ist  nunmehr  folgende: 

Es  soll  eine  Raumkurve  C^^>  konstruiert  werden, 
von  welcher  vier  Sekanten  Zi  ^2  ^3  ^4  ^^^  zwei  Punkte 
cti  O)  gegeben  sind. 

Wir  suchen  zwei  Hyperboloide  zu  ermitteln,  von  denen 
eines  die  Erzeugenden  Z|  und  Z,,  das  andere  die  Erzeugenden 
l^  und  Z4  hat,  die  beide  durch  die  gegebenen  Punkte  a|  ^2 
gehen  und  aufserdem  eine  gemeinschaftliche  Erzeugende  haben, 
die  zu  derselben  Begelschar  wie  Z]  und  Z2  in  dem  einen,  Z3 
and  l^  in  dem  andern  Hyperboloid  gehört  und  ebenso  wie 
jene  der  Raumkurve  C^^  in  welcher  sich  die  beiden  Hyper- 
boloide aufserdem  schneiden,  in  zwei  Punkten  begegnet. 

Um  diesen  Forderungen  zu  genügen,  ziehen  wir  durch  ai 
diejenige  Gerade  a^,  welche  den  beiden  Geraden  Zj  und  Zj 
begegnet,  und  ebenso  diejenige  Gerade  b^ ,  welche  den  beiden 
Geraden  Z3  und  Z4  begegnet;  also  wir  bestimmen  die  Schnitt- 
linien: 

|[Z,ai],  [Z2a,]|  =  a,      [[Zga,],  [Z4a,]|  =  6,; 
a,  mufs  eine  Erzeugende  des  ersten,  &,  eine  Erzeugende  des 
zweiten  Hyperboloids  sein. 
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In  gleicher  Weise  ermitteln  wir  die  Schnittlinien: 

dann  mufs  ebenso  rzj  eine  Erzeugende  des  ersten,   fr,  ^^xi< 
Erzeugende  des  zweiten  Hyperboloids  sein. 

Nun  liegen  Uih^  in  einer  Ebene^  weil  beide  durch  a. 
gehen^  ebenso  liegen  02^2  ^  einer  Ebene,  weil  beide  darcii 
a2  gehen.     Wir  bestimmen  die  Schnittlinie: 

|[a,6,],  [a^h^W  =  h 

dann  wird  die  Gerade  {  offenbar  allen  vier  Geraden  a^b^a^hj 
gleichzeitig  begegnen. 

Legen  wir  jetzt  durch  die  drei  Geraden: 

/,  ^2  ^  ^^^  Hyperboloid  Sp^*^ 
und  durch 

^3  l^  l  ein  Hyperboloid  ^^ , 

so  haben  beide  Hyperboloide  auiser  der  gemeinschaftliche 
Erzeugenden  /  eine  Baumkurve  O^^  gemein  ^  welche  die  ge- 
suchte sein  wird ;  denn  das  Hyperboloid  ^[^^  enthalt  die  Ge- 
rade aif  weil  dieselbe  l^  /,  /  gleichzeitig  begegnet,  ebenso  a^; 
das  zweite  Hyperboloid  S^fl  enthalt  die  Erzeugenden  i,  ^^ 

h^]  weil  aber  a^  und  h^  den  Punkt  ci^  gemein  haben,  so  liegt 
derselbe  und  ebenso  a,  auf  beiden  Hyperboloiden,  also  auf  6^^ 
Dnls  aber  /,  /,  l^  1^  Sekanten  der  Raumkurve  O^^  sind,  gekt 
daraus  hervor ,  dais  sie  mit  /  zu  derselben  Regelschar  ge* 
hören,  und  /  die  gemeinschaftliche  Erzeugende  beider  Hyper- 
boloide ist.  Die  l{aumkurve  C'^  genügt  also  den  Forde- 
rungen der  Aufgabe  und  kann,  wie  wir  sehen,  linear  kon- 
struiert werden. 

Tm  beliebig  viele  Punkte  von  ihr  zu  erhalten,  braoekt 
mau  nur  um  die  einmal  konstruierte  Gerade  {  eine  verante- 
liehe  El>ene  §  zu  drehen ,  welche  den  Geraden  /|  I]  (1  '1  ^ 
den  l^unkteu  v,  v^  v^  \\  begegnet,  dann  ist  der  Schnittponkt 

^.  v,r.  ,    rji|  ) 
ein   Punkt    der    gesuchten  Kaumkurve  O^',    weil  er  gleick- 
aeitig  auf  beiden   liy}K^rbi^loiden  v,^'    und   Jf^^  li^. 
Die  wichste  Aufgabe  ;>tellt  die  Forderung: 
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Eine  Raumkurve  O  ^^  zu  konstruieren^  welche 
fünf  gegebene  Sekanten  Z,  1^  l^  l^  Z^  hat  und  durch 
einen  gegebenen  Punkt  aj  geht. 

Wir  suchen  diese  Aufgabe  dadurch  zu  lösen,  dafs  wir 
in  der  Konstruktion  der  vorigen  Aufgabe  den  einen  der 
beiden  gegebenen  Punkte  a2  auf  der  fünften  gegebenen  Ge- 
raden Z5  verändern  und  nachsehen^  ob  der  Fall  eintritt ,  dafs 
die  in  der  vorigen  Aufgabe  konstruierte  Gerade  l  zweimal 
dieselbe  Lage  annimmt,  dann  müfste  offenbar  l^  zweimal  der 
Raumkurve  begegnen,  also  eine  Sekante  sein  für  diejenige 
CP\  welche  gemäfs  der  vorigen  Aufgabe  allen  übrigen  Be- 
dingungen genügt. 

Aus  dem  Anblick  der  vorigen  Konstruktion  ergiebt  sich 
zunächst,  dafs,  während  der  Punkt  aj  die  Gerade  l^  durch- 
lauft^ die  Strahlen  a,  und  h^,  also  auch  die  Ebene  [aj^;}] 
fest  bleiben,  dagegen  aj  und  &2  ^^^i  Regelscharen  beschreiben, 
und  'die  Gerade  l  in  der  Ebene  [ajJ^j]  einen  gewissen  Ort 
umhüllt,  von  dem  zu  ermitteln  ist,  ob  l  zweimal  dieselbe 
Lage  annimmt.  Die  Gerade  l  können  wir  bestimmen  durch 
diejenigen  beiden  Punkte,  in  welchen  aj  und  2^2  ^^^  ^^^^ 
Ebene  €  =  [ai6|]  durchstofsen.    Nennen  wir  die  Treffpunkte: 

(e,  a2)  =  3t      (£,  &2)  =  33, 

so  ist  |9l%{  =  2,  und  bei  der  Bewegung,  welche  wir  uns 
denken^  wird  %  einen  bestimmten  Kegelschnitt  und  iB  einen 
andern  Kegelschnitt  in  Ebene  s  beschreiben,  nämlich  die 
Durchschnittsfiguren  der  Ebene  e  mit  den  Hyperboloiden, 
welche  a^  und  b^  beschreiben.  Auf  diesen  beiden  Kegel- 
schnitten durchlaufen  die  Punkte  ^  und  iB  projektivische 
kmmme  Punktreihen,  denn  die  vier  Ebenen büschel  UiCl^] 
ftftj  [^^2]  P4Ä2]  liegen  mit  der  Punktreihe,  welche  aj 
auf  {5  durchläuft,  perspektivisch.  Ferner  ist  von  vornherein 
ersichtlich,  dafs  einmal  zwei  entsprechende  Punkte  ^jt  und 
93  zusammenfallen  müssen,  nämlich  in  demjenigen  Punkte, 
in  welchem  die  Gerade  h  die  Ebene  €  durchbohrt.  Dieser 
Punkt  ist  offenbar  beiden  Kegelschnitten  gemeinschaftlich 
und  vereinigt  zwei  Punkte  21  und  33;  nennen  wir  ihn  O, 
80  wird  derselbe  noch  nicht  zur  Lösung  der  Aufgabe  führen. 
Denn  die  Raumkurve  C^^\  welche  nach  der  vorigen  Aufgabe 

ScHBOTSXi  Tbeor.  d.  Oberfl.  2.  Ordn.  17 
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eindeutig  bestimmt  ist  durch  die  Sekanten  2,  Z,  l^  l^  und  di 
Punkte  iXy  und  O,  braucht  noch  nicht  die  willkürlich  durcIT 
O  anzunehmende  Gerade  Z5  zur  Sekante  zu  haben.    Verbinder 
wir  aber  C   mit  den  veränderlichen   Punkten  91  und  5P, 
erhalten  wir  in  C  zwei  konzentrische  projektivische  Strahleir 
bUschel;  welche  im  allgemeinen  zwei  Doppelstrahlen  haben 
ein  solcher  Doppelstrahl   verbindet  zwar  zwei  entsprechen« 
Punkte   31  i^   und   geht   zugleich    durch    den   Punkt  O,    i 
welchem    zwei    entsi)rechende    Punkte    51  Ö    vereinigt   sin« 
allein   dieser  Doppelstrahl    als   Gerade   l   in    dem  Sinne   d* 
vorigen   Aufgabe    gewählt    bestimmt   eine    Raumkurve   C^ 
welche  der  Geraden  l  zweimal  begegnet,  folglich  der  Geradi 
Z^,  die  mit  {  den  Punkt  O  allein  gemein  hat,   nur  in  ein< 
Punkte  begegnen  kann. 

Wir  müssen  also  nachsehen,  ob  bei  der  Bewegung  v^bhoo 
a.2  auf  Z5  aulserdem  eine  Verbindungslinie  9tSP  ,  die  nic?=  ht 
durch  O  geht,  mit  einer  andern  Vorbindungslinie  |914^  zwe^Eer 
zusammen  gehörigen  Punkte  koinzidiert.  Bezeichnen  wir  iiJI3ie 
beiden  Kegelschnitte  in  der  Ebene  f,  welche  9t  und  i^ 
schreiben,  durch  W^^  und  i^^^^  und  die  Punktreihen  auf  ihn 
durch : 

(9li3t,9l3  .  .  .  9tx  .  .  .),    (i^  i^2^^.3  .  .  .  93*  .  .  .); 
halten  wir  zwei  dieser  Punkte  9t,„  und  iPm  -f^^st,  und  verbind 
wir  sie  mit  allen  übrigen  9tx  i^x,  so   erhalten  wir  zwei  pi 
jektivi.sche   Strahlenbüschel ,    die    einen  Kegelschnitt  ÄjJ^ 
zeugen;    halten    wir   zwei    andere    Punkte  9(n    und    i^„    fi 
und   verbinden   sie    ebenfalls   mit  allen   übrigen   9Cx   und 
durch  Strahleupaare,  so   erhalten  wir  einen  zweiten 
schnitt  H\^^.     Diese  beiden   Kegelschnitte  Ä{^^  und  Ä{f* 
oflfenbar  zwei  gemeinschaftliche  Punkte,  nämlich  C  und 
Schnittpunkt  ( /ilm^tnl,    ^J^m  i^n  )•   folglich    nocli  eine    imm 
reelle   gemeinschaftliche    Sekante    /,    welche    die    vorgeleg'^ 
Aufgabe  löst.     Denn   die  beiden   übrigen  gemeinschaftlichen 
Punkte  V  und  w  der  Kegelschnitte  >{j^'  und  Mjf*  auf  der  ge- 
meinschaftlichen  Sekante  /  bleiben  unverändert  dieselben,  wie 
wir  auch  die  willkürlich  gewählten  Paare   'ilmi^m   und  JlnJ^i 
▼eriadem  mögen.    In  der  That,    nehmen  wir  einen  dieser 
^Punkte,  Xy  so  schneiden  sich  in  ihm  wegen  des  ersten 
dinitts  zwei  Stralilen   xHm^lmJ  und  \i^m  '^m,   und  gleich- 
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zeitig  wegen  des  zweiten  Kegelschnitts  |3ln2ln.  |  und  |93nS3n,  |. 
Da  nun  alle  Sehnen ,  die  durch  j:  gezogen  werden,  auf  dem 
K^elschnitt  91^')  Punktepaare  ausschneiden ,  die  mit  O  ver- 
bunden eine  Strahleninvolution  liefern,  und  wegen  der  Pro- 
jektivitat  der  Strahlenbüschel  0|9lx|  und  0|33x|,  die  ent- 
sprechenden Punktepaare  auf  dem  Kegelschnitt  ^(^)  mit  D 
▼erbunden,  auch  eine  Strahleninvolution  liefern,  also  ihre 
Sehnen  auch  durch  einen  und  denselben  Punkt  laufen  müssen, 
dieser  Punkt  aber  durch  die  beiden  Sehnen  |3Jm33m.|  und 
j^n^nj  schon  bestimmt  wird  und  derselbe  Punkt  j:  ist,  so 
erkennen  wir,  dafs  alle  durch  x  gezogenen  Sehnen  des  Kegel- 
schnitts 91<*>  zu  entsprechenden  Sehnen  des  Kegelschnitts  ®<*J 
solche  haben,  die  ebenfalls  durch  x  laufen.  Dasselbe  gilt  für 
den  Punkt  9.  Nun  giebt  es  aber  nur  eine  Sehne  \x\)\  in 
dem  Kegelschnitte  ?l<*>,  deren  entsprechende  Sehne  im  Kegel- 
schnitte S<^>  sowohl  durch  x  &Is  auch  durch  X)  gehen  muCs, 
also  schneidet  \xX)\  die  Kegelschnitte  %^^^  und  33^^^  gleich- 
zeitig in  zwei  Paaren  von  entsprechenden  Punkten  21  und  ®.*) 
Diese  Gerade  l  erfüllt  also  die  geforderte  Bedingung  und 
geht  nicht  durch  O.  Legen  wir  daher  durch  l^  I2  und  l  ein 
Hyperboloid  J^JJ,  durch  l^  l^  l  ein  zweites  Hyperboloid  ^^\ 
so  ist  die  aufser  l  ihnen  gemeinschaftliche  Raumkurve  C^^^ 
die  gesuchte;  sie  wird  durch  aj  gehen  und  sowohl  Z|  I2  l^  I4, 
als  auch  ^  zur  Sekanten  haben. 

Wir  bemerken  noch,  dafs  diese  Konstruktion  linear  ist, 
denn  sie  erfordert  schliefslich  für  zwei  durch  Punkte  gege- 
bene Kegelschnitte  Ä{J>  und  Sj^*)),  von  denen  zwei  gemein- 
schaftliche Punkte  gegeben  sind,  die  übrige  gemeinschaft- 
liche Sekante  zu  konstruieren,  was  auf  bekannte  Weise  durch 
das  Lineal  allein  ausführbar  ist. 

Es  bliebe  jetzt  noch  die  Aufgabe  übrig:  Eine  Raum- 
kurve C^')  zu  konstruieren,  welche  sechs  gegebene 
Gerade  zu  Sekanten  hat;  allein  diese  Aufgabe  unter- 
scheidet sich  von  den  vorigen  wesentlich  dadurch,  dafs  sie 
nicht  mehr  eindeutig  ist,  sondern  im  allgemeinen  sechs  Lö- 
sungen zuläfst.  Da  ein  Eingehen  auf  diese  Untersuchung 
zu  weit  abführen  würde,  so  müssen  wir  auf  die  oben  an- 


♦)  Siehe  Crelle-Borchardt*8  Jonmal  f.  r.  n.  a.  Mathem.  Bd.  54,  S.  44. 
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geführten  Abbau dlun gen  von  L.  Gremona  and  B.  Sturm 
jrerweisen. 

Schliefslich  wollen  wir  aber  noch   auf  das  Zerfallen 
der  Raumkurve  dritter  Ordnung  aufmerksam  machen. 
Wenn  nämlich  die  drei  zur  Erzeugung  derselben  gegebenen 
projektivischen  Ebenenbüschel  mit  den  Axen  2]  Z2  I^  sich 
der  besonderen  Lage  befinden,  dafs  einmal  drei  entsprechend 
Ebenen  sich  nichts  wie  im  allgemeinen,  in  einem  Punkte,  son 
dern  in  einer  und  derselben  Geraden  schneiden,  dann  sind  all 
Punkte  dieser  Geraden  g  dem  Orte  C^'^  angehorig   und  to: 
demselben  lost  sich  diese  Gerade  ab;  verbinden  wir  von  dem— 
Qbrigen  Orte  irgend  drei  Punkte  durch  eine  Ebene,  so  schnei — 
det   dieselbe    das   Hyperboloid   .^||>   in   einem   Eegelschni 
welchem  diese  drei  Punkte  und  aulserdem  ihr  Schnittpunk" 
mit  g  und  ihr  Schnittpunkt  mit  2,  angehört,  also  f&nf 
durch  welche  ihr  Kegelschnitt  gerade  bestimmt  wird.     Die^^^e- 

selbe    Ebene   schneidet   aber   auch    das    Hyperboloid  ^^   iw:  ^ 
einem  Kegelschnitt,  dem  dieselben   fünf  Punkte   angehor«' 
müssen,  also  fallen  beide  Kegelschnitte  identisch  zusanuner 
und  bildeu  den  andern  Teil  der  Raumkurve  (7^'>;  da  die 
rade  g  dem  Kegelschnitte  nur  in  einem  Punkte  begegnet, 
schliefsen  wir: 

Eine    Raumkurve   C**^^   kann    zerfallen    in    ei 
gerade  Linie  und  einen  Kegelschnitt,  welcher  to 
der  geraden  Linie  in  einem  Punkte  getroffen  win 

Insbesondere  kann  auch  dieser  Kegelschnitt  noch  in 
Linienpaar  zerfallen,  wenn  nämlich  die  beiden  Hyperboloi 

S^^l    und   S^^^l  ein  windschiefes  Vierseit  gemein  haben,  al 

Eine  Kaumkurve  (y^  kann  zerfallen  in  drei  g^  Ge- 
rade Linien,  von  denen  eine  den  beiden  andern  b^^  <^* 
f^egnen  mufs. 
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§  .34.    Die  Tangenten  und  Schmiegungsebenen  der  Ba 

kurve  3.  Ordnung. 

Obwohl   wir  bereite  beiläufig  auf  IS.  2;W  eine  Konstru 
tion  der  Tangente  und  der  Schmiogungsebene  in  einem 
liebigen  Punkte  der  Raumkurve  O'^^  gegeben  haben,  so  woll^*^ 
wir  doch  jetzt  naher  auf  diese  EKauente  der  Kurve  eingehet!« 
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Die  Tangente  in  einem  Punkte  x  ^^^  Raumkurve  C^^^ 
gehört  zu  dem  System  der  gesamten  Sekanten  derselben  und 
ist  eine  solche  besondere  Sekante,  deren  beide  Schnittpunkte 
mit  C^^^  zusammenfallen.  Denken  wir  uns  dieselbe  ^  ge- 
zogen und  legen  von  irgend  einem  Punkte  a  der  C^^^  den 
Kegel  a^'^  welcher  a  mit  sämtlichen  Punkten  der  Raumkurve 
yerbindet;  so  wird  ja  je)  ein  Kegelstrahl  sein,  und  die  Berüh- 
rungsebene des  Kegels  a^^^  längs  dieses  Kegelstrahls  wird 
durch  die  Tangente  t^  gehen  müssen,  weil  sie  der  C^^^  in 
zwei  zusammenfallenden  Punkten  begegnen  muis.  Konstruieren 
wir  also  noch  von  einem  beliebigen  zweiten  Punkte  b  der  Raum- 
kurve  den  Kegel  W\  welcher  durch  dieselbe  geht  und  die 
Berührungsebene  desselben  längs  des  Kegelstrahls  ;b)c|,  so 
schneidet  diese  Berührungsebene  die  vorige  in  der  gesuchten 
Tangente  t^  im  Punkte  %  der  C^^\ 

Die  Konstruktion  der  Tangente  für  einen  beliebigen 
Punkt  j:  der  C^^^  gestaltet  sich  also  folgendermaisen: 

Man  wähle  zwei  beliebige  Punkte  a  und  i  der  gegebenen 
Raumkurve  C^^^  und  konstruiere,  indem  man  dieselben  mit  allen 
übrigen  Punkten  derselben  durch  Strahlen  verbindet,  diejenigen 

beiden  Kegel 

a(2)     und    ¥^\ 

als  deren  übriger  Durchschnitt  (aufser  der  Geraden  |abi)  die 
CJ(3)  erscheint.  Legt  man  längs  der  Kegelstrahlen  |a):|  und 
\f)j:\  die  Berührungsebenen  beider  Kegel,  so  ist  die  Schnitt- 
linie derselben  die  Tangente  t^  im  Punkte  x  ^^^  Raumkurve. 

Um  die  Tangenten  der  C^^^  in  den  Punkten  vi  und  b 
selbst  zu  finden,  bemerken  wir,  dals  diese  selbst  Kegelstrahlen 
von  a^^'  und  b^^  sein  müssen,  und  da  die  Tangente  in  b  in 
der  Berührungsebene  des  Kegels  a^^^  längs  des  Strahles  jab' 
li^en  mufs,  so  ist  sie  diejenige  Gerade,  in  welcher  der  Kegel 
h^'*>  von  der  Berührungsebene  am  Kegel  a^*^  Kings  des  Kegel- 
strahles |ab|  zum  andern  Male  geschnitten  wird;  d.  h.: 

Ziehen  wir  den  gemeinschaftlichen  Kegelstrahl  |ab;  der 
beiden  Kegel  a^^^  und  b^^  und  legen  durch  denselben  die 
Berührungsebenen  a  und  ß  beider  Kegel,  so  schneiden  die- 
selben den  jedesmaligen  andern  Kegel  (b^^^  und  a^^^  längs 
deijenigen  Kegelstrahlen,  welche  die  Tangenten  in  den  Punkten 
b  und  a  der  C^^^  sind. 
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Hiernach  können  wir  die  Tangente  an  irgend  einem 
Punkte  ):  der  Raumkurve  C^^^  auch  dadurch  finden,  daTs  wir 
den  Kegel  x^'^^  selbst  konstruieren ,  dessen  Strahlen  %  mit 
sämtlichen  Punkten  der  C^^^  verbinden  und  aufserdem  einen 
beliebigen  andern  Kegel  a^^^  von  irgend  einem  Punkte  a  der 
Raumkurve  aus  durch  dieselbe  legen.  Durch  den  Kegel- 
strahl |a^|  des  Kegels  a^^^  legen  wir  die  Berührongsebene  an 
letzterem,  dann  wird  dieselbe  den  Kegel  j:f^  nur  noch  in 
einem  zweiten  Strahle  (aufser  |a):|)  schneiden',  welcher  die 
gesuchte  Tangente  t^   ist. 

Denken  wir  uns  die  £bene,  welche  den  Kegel  a^'^  längs 
des  Kegelstrables  \aj:\  berührt  und  notwendig  durch  die  Tan- 
gente /j  im  Punkte  x  der  C^'>  gehen  mufs,  verändert,  indem 
wir  Xf  also  auch  i^  festhalten,  und  vi  auf  der  C^^  fort- 
bewegen, so  erhalten  wir  ein  £benenbüschel  mit  der  festen 
Axe  t^  uud  a  als  jedesmaligen  dritten  Schnittpunkt  der 
veränderlichen  Ebene  des  Büschels  mit  der  C^^K  Die  Gerade 
|at|  durchläuft  dabei  die  Strahlen  des  Kegels  x^^\  und  sobald 
dieser  veränderliche  Kegelstrahl  mit  dem  festen  Kegelstrahle 
tf  zusammenfällt,  rückt  auch  der  dritte  Schnittpunkt  a 
nach  V,  d.  h.  diejenige  Ebene,  welche  den  Kegel  x^*^  längs 
des  Kegclstrahles  t^  berührt,  hat  in  x  drei  zusammenfallende 
Punkte  mit  der  llaumkurve  gemein.  Eine  solche  Ebene  nennt 
man  bekanntlich  Schmiegungsebene  der  Raumkurve.. 

Wir  erhalten  somit  folgende  Konstruktion  der  Schmie- 
gungsebene in  einem  beliebigen  Punkte  r  der  C<'>: 

Man  lege  von  v  aus  denjenigen  Kegel  v^^S  dessen  Strahlen 
durch  6'^^^  gehen  und  konstruiere  nach  dem  Obigen  den- 
jenigen besonderen  Kegelstrahl  f, ,  welcher  C^'>  in  r  berührt. 
Die  Berührungsebene  des  Kegels  r<*^  längs  dieses  Kegelstrahls 
/i  ist  die  gesuchte  Schmiegungsebene  der  Raumkurve  O'^ 
am  Punkte  r. 

Aus  dieser  Konstruktion  der  Schmiegungsebene  r^  in  r 
geht  zugleich  hervor,  dafs  sie  aufser  durch  die  festgehaltene 
Tangente  t^  zugleich  durch  die  unendlich  nahe  Tangente  gehen 
muls,  in  welche  die  Sekante  |va  bei  der  Fortsetzung  der 
Bewcf^nng  bis  ziu-  ürenzlagc   übergeht.     Die  Schmiegungs- 

I  verbindet  also  zwei  unmittelbar  einander  folgende  Tan- 
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genten  der  Raumkurve,    wie  die  Tangente  selbst  zwei  un- 
mittelbar einander  folgende  Punkte  der  Kurve  verbindet. 

Nehmen  wir  die  Tangenten  ta  und  tb  in  zwei  Punkten 
der  Raumkurve  als  Äzen  zweier  Ebenenbüschel,  welche  nach 
samtlichen  Punkten  j:  der  C^^^  hingehen,  so  erzeugen  sie  ein 
Hyperboloid  ^<*),  welches  durch  die  Raumkurve  hindurch- 
geht; der  Ebene  [tf^a]  entspricht  im  Ebenenbüschel  ^a  offenbar 
die  Schmiegungsebene  ta  im  Punkte  a  der  Raumkurve  und 
der  Ebene  [tah]  entspricht  die  Schmiegungsebene  r^;  die 
beiden  Strahlen: 

|[a^b],  tra|=5r    und    \[bta],  tf,\  =g 

sind  zwei  Erzeugende  des  Hyperboloids  und  gehören  der- 
jenigen Regelschar  desselben  an,  welche  der  Raumkurve  O^^ 
nur  in  je  einem  Punkte  begegnet,  während  alle  Erzeugenden 
der  andern  Regelschar,  zu  welcher  ta  und  tf,  gehören,  der 
Raumkurve  in  je  zwei  Punkten  begegnen,  d.  h.  Sekanten  der- 
selben sind.  Da  nun  jede  Erzeugende  der  einen  Regelschar 
eines  Hyperboloids  allen  Erzeugenden  der  andern  Regelschar 
begegnen  mufs,  so  erhalten  wir  den  Satz: 

Sind  a  und  b  zwei  Punkte  einer  Raumkurve  C^^\ 
ta  und  tt  die  Tangenten  in  denselben  und  ta  und  r^ 
die  Schmiegungsebenen  und  schneidet  die  Ebene 
[ah]  die  Schmiegungsebene  ta  in  der  Geraden  g, 
die  Ebene  [b^a]  die  Schmiegungsebene  r^  in  g\  so 
besitzen  die  Geraden  g  und  g  die  Eigenschaft,  daTs 
jede  Sekante  der  (?^),  welche^  trifft,  auch  g  treffen 
mufs,  d.h.  eine  Gerade,  welche  durch  irgend  einen 
Pankt  j:  der  Raumkurve  so  gezogen  wird,  dafs  sie 
ff  und  g'  trifft,  eine  Sekante  der  Raumkurve  sein 
mufs,  also  ihr  noch  in  einem  zweiten  Punkte  jc'  be- 
gegnet 

Auch  ist  unmittelbar  ersichtlich,  dafs,  wenn  wir  die 
Schnittpunkte  dieser  Sekante  mit  den  Geraden  g  und  g'  durch 
g  and  g'  bezeichnen,  die  beiden  Punktepaare  vjg'  und 
(xx')  einander  harmonisch  trennen;  denu  sobald  wir 
eine  Sekante  labl  der  Raumkurve  mit  allen  Punklepaaren 
auf  der  Erzeugenden  derjenigen  Regelschar  eines  durch  C^^^ 
gelegten  Hyperboloids,  welche  der  C^^^  in  je  zwei  Punkten 
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begegnen,  durch  Ebenen  paare  verbinden,  so  erhalten  wir 
eine  Ebeneninvolutiou  (S.  2H5).  Unter  dieser  R^elsch&r 
kommen  nun  auf  unserem  Hyperboloid  $<*J  die  Tangenten 
ta  und  ff,  vor;  die  Ebenen  [tah]  und  [fta]  sind  also  Doppel- 
ebenen der  hyperbolischen  Ebenciiinvolution  und  trennen  diher 
jedes  Paar  konjugierter  Ebenen  [abr]  und  [afcr'J  harmonisch. 
Die  Ebenen  [^«^1  und  [ttci]  gehen  aber  durch  gund  iV;  folg- 
lich werden   c^  und  c(  durch  v  und  r'  harmonisch  getrennt. 

Denken  wir  uns  sämtliche  Tangenten  der  Kaamkurve 
C^^^  konstruiert,  so  bilden  dieselben  eine  geradlinige  Fläche, 
welche  abwickelbar  ist,  weil  je  zwei  auf  einander  folgende 
Lagen  der  bewegten  geraden  Linie  (Tangente)  in  einer  Ebene 
(der  Schmiegungsebene)  liegen.  Um  den  Grad  dieser  gerad- 
linigen abwickelbaren  Fläche,  deren  „Kückkehrkante'^  (arete 
de  rebroussemeut)  die  llaumkurve  genannt  zu  werden  pflegt, 
zu  ermitteln,  beantworten  wir  folgende  Frage: 

Wie  viele  Tangenten  einer  T*^)  können  im  all- 
gemeinen (höchstens)  einer  beliebig  im  Räume  an- 
genommenen Geraden  //  begegnen? 

Um  diese  Frage  zu  beantwort^jn,  denken  wir  uns  C*-^*  als 
den  5::>chnitt  zweier  Kegel  v\^*^  und  b'-^  welche  den  Strahl 
ab  als  gemeinsamen  Kegelstrahi  haben;  irgend  eine  dun:h 
ab  gelegte  Ebene  schneidet  dann  die  Kegel  a**^  und  b-'  in 
tlon  übrigen  Kegelstrahlen  ./  und  //  (welche  sich  in  einem 
Punkte  V  der  C^'*  treft'en),  und  die  beiden  Beriihrungsebenen 
läni^s  der  Kegelstrahlen  i  und  ij  an  den  Kegeln  a^-'  und  b'** 
schneiileu  sich  in  einer  Tangente  /-  der  Kaumkurve. 

Denken  wir  uns  nun  auf  der  gegebenen  Geraden  </  einen 
veränderlichen  Punkt  r  und  legen  durch  den  Strahl  ap.  die 
beiden  Weruhrungsebenen  an  den  Kegel  a^-',  welche  denselben 
in  tlem  Strahlen  paar  *  uml  <'  berühren,  so  ist  *i  .r'j  die  Polar- 
ebene  von  av  in  Bezug  auf  den  Kegel  a-'.  und  bei  der  Bewegung 
von  r  auf  tf  wird  l>ekanntlich  die  Polarel>ene  des  Strahls  ap 
durch  einen  festen  StruliI  laufen :  folglich  mul's  das  Strahlenpaar 
jcjc'  mit  dem  festen  Kegelstrahi  ab  verbunden.  Ebenenpaare 
lüTolution  liefern,  und  die  El>enenpaare  dieser  Invo- 
1^  Mhneiden  wiederum  aus  dem  Kt^^el  b  -  Strahlenf^aare 
■i|  deren  Verbindungsebene  darum  auch  durch  einen 
knU  linft;  sodann  folgt  aus  bekannten  Eigenschaften 
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des  K^els  (oder  Kegelschnitts);  dafs  die  Panktreihe,  welche 
p  durchläuft  9  mit  dem  Ebenenbüschel;  welches  die  Ebene 
[xx*]  beschreibt,  und  auch  mit  dem  Ebenenbüschel,  welches 
die  Ebene  [yy']  beschreibt,  projektivisch  ist. 

Legen  wir  nun  andererseits  durch  den  Strahl  {b)}|  das  Be- 

rfihnmgsebenenpaar  an  den  Kegel  i^^\  und  seien  die  Beruh- 

nmgsstrahlen    desselben   y,  yj,    so   wird   bei  der  Bewegung 

von  )ß  auf  g    auch  die    Ebene    [yiyl],    die  Polarebene  des 

Strahles  |b)}!   in  Bezug  auf  den  Kegel  b<^\  sich  um   einen 

festen   Strahl   drehen    und   ein    Ebenenbüschel   beschreiben , 

Welches  mit  der  von  ))  durchlaufenen  Puiiktreihe  projektivisch 

^     Die  beiden  Ebenen  [yy']    und   [yiy'i]   beschreiben   also 

aoch  zwei  projektivische  Ebeuenbüschel  und  erzeugen  daher 

einen  Kegel  b[*^,  welcher  den  Punkt  b  zum  Mittelpunkt  hat. 

*;  ®nn  es  nun  einmal  vorkäme,  dafs  ein  y  mit  einem  y^  koiuzi- 

dierte,  so  müfsten  die  beiden  Berührungsebenen  längs  der  Strah- 

'en  ac  und  y  der  Kegel  a^*)  undb^*^  sich  in  einer  Geraden  schneiden, 

Reiche  durch  denselben  Punkt  )p  der  Geraden  g  ginge,  also 

eine   Tangente  der  C<^>  träfe  g,  was  zu  ermitteln  verlangt 

^nrde.     Jenes  Koinzidieren  tritt  aber  notwendig  ein,  sobald 

zw-ei    entsprechende  Ebenen   [tfy]  und  [yiyi]  sich  in  einem 

^«^hle  des  Kegels  b^*^  schneiden,  d.  h.  in  den  gemeinschaft- 

"chen   Strahlen   der   beiden   konzentrischen   Kegel   b^^^   und 

\    9  also  bekanntlich  im  allgemeinen  viermal ;  wir  haben  also 
'^Igendes  Resultat: 

£ine  beliebige  Gerade  g  im  Räume  wird  im  all- 
gemeinen  (höchstens)    von    vier   Tangenten   einer 
^^UmkurveC^'^  getroffen,  oder:  Die  geradlinige  ab- 
*<^kelbare  Fläche,    welche    von    sämtlichen   Tan- 
^^*iten  einer  Raumkurve  C^^^  gebildet  wird,  ist  vom 
^^^rten  Grade. 

Um  das  Gesetz,   welchem  sämtliche  Schmiegungsebeneu 
^^ir  Raumkurve  C^*>  unterworfen  sind,  näher  zu  erforschen, 


'^^^en  wir  die  Frage  beantworten: 

Wieviel  Schmiegungsebeneu  einer  C^^^  können 
allgemeinen   (höchstens)   durch  einen    beliebig 
S'^benen  Punkt  o  im  Räume  gehen? 

Zar  Beantwortung  dieser  Frage  führt  folgende  Betrachtung : 
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Seien  a  b  c  drei  beliebige  Punkte  einer  RaomlnirTe  C^>  und 
^fx>  ^{11  ^j)  jjie  djei  Kegel  zweiten  Grades,  deren  Strahlen 
jeden  der  drei  Punkte  mit  allen  übrigen  Punkten  der  Raum- 
kurre  rerbinden,  dann  werden  ab  ,  ac;,  bc-,  die  drei  Seiten 
des  Dreiecks  a  b  c  gemeinschaftliche  Strahlen  je  zweier  K^ 
sein,  welche  sich  aufserdem  alle  drei  in  der  gegebenen  Raoin- 
kurve  C^^'  schneiden.  Die  Berühnuigsebenen  dieser  drei  Kegel 
längs  der  gemeinschaftlicheu  Strahlen  mögen  so  bezeichnet 
werden : 

Berührungsebene  am  Kegel  a^'  längs  .ab|  heiise  a^ 


yr  jy         Tf 

•>  ?7  ff 


»T  ?»  •?  ^  « 


b^*»      „      jba!       „     ß. 
icb|       „      yi. 


Die  drei  Scbmi^ungsebenen  in  den  Punkten  a  b  c  mbg* 
bezeichnet  werden  durch 

Tfi       Tt       Tc, 

die  Tangenten  in  den  drei  Punkten  a  b  c  durch 

dauu  ist  nach  der  obigen  Konstruktion  die  Tangente: 

ta  =  ß^,  yc     h  =  yi.  ttb     ti  =  «c,  ßi  \f 
und  da  die  Schmiegungsebene  im  Punkte  a  durch  die 
gente  t^  gehen  muis,  so  schneiden  sich: 

^a     ya     Tj     in  der  Geraden  /« 
yt     «b     r^      „     „         „  tf, 

^c     Pi     r«     ,,     „        ^  r^ . 

Wir  können  dies  auch  etwas  anders  aussprechen :  W^*^^-^ 
a  und  r  zwei  Punkte  der  Raumkurve,  r^*>  der  von  r  aus  duX^^  ^ 
dieselbe  gelegte  Kegel  und  S^  die  Berühruugsebene  dessell^^^ 
längs  des  Kegelstrahls  tvi  ,  wenn  feruer  ta  die  Tangente 
Punkte  der  Raumkurve,  so  liegt  t^  in  der  Ebene  >{«; 
wir  a  fest  und  bewegen  r  längs  der  Raumkurve  fort,  so 
halten  wir  folgenden  Satz : 

Zu  jedem  Punkte  v  der   Raumkurve  C»'^  geh&  ^^ 
ein  bestimmter  Kegel  r*^    welcher  von  r  aus  p 
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spektivisch   darch   die  Ranmkurye   gelegt   werden 
kann.    Verbinden  wir  den   veränderlichen  Punkt  x 
mit  einem  festen  Punkt  a  der  Raumkurve  und  kon- 
struieren für  sämtliche  Kegel  x^^>   die  Berührungs- 
ebenen längs  der  Eegelstrahlen  j^aj,  so  laufen  die- 
selben durch  eine  feste  Gerade  ta,  die  Tangente  der 
ftaumkurve  in  dem  festgehaltenen  Punkte  a,  und 
beschreiben  also  ein  Ebenenbüschel. 

Nehmen  wir  einen  zweiten  festen  Punkt  b  der  Raum- 
«urve,  so  erhalten  wir  ein  zweites  Ebenenbüschel,  dessen 
U  ist,  die  Tangente  im  Punkte  b  der  Raumkurve.  Die 
iden  Ebenenbüschel  ^a[^]  und  4[7^]  müssen  projektivisch 
®^iii,  nach  der  Definition  der  Raumkurve  (S.  232)  durch  pro- 
J^ktivische  Ebenenbüschel;  also  die  Schnittlinie  von  [taX]  und 
L^B  x]  durchläuft  eine  Regelschar  eines  Hyperboloids,  auf 
^^xn.  die  Raumkxure  liegt;  diese  Schnittlinie  ist  der  Polar- 
^''x'sthl  der  Ebene  [yab]  in  Bezug  auf  den  Kegel  j^'^\  denn 
^^  ist  der  Schnittstrahl  der  beiden  Berührungsebenen  dieses 
^^^els  längs  der  Kegelstrablen  \x(i\  und  |]cb|.  Also  gilt 
^^^Igender  Satz: 

Wenn  man  um  eine  feste  Sekante  |ab|  einer 
"^Äumkurve  C^^^  eine  veränderliche  Ebeue  [ab):] 
^^^ht,  welche  derselben  in  einem  dritten  Punkten 
"«gegnet,  so  ist  ]cNier  Mittelpunkt  eines  durch  die 
"**^umkurve  gehenden  Kegels  x^^^]  konstruiert  man 
^  ^ü  Polarstrahl  zu  dieser  veränderlichen  Ebene  in 
^  zug  auf  den  veränderlichen  Kegel  x^^\  so  be- 
fcireibt  der  Polarstrahl  eine  Regelschar  eines  Hy- 
i'boloidS;  welches  durch  die  Raumkurve  geht 
d  die  beiden  Tagenten  ta  und  t^  in  den  festen 
nkten  a  und  b  der  Raumkurve  zu  Erzeugen- 
^  ^  n  hat 

,^  Dieser  Satz  gilt  auch  für  eine  Sekante^  welche  der  Raum- 

^»ve  in  zwei  konjugiert-imaginären  Punkten  begegnet;  kehren 
jedoch  zur  ursprünglichen  Betrachtuug  zurück. 
Wir  haben  als  Schmiegungebene  t«  diejenige  gefunden, 
lebe   den    Kegel  a^^^    längs   des   Kegelstrahls    ta    berührt; 
:hch  haben  wir  auf  dem  Kegel  a^^^  drei  Strahlen: 

|ab|    |ac|    ta 
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und  die  Beröhrungsebeneii  längs  detselben 

€C^      ^c       ^a  • 

Eine  solche  räumliche  Figur  ist  die  Perspektive  eine 
Kegelschnitts,  von  dem  drei  Puukte  und  die  Tangenten 
denselben  bekannt  sind;  nach  bekannten  Eigenschaften  de 
Kegelschnitte  folgt^  dafs  die  drei  Seitenflächen  unseres  Drei 
kants  die  gegenüberliegenden  Berührungsebenen  in  drei  Ge 
raden  einer  Ebene  schneiden  müssen. 

Nun   ist,  wie  wir  aus  der  obigen  Bezeichnung  ersehe] 
die  Verbindungslinie  |ab!  identisch  mit  der  Schnittlinie  \a^fi^^ 
und  die  Verbindungslinie  |aC;  identisch  mit  der  SchnitUinKi 
l^cVa]}  die  Tangente  ia  identisch  mit  der  Schnittlinie  \yaß 

Wir  konuen  daher  die  vorigen  drei  Kegelstrablen  d 
Kegels  a^^  und  die  Berühruugsebenen  längs  derselben  an 
so  ausdrücken: 

•CCbßa\      .'«cyal      \yaßa\ 
und  ttf,  CTc  Ta. 

Der  vorige  8atz  zeigt  also,  wenn  wir  a  =  [abc]  bezeichne 
dafs  die  drei  Schnittlinien: 

in  einer  Ebene  £,  liegen  müssen ;  in  gleicher  Weise  erkeni^  ^su 
wir,  dafs  die  drei  Schnittlinien: 

in  einer  andern  Ebene  €.,  liegen,  und  endlich,  dafs  die  Schni 
linien: 

in  einer  dritten  Ebene  £3  liegen  müssen. 

Nun  schneiden  sich  aber  die  drei  Ebenen: 

«(     ßa     yt     in  einem  Punkte  p, 

die  drei  Ebenen: 

«b     ßc     ya    iii  einem  Punkte  ^),, 

und  es  ist  unmittelbar  ersichtlich,  dafs   der  Punkt  )>  sow 
in  der  Ebene  £j,  als  auch  in  £3  ^^^  ^^  ^3  ^^S^;  und  eben»- 
dafs  )),  in  jeder  dieser  drei  Ebenen  liegt;  daraus  folgt,  9 
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sie  sich  in  einer  Geraden  schneiden,  weil  sie  alle  drei  zwei 

Ponkte  gemeinschaftlich  haben;  und  da  sich  also  £,  £2  ^3  ^ 

einer  Geraden  schneiden,  welche  der  Ebene  s  in  einem  Punkte 

0   begegnet,  durch  welchen,  wie  wir  sehen,  Ta  tf,  x^  gehen 

mfissen,  so  folgt  der  Hauptsatz:  (Chasles  1.  c.) 

Die  SchmiegungsebjDnen  in  drei  beliebigen 
Punkten  a  b  c  einer  Baumkurve  C^^^  schneiden  sich 
irt     einem  Punkte  0  der  Ebene  [abc]. 

Hieraus  folgt  sofort  die  Antwort  auf  die  oben  vorgelegte 
Fjrage.  Denn  da  sich  drei  Ebenen  immer  in  einem  Punkte 
Bclxneiden,  so  müssen  durch  einen  Punkt  0  im  Räume  mindestens 
dr^i  Schmiegungsebenen  einer  C^^^  gehen;  es  können  aber 
auoh  nicht  mehr  als  drei  Schmiegungsebenen  durch  ihn  gehen, 
dexui  ginge  noch  eine  vierte  Schmiegungsebeue  durch  ihn 
l^i^Ki  durch,  so  müfste  die  Ebene,  welche  0  mit  den  Berührungs- 
P^Lx^kten  der  beiden  ersten  Schmiegungsebenen  verbindet,  so- 
wohl den  Berührungspunkt  der  dritten,  als  auch  der  vierten 
^l&miegungsebene  enthalten,  also  überhaupt  vier  Punkte  der 
>npkurve  enthalten,  was  unmöglich  ist,  weil  dieselbe  nur 
dritten  Grade  ist,  also: 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  im  Räume  gehen 
^'»Ä  allgemeinen  (höchstens)  drei  Schmiegungs- 
^t>enen  einer  Raumkurve  dritter  Ordnung. 

§    35.    Identit&t  der  Bamnkurve  dritter  Ordnung  und  der 

Baumkurve  dritter  Klasse. 

Das  zuletzt  gewonnene  Resultat  gestattet  wichtige  Folge- 
*^^gen: 

Nehmen  wir  drei  Punkte  a  b  j;  einer  Raumkurve  C<*^  und  die 

^**'^i  Schmiegungsebenen  ta  xi  Tj  in  ihnen,  so  sagt  der  obige 

^^tx  aus,   dafs  der  Schnittpunkt  der  letzteren  in  der  Ebene 

Ldlbj;]  li^en  mab.    Halten  wir  aber  die  beiden  Punkte  a  b 

**^^t;  und  verändern  den  dritten,  je,  auf  der  Raumkurve  0^*>, 

*^     bleiben   auch   die  beiden  Schmiegungsebenen   Xa  und  Tb 

^^%t,  und  d«r  Schnittpunkt  der  drei  Schmiegungsebenen  ver- 

^*^dert  sich  auf  der  festen  Geraden  ItaTtl;  nennen  wir  diesen 

^Unittpunkt  0,  so  können  wir  sagen,  dafs  0  eine  gerade 

^xiktreihe  durchlauft,  die  ipiit  demEbenenbüsc^el,  welches  die 
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Ebene  [ab)c]  um  die  feste  Axe  |ab|  beschreibt,  perspektiTisch 
liegt,  also  projektivisch  ist.  Wir  können  nunmehr  folgenden 
Satz  aussprechen: 

Sind  in  zwei  festen  Punkten  a,  b  einer  C^  die 
Schmiegungsebenen  r^  und  T5  konstruiert  und  dreht 
man  um  |  a1b  |  eine  yeränderliche  Ebene,  welche 
der  Raumkurve  in  dem  dritten  Punkte  x  begegnet, 
so  wird  die  Schmiegungsebene  r^  im  Punkte  j:  dev 
Schnittlinie  IraT^I  in  einer  Punktreihe  begegnen^ 
welche  mit  dem  von  der  veränderlichen  Ebene  be- 
schriebenen Ebenenbüschel  projektivisch  ist  am 
perspektivisch  liegt. 

Nehmen  wir  jetzt  drei  feste  Punkte  a  b  c  der  Baoni' 
kurve  O^)  und  verbinden  einen  vierten  veränderlichen  Punkt 
derselben  mit  den  vorigen  durch  die  Ebenen: 

[abr]    und    [acx], 
so  beschreibt  die  Schnittlinie  derselben  |a]r|  einen  Kegel  a^^  ^ 
auf  welchem   C^^^  liegt;   die  Schmiegungsebenen  r«  n  r^  r^ 
liefern  die  beiden  festen  Schnittlinien: 

■TaTb,      und        TaTc    , 

auf  welchen  die  veränderliche  Schmiegungsebene  r|  zwe.& 
Punktreihen  ausschneidet,  welche  mit  den  EbenenbOschel^»- 
ab  \']  und  ac  [v]  perspektivisch  liegen;  da  diese  aber  pro — 
jektivisch  sind,  so  müssen  auch  jene  projektivisch  seiik^ 
also  wird  die  Schnittlinie 

in  der  festen  Ebene  r^  einen  Kegelschnitt  umhüllen,  der  %vl  — 
gleich  die  beiden  ^huittlinien  r ^  t^  und  t«  r,  ,  die  Trage«" 
der  projektiv isoben  Punktreihen,  berührt  Wir  erhalten  somi'^ 
den  Satz:*» 

Die  samtlichenSchmiegungsebenen  einerRauB»** 
kurve  O^*  scheiden  auf  einer  beliebigen  festgehal  ' 
tenen  Schmiegungsebene  derselben  gerade  LinieXB 
aus.  welche  einen  Kegelschnitt  umhüllen. 

Nehmen  wir  nun  die  drei  Schmiegungsebenen  t^  u  ^< 
in  den   IHinkten   a  b  c  der  liaumkurve  0^\  so  erhaHen  wm^ 

<)  M dbivt:  IVr  bdurcentrüclie  Cal:uL    &  ISO. 
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nach  dem  vorigen  Satze  in  jeder  derselben  einen  bestimmten 
£egelschnitt: 

äW        «.(«)         ä(2) 
^a        ^b         ^c    • 

Diese  Kegelschnitte  müssen  so  liegen^  dafs  je  zwei  die  Schnitt- 
/i  nie  ihrer  £be9en  gleichzeitig  als  gemeinsame  Tangente  haben, 
^•^hmen  wir  aber  eine  beliebige  Tangente  2«  des  Kegelschnitts 

ß^^^ ,  eine  beliebige  Tangente  h   des  Kegelschnitts  ^^^  und 

eLKiM^e  beliebige  Tangente  U  des  Kegelschnitts  ^fK     Da  be- 

ke^-sontlich   eine    veränderliche   Tangente   eines   Kegelschnitts 

^i  feste  Tangenten  desselben  allemal  in  zwei  projektivischen 

:xiktreihen  schneidet,  so  wird  ftir  den  Kegelschnitt  ^^^  eine 

anderliche  Schmiegungsebene  r^  die  Gerade  la  und  die  Schnitt- 

liK^.:ie  \taT^\  in  zwei  projektivischen  Punktreihen   schneiden; 

fe:ÄTÄier  wird  för  den  Kegelschnitt  ^f^^  die  Ebene  Tj  auch  die  Ge- 

ra-<3  e  If,  und  die  Schnittlinie  \ta  r^  |  sowie  die  Schnittlinie  |  tb  Tc  | 

in     x^rojektivischen  Punktreihen  schneiden,  und  endlich  wird  t^ 

di^   Schnittlinie  Ir^rcl  und  die  Gerade  2c   in  projektivischen 

E^^^:xiktreihen   schneiden,    also    schliefslich  wird  t^   alle   drei 

G^^rade  la  h  h  in  drei  projektivischen  Punktreihen  schneiden. 

Wir  können  hiemach  die  Gesamtheit  der  Schmiegungs- 

eV^-^nen  einer  Raumkurve  C^^^  auffassen    als  die  Gesamtheit 

solcher  Ebenen,   welche  je  drei  entsprechende  Punkte  dreier 

P^c>jektivischen  geraden  Punktreihen  (Ja  h  h)  verbinden ,  d.  h. 

*^^      das   Erzeugnis    dreier    projektivischer    Punkt- 

'^iheUi   welches   dual  gegenübersteht  dem  Erzeugnis  dreier 

P^c>jektivi8chen  Ebenenbüschel,   von  dessen  Betrachtung  wir 

Ä'^^gingen  (S.  228).    Dieselbe  Raumkurve  f-<^>  erscheint 

^    ^0,  je  nachdem  wir  ihre  Punkte  oder  ihre  Schmie- 

8^^  ngsebenen   auffassen  als  Erzeugnis  dreier  pro- 

J^l^tivischen    Ebenenbüschel     und     als     Erzeugnis 

^^«ier  projektivischen  Punktreihen. 

Ebenso  wie  durch  die  kontinuierliche  Bewegung  eines 
^iQktes  im  Räume  ein  Ort  erzeugt  wird,  welchen  man  eine 
^^^mkurve  n*"  Ordnung  nennt,  sobald  eine  beliebige  Ebene 
^^  allgemeinen  (höchstens)  n  Punkte  dieses  Ortes  enthalten 
'^^lü,  ebenso  kann  man  den  durch  die  kontinuierliche  Be- 
^e^jQQg  einer  Ebene  im  Räume  erzeugten  Ort  eine  Raum- 
^'Ärve  n**'   Klasse    nennen,    sobald   durch    einen   beliebigen 
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Punkt  im  allgemeinen  (höchstens)  n  Ebenen  des  Ortes  gelien 
können.  Nach  dieser  Auffassung  können  wir  den  Satz  au- 
sprechen: 

Die  Baumkurve    dritter   Ordnung    ist   zugleich 
Kaumkurve  dritter  Klasse  und  umgekehrt. 

Diese  wichtige  Eigenschaft  entspricht  durchaus  der  Grund- 
eigenschaft  des  ebenen  Kegelschnitts ,  wenn  man  einerseits 
seine  Punkte  und  andererseits  seine  Tangenten  auffafst  und 
nachweist^  dafs  er  gleichzeitig  zweiter  Ordnung  und  zweiter 
Klasse  ist^  d.  h.  dafs  in  einer  Geraden  im  allgemeinen  zwei 
Punkte  des  Kegelschnitts  liegen^  und  durch  einen  Punkt  iwei 
Tangenten  des  Kegelschnitts  gehen.  Dieselbe  Eigenschaft 
bleibt  auch  noch  bestehen  bei  den  Oberflächen  zweiter  Ord- 
nung und  Klasse,  und  mit  der  gleichen  Grundeigenschaft  tritt 
hier  zu  beiden  Gebilden  die  Raumkurve  C^^\ 

Es  bietet  sich  uns  nunmehr  ein  zweiter  W^  dar,  weichet 
dem  von  uns  eingeschlagenen  dual  gegenübersteht  und  okn^ 
alle  Schwierigkeit  nach  dem  gegebenen  Vorgänge  yerfolg^ 
werden  kann.  Indem  wir  von  der  Definition  der  Raumkurr^ 
dritter  Klasse  als  des  Erzeugnisses  dreier  projektivische^ 
Punktreihen  ausgehen,  können  wir  die  Baumkurve  drittel 
Klasse  so  konstruieren: 

Zwei  Hyperboloide,  die  eine  gemeinschaftliche 
Erzeugende  {  haben^  seien  gegeben;  durch  einei^ 
veränderlichen  Punkt  r  der  Geraden  l  geht  alle — 
mal  eine  Erzeugende  g*  des  ersten  und  eine  Er- 
zeugende ff*  des  zweiten  Hyperboloids  aas  decz 
beiden  Regelscharen  der  Hyperboloide^  zu  welche^ 
{  nicht  gehört;  die  durch  g*  und  g^  gelegte  Eben^ 
beschreibt  eine  Raumkurve  dritter  Klasse. 

Oder  insbesondere: 

Haben  zwei  Kegelschnitte  in  verschiedenen  Ebenen  di^ 
»Schnittlinie  derselben  zu  einer  gemeinschaftlichen  Tangente  ^ 
und  legt  man  aus  einem  venlnderlichen  Punkte  v  der  Tangente     ' 
allemal   die   zweite  mögliche   Tangente  an  jeden  der  beid< 
Kegelschnitte,   so   beschreibt  die  sie  verbindende  Ebene 
itaumkurve  dritter  Klasse. 

Die  Konstruktion  der  Tangente,  d.  i.  »Schnittlinie  zweier luu^ 
endlich-nahe  einander  folgenden  Schmiegungsebenen  und 
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D DStruktion   dea  Berührungspunktes  in  jeder  Schmiegungs- 
}  (Schnittpunktes  dreier  unejidlich-nahe  einauder  folgen- 
i  8chmJegungsebeneo)  dürfen  wir  als  durchaus  analog  den 
en  ausgeführten   Konstruktionen   hier   übergehen.     Jedoch 
apfehlen  wir  dem  Leser  din  Untersuchung  der  verschiedenen 
Dstruktionen  der  Raumkurve  C",    wenn  zu  ihrer  Bestini- 
bting  Elemente  gegeben  sind,  welche  aus  Punkten,  Tangenten 
und  Schmiegungsebenen  derselben  zugleich  bestehen. 

Entsprechend  dem  gesamten  Sekantensystem  der 
Itamiikurve  dritter  Ordnung  erhalten  wir  ein  System  von 
i^c  linittlinien  je  zweier  Schmiegungse benen  einer 
Rauinkiirve  dritter  Klasse.  Irgend  zwei  solcher  Schuittlinieu 
"•■erden  von  sämtlichen  Schmiegungse  benen  der  Itaumkurve 
»llemal  in  zwei  projekti vischen  Puriktreihen  geschnitten,  deren 
Ei-Äeugnis  ein  Hyperboloid  ist,  welches  von  den  Schraiegungs- 
«benen  der  Kaumkurve  berührt  wird.  Von  den  beiden  Regel- 
*cluu-eQ  dieses  Hyperboloids  enthält  diejenige,  welcher  die 
ut^prünglich  angenommenen  beidirn  Schnittlinien  angehören, 
*Ue  solche  Gerade,  durch  welche  je  zwei  Schmieguiigsebeiien 
•ler  ftaumkurve  hindurchgehen ,  dagegen  die  andere  Begel- 
■cbor  solche   Gerade,    durch   welche   nur  eine  Schmiegunga- 

Kene  der  Raumkurve  geht.  Jene  Regelschar  gehört  also 
■v  8ytttemu  der  Scbnittlinieu  an.  In  einer  beliebig  an- 
DOninienen  Ebene  liegt  allemal  eine  und  nur  eine  solche 
•^eivle,  welche  Schnittlinie  zweier  (reellen  oder  imaginären) 
"*=l«niegungaebenen  der  Raumkufve  ist  u.  s.  w.  u.  s.  w. 

Sowie  die  sämtlichen  Sekanten  mit  reellen  Schnittpunkten 

**'*  den  Kegelstrahten   bestehen  aller  Kegel  i^^',  deren  jeder 

"Kend  einen  Punkt  j:  der  Raumkurve  mit  den  übrigen  Punk- 

~"'  derselben  verbindet,   ebenso   besteht  das  gesamte  System 

®f  Schnittlinien  je  jweier  reeller  Schmiegungse  benen  aus  den 

^''Kcntea  der  sümtlicheii   Kegelschnitte  |'",  deren  jeder  in 

^*ud  einer   Schmiegungsehene  l   durch  alle  übrigen  ausge- 

'^»ilteu  wird.    Die  vollständigen  Systeme  dieser  beiden  dual 

*®Seiiüber8tebenden  Gebilde    werden  aber  erat  erhalten,  wie 

®*>  gezeigt  ist,  durch  die  beiden  Scharen  von  Hyperboloiden, 

^*cfce   einerseits    durch   sämtliche    Punkte    der    Ranmkurvc 

j    ****ti,   und   andererseits   von  sämtlichen  Schmiegungsebenen 

'"*"     lUumkurve    berUhrt   werden.     Ein   Übergang    von    dem 

'**^»««u..  Xbioi  J.  Ubtrt,  t.  Oido.  18 
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einen  zum  andern  Systeme  findet  statt  durch  die  Tangenti 
der  llaumkurve^  indem  jede  Tangente  sowohl  dem  Sekante 
System  angehört  (als  Verbindungslinie  zweier  unendlich-nah< 
Punkte  der  Baumkurve),  als  auch  dem  System  der  Schnil 
linien  je  zweier  Schmiegungsebenen  (sobald  dieselben  unen 
lieh  nahe  auf  einander  folgen);  aufserdem  kann  niemals  eil 
Gerade  beiden  Systemen  gleichzeitig  angehören.  Wohl  ab 
besteht  zwischen  den  beiden  dual  gegenüberstehenden  Gmpp« 
von  Hyperboloiden  ein  gewisser  Zusammenhang. 

Wählt  man  zum  Beispiel  ^a  und  t^,  die  Tangenten  d 
Baumkurve  C<^>  in  den  Punkten  a  und  b,  zu  Axen  zwei 
projektivischen  Ebenenbüschel  ta[f\  hlx]?  wo  der  Punkt 
die  Baumkurve  durchläuft,  so  erzeugen  die  Büschel  ein  Hype 
boloid  Sy^\  welches  durch  die  Baumkurve  geht.  Wählt  mi 
andererseits  ^a  und  t^  zu  Trägern  zweier  projektivischen  Pnnk 
reihen,  die  von  den  sämtlichen  Schmiegungsebenen  {  d< 
Baumkurve  C^^^  auf  ta  und  tf,  ausgeschnitten  werden,  so  e 
zeugen  die  beiden  Punktreihen  ein  Hyperboloid  ^^p^  welch« 
von  sämtlichen  Schmiegungsebenen  der  C^^^  berührt  win 
Die  beiden  Hyperboloide  $^^^  und  ^^^  haben  ^  und  /§  a 
gemeinschaftliche  Erzeugende;  seien  Tq  und  t^  die  Schnw 
gungsebenen  in  den  Punkten  a  und  b,  so  entspricht  in  de 
beiden  projektivischen  Ebenen büscheln: 

der  Ebene  [^«b]  die  Schmiegungsebene  tt 

in  den  beiden  projektivischen  Punktreihen: 

dem  Punkte  (tatb)  der  Punkt  b 

71  })  ('b^a)     }f  j}         Ä» 

folglich  ist  die  Verbindungslinie  von  b  und  {tatt)  eine  Enec 
gende  des  Hyperboloids  ^^^^ ;  diese  ist  at>er  identisch  mit  de 
Schnittlinie  der  Ebenen  [/ab]  und  t^,  also  eine  Erzeogead 
des  Hyperboloids  ^^^^ ;  wir  können  mithin  folgendes  BesoHi 
aussprechen : 

Wenn  man  in  zwei  Punkten  a  und  b  der  Ranni 
kurve  C^> 

die  Tangenten  f«    und    U 

and  die  Schmiegungsebenen     ta    und    Tb 
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konstruiert  und  die  Schnittpunkte: 

bezeichnet,  so  haben  die  beiden  obigen  Hyper- 
bo  loide  $<*^  und  $J*>  das  windschiefe  Vier  seit  aai  bb|, 
dessen  Seiten  sind: 

|aa,|      la^bl      |bb,|      |b,a 

Se  neinschaftlich. 

Wir  können  die  beiden  gegenüberstehenden  Fälle  einer 

reellen  oder  ideellen  Sekante,  je  nachdem  die  beiden  Schnitt- 

puiakte  derselben  mit  der  Baumkurve  reell   sind  oder  nicht; 

sehen  denen  der  Fall  einer  Tangente  (mit  zusammejifallen- 

Scbnittpunkten)  in  der  Mitte  steht ,  dadurch  vereinigen, 

cIslCs  wir  die  Sekante  als  den  Ti^er  einer  hyperbolischen  oder 

elliptischen  Punktinvolution  ermitteln ,  deren  Doppelelemente 

äiä£  C<»)  liegen. 

Ebenso  können  wir  die  analogen  beiden  Fälle  für  eine 
äcluittlinie  zweier  Schmiegungsebenen,  je  nachdem  dieselben 
^eell  sind  oder  nicht,  vereinigen  durch  die  Einführung  einer 
hyperbolischen  oder  elliptischen  Ebeneninvolution,  deren  Axe 
^ie  betrachtete  Schnittlinie  ist.  Die  Konstruktion  beider  Invo- 
lutionen ist  ohne  Schwierigkeit,  und  es  ergeben  sich  dabei 
^Merkwürdige  Beziehungen  zwischen  beiden  Systemen  von  6e- 
'^en  mit  ihren  Punkt-  und  Ebeneninvolutionen.  Wir  ver- 
^^iaen  indessen  hinsichtlich  dieser  Untersuchung  auf  die 
^oen  angeführten  Abhandlungen  von  L.  Cremona  (1.  c.) 
^d  kehren  zu  der  auf  S.  266  ausgeführten  Konstruktion 
^^«"Ock,  welche  unmittelbar  zu  der  gesuchten  Punkt-  und 
**beneninvolution  hinführt. 

Wir  gingen  von  drei  beliebigen  Punkten  a  b  c  einer 
?*Unikurve  O^^  aus,  bezeichneten  durch  a^*^  b^*^  c^*^  die  drei 
^^^el  zweiten  Grades,  deren  Strahlen  jeden  der  drei  Punkte 
^  ^  c  mit  allen  übrigen  Punkten  der  Raumkurve  verbinden, 
^  dass  |bc|,  ;ca|,  'ab|  gemeinschaftliche  Strahlen  je  zweier 
*«*«ser  Kegel  sind  und  aufserdem  alle  drei  sich  in  der  gegebe- 
^«n  Raumkurve  O^^  schneiden.  Die  Berührungsebenen  dieser 
^^^i  Kegel  längs  der  gemeinschaftlichen  Strahlen  bezeichneten 
^^*"   in  folgender  Weise: 

18* 
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Berührungsebene  am  Kegel  a^^)  längs  der  Kante   lab|  sei  «f» 

^^  V  >» 

^  99  H 

b^^>      »        „ 

Die  Tangenten  der  Raumkurve  in  den  drei  Punkten  a  b  c 
sind  dann  zufolge  unserer  früheren  Konstruktion  die  Schnitt- 
linien: 

ta  =  \ßaYa\      tt  =  \yb(^h\      tc  =  \a,ß^\. 

Die   Dreiecksseiten   ab,  ac,  bc    lassen    sich     auch    so 
drücken : 

'abj  =  {cctßal     iac|  =  |acya!     |bc|  «=»  \ßcn\. 

Die  drei  Schmiegungsebenen  der  Raumkurve  in  den 
v\  b  c  wurden  bezeichnet  durch 

und  sind  die  Berührungsebenen  der  Kegel  a^*>  b^*^  c^ 
der  Kegelstrahlen  ta  tf,  t^ ,  so  da(s  also 

ßa  ya  Ta  sich  in  t^  schneiden, 

yb  «b  Tb    „     „   ^b         », 

«c   ßi   Tc       „        „     fc  }j 

und  endlich  wurde  die  Ebene 

[abc]  =  f 
»bezeichnet. 

Wir  haben  nunmehr  für  den  Kegel  a^'^  drei  KegelstraUf 

^b,;|ac<,/a    und    die    drei    Berührungsebenen    längs 

selben  a^.,  «cj  Ta,  die  wir  auch  so  ausdrücken  können: 

Kegelstrahlen:    a^ßa]      a^y^l     \ßaYa\ 

Berührungsebenen:      «b  ^c  t^ 

und  wissen  von  einer  solchen  raumlichen  Figur,  daTs,  wen. 
wir   jede   Berührungsebene    mit    der  Verbindungsebene 
beiden    übrigen  Kegelstrahlen   zum  Schnitt  bringen,   die 
durch  erhaltenen  drei  neuen  Strahlen  in  einer  Ebene  lieget' 
müssen;  hieraus  folgt,  dal's  die  drei  Strahlen: 

lyaOfb  ßa^i  ^jTttl 

in   einer  Ebene    c,   liegen    müs^^en.  .  Femer   ist   eraichtlidp^ 
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wenn  wir  zur  Abkürzung  die  Schnittlinie  \af,ac\  =^  Sa  be- 
zeichnen (eine  Gerade,  die  durch  a  geht),  dafs  die  vier  durch 
4  gelegten  Ebenen: 

[tai]     [taC]     [taSa]      ta 

offenbar  harmonisch  liegen ;  oder  da  die  Ebene  [ta^  identisch 
-mit  /Ja  und  die  Ebene  [^ac]  identisch  mit  y«  ist,  können  wir 
auch  sagen:  t^  ist  die  ^vierte  harmonische  Ebene  zu 

/Ja  n         und        [taS^], 

^^r  letzteren  zugeordnet^  wo  5a  die  Schnittlinie  [«a  «d  bedeutet. 
Wir  bemerken  nun,  dafs  wir  durch  dieselbe  Figur  auch 
^*^    beiden  (reellen  oder  imaginären)  Strahlen  des  Kegels  a<*^ 
^'■^xiitteln  können,  in  welchen  er  von  der  Ebene  £j  geschnit- 
ten wird,  und  zwar  zeigt  es  sich,  dafs  dieselben  immer  ima- 
Sixi.är  sein  mössen.     Wenn   wir   nämlich  die   drei   in   der 
"*^t>^ne  £,   ermittelten  Strahlen,  in   welchen  die  Ebenen  des 
^^*xi  Kegel  a^*^  umschriebenen  Dreiflachs  von  den  gegenüber- 
^^S^D^cn  Seitenflächen    des    einbeschriebenen  Dreikants   ge- 
^^Iä Bitten  werden,   durch  SiS\Si  bezeichnen   und    zu    diesen 
Strahlen   drei  zugehörige  Strahlen  ti  t[  t'i  konstruieren, 
cm  /,  der  vierte  harmonische  Strahl    zu  Si  s\  s'ly  dem  s, 
^y* geordnet,  ft  der  vierte  harmonische  Strahl  zu  s\  s'i  Su  dem 
"^i    zugeordnet,  und  t'i  der  vierte  harmonische  Strahl  zu  s'l  Si  s'i, 
Si   zugeordnet,   ist,    dann   sind  \s^t^\,  \s'it\\,  \s{ti\  alle- 
drei  Strahlenpaare  einer  elliptischen  Strahleninvolution, 
'^^Iche    in    der    Ebene    f^    dem    Kegel    a<2>    (S.   34)    zu- 
S^liort*)    Die  Ebene  £,  mufs  also  notwendig  den  Kegel  a<*^ 

*)  Wir  können  dies  Verhalten  am  sichtbarsten  am  Kegelschnitt 
^ ■'kennen,  dessen  Perspektive  von  einem  Punkte  a  im  Räume  die  ana- 
*^^c  Eigenschaft  des  Kegels  a^^)  zeigt. 

Denken    wir    uns    einem    Kegelschnitt    ein    Dreieck    d  di  dt    ein- 
geschrieben; die  Tangenten  in  diesen  Punkten  bilden  ein  dem  Kegel- 
•^^itt  umschriebenes  Dreiseit,  dessen   Seiten   den   gegenüberliegen- 
den Seiten  des  Dreiecks  6d|9t  ü^  ^^^^  Punkten  r  ti  ta  begegnen  mögen 
^^9*  10),  die  bekanntlich  auf  einer  Geraden  g  liegen.  Die  Polare  des 
* '■^ktes  r  ist  nun  leicht  zu  ermitteln;  sie  mufs  durch  den  Punkt  e 
^ben  nnd  durch  den  Schnittpunkt  der  beiden  Tangenten  in  dj  und  d,, 
^  auch  den  vierten  harmonischen  Punkt  t  zu  rrj  tti  welcher  dem 
^  zugeordnet  ist;    r  und  t  sind  also   konjugierte  Punkte  der  Pimkt- 
^^<^Qtion,  welche  der  Geraden  g  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zu- 
ff^QOrt;  konstruieren  wir  in  gleicher  Weise  den  Punkt  ti  als  vierten 
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\d  einem  imaginären  Linienpaar  schneiden,  rertreten  dun 


lugeordnet,  und  endlich  den  Pub 
t,  oll  vierten  hormoniacfa 
Punkt  tu  Fl  r  T|,  dem  Tt' 
geordnet,  so  aind  (rl),  (i|i 
(Tit))  drei  Punktepun  di 
jonigen  Pnnktanvolntio 
welche  der  Genden  g 
Bezug  auf  den  Kegebebn 
zngehOrt.  DieiePanktiBi 
lution  iit  aber  immer  eL 
elliptiicbe  [Th.  d.  E. 
62),  denn  «ui  den  drei  fi 
dingungen : 


{r,  t,  t  t )  -  -  I 

(tf  X  r,  l.) 1 

ix  ti  xt  ii)  —  —  I 

folgt  nicht  allein  die  Bedt 
guug: 

(triitt)  (tirirtr)  il,T,Tt,) 


welche  zeigt,  dar»  die  dr 
Punktepaare 

(tt).(t,l,),<T,l,t 

Punkt  in  Tolutioa  a 
gehören  iS.  I8\  Mod« 
e«  ergeben  «ich  auch  d 
Worte: 

(r'tit,)  — (tlr,l,l 
—  (t|t,r,t,^  —  -  3, 

welche  zeigen ,  data  jedva  PiinktepiiHr  durch  diu  andere  getrennt  vn 
bUo  die  Involution  notwendig  fiiiu  clliiitiKhu  ist  Die  Bcutinuna 
der  imaginären  Doii|>el|>iinkt>'  hfuigt,  wie  a.  a.  O.  gezeigt  ist,  tob  d 
imaginären  knbiieben  Wurzeln  der  iiegativi'n  Einheit  ab.  Dab  i 
InTolution  eine  elliptinche  int,  Vittt  sich  auch  unmittelbar  am  i 
lilpi  harmoniBcher  Puaktc  crkrniicn.  Wir  achlieraen  alio.  dafi  eil 
■•loh«  Gerade  g  dem  Kegcliclinitt  niemals  in  rwci  realli 
'^•B  begegnen  kann.  Nehmen  wir  dagegen  an,  dal«  von  da 
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diejenige    elliptische   Strahleninvolution  ^    welche   allein   von 
den  drei  Schnittlinien: 

in«b|=5j       \acßa:=s[      \€,ta\=Si 


dein  Kegelschnitt  einbeschnebenen ,  Dreieck  d  di  ^   nur  eine  Ecke  6 

jrecll,  die  beiden  andern  d{  dt  koigugiert- imaginär  sind  und  vertreten 

werden  durch  die  elliptische  Punktinvolution,  welche  der  ideellen  Se- 

kennte  l^^l  sa  2  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehört,  so  können  wir 

d£^  Gerade  g^  wie  folgt,  konstruieren: 

Die  Tangente  t  am  Punkte  9  des  Kegelschnitts  treffe  die  ideelle 
S^^ante  l  im  Punkte  r;  verbindet  man  r  mit  dem  Pole  der  Geraden  l 
i'^  Bezug  auf  den  Kegelschnitt,  nennt  diese  Verbindungslinie  8  und 
koxafitruiert  zu  den  drei  Strahlen  t  sl  den  vierten  harmonischen  Strahl  </, 
^v^^lclier  dem  l  zugeordnet  ist,  dann  l&t  g  die  gesuchte  Gerade.  Da  von 
^^xx  vier  durch  r  gehenden  Strahlen  8  und  t  durch  g  und  l  harmonisch 
getrennt  werden,  so  liegt  immer  {  in  einem  Paar  Scheitelräume  zwi- 
scliexk  den  Strahlen  s  und  *,  dagegen  g  in  dem  andern  Paar  Scheitel - 
^^*me.     Es  können  nun  zwei  Fälle  eintreten: 

1. }  if  schneidet  den  Kegelschnitt  in  zwei  reellen  Punkten  di  dt?  dann 

L,  weil  r  auf  einer  Tangeute  des  Kegelschnitts  liegt,  der  Strahl  8, 

ler  r  mit  dem  Pol  von  {  verbindet,  den  Kegelschnitt  nicht  treffen, 

^^>^^     der  ganze  Kegelschnitt  kann  nur  enthalten  sein  in  einem  Paar 

^^eitelr&ume   zwischen  s  und  t,    und   zwar   in  denjenigen  Scheitel- 

'^''üöcn,  in  welche  der  Strahl  {  hineinfällt;  folglich  kann  der  Strahl  g 

den    Kegelschnitt  nicht  treffen,  wie  oben  behauptet  wurde.    Dagegen: 

2)  2  begegnet   dem  Kegelschnitt  nicht  in  reellen  Punkten;    dann 

"'^^rs   der  StraJil  «,  welcher  r  mit  dem  Pol  von  l  verbindet,  den  Kegel- 

**^^^^iiitt  in  zwei  reellen  Punkten  treffen,  und  alle  Strahlen  in  dem  einen 

*  ^^r  Scheitelräume  zwischen  s  und  t  müssen  den  Kegelbchnitt  in  reel- 

len.   !Punktepaaren  treffen,  die  Strahlen  in  dem  andern  Paar  Scheitel- 

f*^^men  aber  nicht  alle  in  reellen  Punktepaaren.  Nun  haben  wir  aber 

^'^     clem   letzteren  Paar  Scheiteliäumen   den   Strahl   {,   welcher  dem 

^Igelschnitt  nicht  begegnet,  folglich  mufs  der  Strahl  g^  welcher  not- 

^^ti^jg  in  dem  andern  Paar  Scheitelräume  liegt,  den  Kegelschnitt  in 

^^^aenj  reellen  Punktepaar  treffen.    Wir  schliefsen  also: 

^enn     von    dem     dem    Kegelschnitt   einbeschriebenen 

^^^ieck  dd|^  alle  drei  Ecken   reell  sind,  so  kann  die  Ge- 

'^Ü^e  g  dem  Kegelschnitt  niemals  in  einem  reellen  Punkte- 

l^^^f  begegnen,  wenn  dagegen  von  dem    dem  Kegelschnitt 

^i^ubeschriebenen  Dreieck  nur  eine  Ecke  reell  und  die  bei- 

^Qu  andern  konjugiert-imaginär  sind,  so  mufs  die  Gerade 

^    ^em    Kegelschnitt    in    einem    reellen    Punktepaare    be- 

^^gnen. 

Die  Perspektive  dieses  Satzes  von  einem  beliebigen  Raumpunktc  - 
*^*  giebt   den  analogen  Satz  für  den  Kegel  und  in  ähnlicher  Weise 
^^r«t  Bich  das  dual  gegenüberstehende  Resultat  aussprechen. 


280   i  ^&.  Identität  der  Raumkurve  3.  0.  u.  der  Raumkurve  3.  Klane. 

abhängt  und  durch  dieselben  bestimmt  wird,  indem  man 
immer  zu  einem  und  dem  Paare  der  beiden  übrigen  den  zu- 
geordneten vierten  harmonischen  Strahl  konstruiert  In 
gleicher  Weise  operieren  wir  nun  bei  dem  Kegel  b**',  för 
welchen  die  drei  Kegelstrahlen  lba|,  |bc|;  ^b  die  drei  Be- 
rührungsebenen ßaßctif  haben,  oder  anders  ausgedrückt: 

die  Kegelstrahlen:  \ßacct,\     \ßtyh\     lybf^bl 

die  Berührungsebenen:      ßa  ßt  r»; 

jede  Berührungsebene  schneidet  die  Verbindungsebene  der 
beiden  übrigen  Kegelstrahlen  in  einem  neuen  Strahle,  und 
die  dadurch  erhaltenen  drei  neuen  Strahlen: 

=  «b/Jc|=S2       \ßayb\=St      |f,Tb|=si' 

müssen  in  einer  Ebene  e^  l^^g^ii;  welche  den  Kegel  b^'^  in- 
einem  imaginären  Linienpaar  schneidet,  vertreten  durch  die- 
jenige elliptische  Strahleninvolution  ^  welche  allein  von  dieseiB- 
drei  Strahlen  abhängt  und  durch  dieselben  bestimmt  wird,  indec^^ 
man  immer  zu  einem  Strahl  und  dem  Paare  der  beiden  übrige^ 
den  zugeordneten  vierten  harmonischen  Strahl  konstruiert. 

Endlich  nehmen  wir  bei  dem  dritten  Kegel  d*)  die  dr^' 
Kegelstrahlen  |ca|;  |cb|,  ^  und  längs  derselben  die  drr^ 
Berührungsebenen  ya,  yty  i'c,  oder  anders  ausgedrückt: 

die  Kegelstrahlen  :  | y« «c |     \ybßc\     \ «c ßc \ 

mit  den  Berührungsebeneu :      ya  yb         r«; 

jede  Berührungsebene  schneidet  die  Verbindungsebene  der' 
beiden  übrigen  Kegelstrahlen  in  einem  neuen  Strahle  und  die  ^ 
dadurch  erhaltenen  drei  neuen  Stralilen: 

\ßcya\^Sr^  \yi,a,\  =  S3  |£,Tt:=53 
müssen  in  einer  Ebene  £3  liegen,  welche  den  Kegel. c^**  in 
einem  imaginären  Linienpaar  schneidet,  vertreten  durch  die- 
jenige elliptische  iStrahleninvolution,  welche  allein  von  diesen 
drei  Strahlen  abhängt  und  durch  dieselben  bestimmt  wird, 
indem  man  immer  zu  einem  Strahl  und  dem  Paare  der  beiden 
übrigen  den  zugeordneten  vierten  harmonischen  Strahl  kon- 
struiert. Nun  haben  wir  aber  schon  auf  S.  368  bemerkt, 
dab  die  drei  Ebenen 

*  ffi  ßt  ya  sich  in  einem  Punkt  p  schneiden, 

«c   /J«  yb     n       i>       n  1;       P'  n 
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Ul<]  (Uls   der   Punkt  v   '^•-'■^  tichuittpuukt    tler  drei   Strahleu 

i|,  «i  Sj,    der   Funkt  p'  der  Schnittpunkt   der   drei   Strahlen 

»1^  ist.     Da  also  wegen  der  ersten  Eigen  seil  aft  der  Punkt 

P    in  den  diel   Ebenen  f,  t^  £3  gleichzeitig  liegt  und   wegen 

der    zweiten   Eigenschaft  auch    der  Punkt  p'    in    allen    drei 

Eb«aeu  «,  f.;  t-j  gleichzeitig  liegt,  so  müssen  diese  drei  Ebenen, 

ida  sie  zwei  Punkte  gemein  haben,  sich  alle  drei  in  iJicr  Ver- 

ndungslinie    derselben    ecbneideu,    also    durch    die    Uerade 

""  I P  P  I  gehen ;  diese  Gerade  1/  schneidet  aber  die  Ebene  e  in 

leni  Punkte  p",  in  dem  sieb  die  drei  Strahlen  s{  sl'  si'  tvef- 

nnd  durch  welchen,  wie  wir  sehen,  die  drei  Schmieguogs- 

nen   t,  Tb  Tj   gehen  müssen,  und   hieraus  folgt   der  oben 

269)  hervoi^ehobeiie  Chaslessche  Satz. 

Aber  die  (Jerade  g=  Ivp'p"]   besitzt  eine  ebenfalls  sehr 

•»emerkens werte  Eigenschaft;   sie  wird  nämlich  von  den  drei 

den   Ebenen   i,  e^  Sj  ermittelten   Strahlen  in  volutionen    in 

-r    und    derselben    Punktinvolution    gesclmitton,     welche 

{'tisch  ist  und  nur   von  den  drei  Punkten  p  p'  (> "  abhängt 

'•Ocl    durch   dieselben  bestimmt  wird,    indem   man   immer  zu 

^''Oem  Puiikte  und  dem  Paare  der  lieidefl  Übrigen  den  vierten 

"^•Tnouischen  Punkt   konstruiert    und   dadurch  drei   Punkte- 

paare  einer  elliptischen  Punktinvolution   erhält.     Da  die  (je- 

^de  (f  Jer  Träger  einer  und  deraelben  Punktinvolution  ist  in 

®^*'B  »"f  alle  drei  Kegel  a'*'  l'*"  c'" ,  so  gehören  ihre  imagi- 

~*^en  Doppelpunkte  allen  drei  Kegeln  gleichzeitig  d.  h.  dei 

^omkurve  0^>  an;  mitliii 


i  qnd  zwar  eine  ideelle 
imaginär    aind.     Wir 
«llen   Sekante  der  llaunikui 


i  der  IIa 
weil  ihre  Schnittpunkte  mit 
Lben  aber  zugleich  auf  dieser 
die  elliptische  Punktinvo- 
"On  konstruiert,  welche  die  imaginären  Schnittpunkte  von 
l  »lit  U*i  vertritt. 

Wenn    wir    der    besseren    Übereinstiniraung  wegen  den 

ökt  V~  =  e  bezeichnen,   so   läfat  sich   das  gewonnene  ile- 

At  zunächst  so  aussprechen: 

Wenn  durch  einen  beliebigen  Punkt  t  im  Räume 

"*     eine  Itaumkurve   C"'   drei    rfeello   Schmiegungs- 

^^neu  gelegt  werden  können,  so  ist  die  durch  den 


^<kkt   e    zu   legende   einzige   Sekante  g   der   Raum- 
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kurve  allemal  eine  ideelle^  d.h.  ihre  Schnittpunkte 
mit  der  Raumkurve  sind  konjugiert-imaginär.*) 

Andererseits  ergiebt  sich  das  dual  gegenüberstehende 
Resultat;  wenn  wir  bei  einer  der  vorigen  ganz  gleichlaufen- 
den Betrachtung  von  drei  reellen  Schmiegungsebenen  r«  rt.  Tc 
der  Raumkurve  ausgehen  ^  die  drei  in  denselben  enthaltenen 
Kegelschnitte  91^*^  23^*^  &^^  auffassen,  die  drei  Tangenten 
ta  h  U  iii  den  Schmiegungsebenen  r^  r^  T(  ermitteln  und  in 
analoger  Weise  zu  einer  Geraden  g^  gelangen,  welche  mit 
dem  Schnittpunkte  c  =  (Harare)  verbunden  die  Ebene  b  liefert, 
in  welcher  die  drei  Berülirungspunkte  a  b  c  der  Schmiegungs- 
ebenen Xa  tf,  Tc  liegen.  In  dieser  Ebene  e  ist  ^^  die  einzige 
in  ihr  enthaltene  Gerade,  durch  welche  zwei  Schmiegungs- 
ebenen der  Raumkurve  gehen;  und  zwar  sind  diese  immer  ima- 
ginär und  werden  vertreten  durch  eine  elliptische  Ebeneninvolu— 
tion,  die  in  analoger  Weise ,  wie  oben  die  elliptische  Punkt— 
involution,  konstruiert  wird.     Also: 

Wenn  eine  beliebige  Ebene  s  einer  Raumkurv 
C<^)  in  drei  reellen  Punkten  begegnet,  so  enthäl 
sie  eine  einzige  bestimmte  Gerade  g^  als  Schnitt 
linie  zweier  Schmiegungsebenen  der  Raumkurve 
die  allemal  konjugiert-imaginär  sind. 

Beide  Resultate  lassen  sich  auch  anders  aussprechen  uu 
ergänzen  sich  alsdann.   Nehmen  wir  zwei  reelle  Schmiegun 
ebenen  ta  und  r^  der  Raumkurve  und  legen  durch  die  Schnit 
linie  \tatb\  eine  beliebige  Ebene,  so  könnte  dieselbe  entweder  i 
drei  reellen  Punkten  oder  in  einem  reellen  und  zwei  imagin 
Punkten  der  C^^^  begegnen,  wobei  die  reelle  Verbindungslin 
der  letzteren  eine  ideelle  Sekante  ist.  Der  erstere  Fall  ist  unmo£ 
lieh,  denn  es  würde  diese  Ebene  drei  reelle  Sekanten  enthalte 
deren  jede  der  Schnittlinie  Itar^;  begegnete,  und  durch  ein 
solchen  Schnittpunkt  niüfsten  dann  drei  reelle  Schmiegun 
ebenen  ta  tg  t^  gehen  und  eine  reelle  Sekante,  was  nach  d 
ersten  Satze  unmöglich  ist,  also: 

Eine    Ebene,     welche     durch     die    Schnittlin 
zweier    reellen    Schmiegungsebenen    einer    Rau 
kurve  C<^^  geht,  kann  derselben  nur  in  einem  reell 


*)  Joachimsthal,  Borchardt's  Journal  f.  Mathcm.  Bd.  56,  S.         — =^^' 
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Punkte  begegnen;  die  beiden  andern  Schnittpunkte 
sind  konjugiert-imaginär. 
In  gleicher  Weise  folgt: 

Durch  einen  Punkt  einer  reellen  Sekante  der 
Kaumkurye  O^^  geht  immer  nur  eine  reelle  Schmie- 
gungsebene  derselben^  die  beiden  andern  sind 
konjugiert-imaginär. 

Denn  gingen  durch  den  Punkt  drei  reelle  Schmiegungs- 
ebenen,  so  müfste  die  Sekante  eine  ideelle  sein  nach  dem 
obigen  Satze. 

Die  Konstruktion  der  Geraden  g  und  g^  ging  wesentlich 
Von  der  Voraussetzung  aus,  da(s  die  Ebene  a  der  C^^^  in  drei 
reellen  Punkten  a  (  c  begegnet  oder  dafs  von  dem  Punkte  c 
aus  drei  reelle  Schmiegungsebenen  ta  tf,  r^  an  O^^  sich  legen 
lassen.    Andererseits  ist  aber  g  die  einzige  immer  vorhandene 
Sekante  der  (?^>  durch  den  Punkt  c  und  g^  die  einzige  immer 
Vorhandene   Schnittlinie    zweier  Schmiegungsebenen    in    der 
f2bene   £;   also   sind  diese  Geraden  immer  reell  vorhanden, 
vrenn  auch  jene  sie  bestimmenden  Elemente  nicht  sämtlich 
^eell  sind.     Wir  wollen  daher  die  obigen  Konstruktionen  so 
Abändern,   dafs   sie  auch  bestehen  bleiben,    wenn   von   den 
f^nukten  a  b  c  nur  einer  reell  und  die  beiden  andern  konju- 
giert-imaginär sind,   oder  von  den  Ebenen  r^  h  t^  nur  eine 
^^eell  und  die  beiden  andern  konjugiert-imaginär  sind. 

Wiederholen  wir  die  obigen  Konstruktionen  von  g  und  (/,, 
lassen  sie  sich  kurz  neben  einander  stellen  in  folgender  Weise: 
Eine  Ebene  e  begegnet  der  Raumkurve  O^^  in  drei  Puuk- 
a  b  c;  die  Taugenten  der  C^^^  in  diesen  Punkten  sind 
^a  h  Uj  die  Schmiegungsebenen  r^  rg  rc,  welche  sich  in  einem 
Punkte  c  der  Ebene  s  schneiden. 

Die  Ebenen:  Die  Treffpunkte: 

Uab]  -  /Ja 

Die  Ebenen:  Die  Treffpunkte: 

DaCl   =  Yi 


I  {tu  tj) 

schneideu  sich  im, .      ,     beätimmeii  die  Ebene 


U.  i]  =  /Je  J 


schueideii  sich  im    .        . 
Punkte  ß.        i  ^'^  ^'' 

■  (<c  n)  J 


bestimmen   die  Ebene 

7C. 
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Die  Verbindungslinie: 

i8t  die  gesuchte^  welche  durch  ist  die  gesuchte  und  liegt  in 
C  geht. 


Die  Schnittlinie: 


der  Ebene  £. 

Wir  können  nun  dasjenige  Hyperboloid  j£>W  zu  Hilfe 
nohnuMi;  welches  durch  die  drei  Erzeugenden  ta  th  t^  bestimmt 
wird,  welche  der  einen  Uegelschar  desselbeirangehoren.  Wenn 
wir  von  dem  Funkte  a  die  Erzieugende  der  andern  Elegel- 
Hohar  ziehen;  welche  ^b  und  tc  treffen  muls,  so  sehen  wir, 
dals  diese  die  Schnittlinie  der  Ebenen  [ath]  =  ah  und 
|aM  =-^  (t(  ist;  wir  wollen  diese  Erzeugende  Sa  nennen  und 
donigomiils  ^.^  =  |[a t,],  [a M|  =  | «b  «c  \ 

^•c  =  ilcM,  [c/b]|  =    YaYb\f 

dann  hal>«ni  wir  auf  dem  Hyperboloid  $<'>  die  drei  Paare  tob 
Krxougondon  ^^Sa,  hs^,  tiS^,  welche  von  den  Punkten  abc 
ausgehend  den  lH>iden  Kegelseharen  angehören. 

ifleiohzeitig  haben  wir  auf  demselben  Hyperboloid 
drei   andere  Erzeugende   der   zweiten   Regelschar,   denn 
dun*h   /^    glühende  Ebene   r«    sehneidet    das   Hyperboloid   i 
einer  /.weiten  Erzeugenden  ^'a ,  welche  t^  und  /(  treffen  mai« 

»•*^^  »»«•  /a=   ^,Tj^\  (,r,/,^ 

und  die  drtn  Paan*  von  Erzeugenden  t^s'^f  t^s\,  t,Si  au 
den  Widon  KogeUcharen  des  Hyperboloids  y^*  liegen  in  de 
dr\*i  KlH*uen  r^  t?  t,  . 

Wir  orinneru  uns  nunmehr  der  Beziehungen «  wekhe 
trubor   S.  l't^    Ivi  oiueu:  au:  dem  Hyperboloid  4'*^- 
dou    Svhsci^'.:    ke:t::ou    ^lertit    hjkb^n.    welches    sich    \ 
\jkis\  AUS  virx^;  Erxeuceiivieu  vier  ^i'inen    und  drei 
vier  Awdt-r'u  Kc;:v'>v::ar  vie*  Hvivrcvloid*.     Bei  jedes  ä> 

•     •    •     •    •    . 

■t   .S      1   >?      ;    ^. 


% 


t 


^     "?    -^l 
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nelmmen,  so  liegen  die  dadurch  erhaltenen  drei  Punkte  in 
eiit^jr  Geraden;  diese  drei  Punkte  sind  aber,  wie  wir  S.  121 
g-os^lien  haben ^  die  Schnittpunkte  je  dreier  Ebenen ,  nämlich 

Pa5b]     [thSc]     pc^a],  die  sich  in  o    schneiden, 

[ßaSt]      [thSa']      [ttSb]y     „        „       „     O'  „ 

Pa^tt]      [ttSb]      [tcSc'],     „         „       „     O"  „ 

uxi.c3  die  drei  Punkte  o  o'  o"  liegen  auf  der  obigen  Geraden. 
Nixx^  ist  aber,  wie  wir  sehen,  der  Puukt  o  identisch  mit 
u  1:1  Boxern  Punkte  )f   und  der  Puukt  0'  identisch   mit  unserem 

)),  folglich  enthält  die  Gerade: 

|oo'|  =  |»)>|-</ 
den    Punkt    0'',    in    welchem    sich    die    drei    Ebenen 
l^Ä«Ä^  [hSh]  [tiSc]   schneiden;    diese   drei    Ebenen    sind    aber 
die     Serührungsebenen  des  Hyperboloids  in  den  Punkten  a  b  c, 
^ö^fiflich  ist  0"  der  Pol  der  Ebene  s  in  Bezug  auf  das  Hyper- 
boloid ^W.     Wir  können   nun  die  Gerade  g  anstatt  durch 
di^    Ibeiden  Punkte  )f  und  ^'  auch  bestimmen  durch  die  beiden 
Puöltte  c  und  0",  d.  h.  den  Schnittpunkt  c  der  drei  Schmiegungs- 
ebea^n  ta  r^  r«  und  den  Pol  0"  der  Ebene  6  in  Bezug  auf  das 
Hyi>crboloid  ^w. 

In  analoger  Weise  können  wir  bei  dem  Hyperboloid  ^t«) 
d^^  drei  Erzeugenden  ta  h  tt  zusammenstellen  mit  den  drei 
Erzongenden  $a  si  s't  zu  anderen  auf  dem  Hyperboloid  ver- 
^^^enden  Sechsseiten;  in  jedem  solchem  Sechsseit  bestimmen 
^^^i  einander  folgende  Seiten  eine  Ebene  und  die  drei  Paare 
S^S^nüberliegender  Ebenen  schneiden  sich  in  drei  Geraden, 
"^^    in  einer  Ebene  liegen.    Für  die  drei  Sechsseite: 

^a  Sa  tt  St  tc  Sc 
ta  Sf,  tt  Sc  tc  Sa 
ta  Sc  tf,  Sa  tc  si 

^«HJten  wir  dadurch  drei  Ebenen  ä  ä'  tc"  ,  die  in  einer  Ge- 
^"^^Xi  sich  schneiden  (S.  120);  diese  Gerade  ist  identisch  mit 
^1  U.xid  liegt  ausier  in  der  Ebene  e  auch  in  der  Ebene  7t  \  in 
^^Joker  die  drei  Punkte: 

(ta  Sa)      (Tb  S'b)      (tcSc) 

'Ken;    diese   drei  Punkte    sind  aber  die  Berührungspunkte 
^    Kbenen  r«  ra  r«  mit  dem  Hyperboloid  $^*^;  folglich  ist  sr" 


liei 
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fli^  PolHr^h#!n^  <Ur%  Punktf^  e,  in  welchem  sich  tat^Tt  scheiden, 
in  lUr/Mp^  auf  dan  Hyperboloid  ^'^  .  Die  Gerade  g^  können 
wir  iiuutiwhr  anHtatt  durch  die  beiden  Ebenen  n  und  n  aach 
\n'niiwuiv.u  durch  dio  b<.*iden  Ebenen  £  und  n',  d.  h.  als 
Mr.hriifMinif?  ditr  PIbf;nf;  £,  in  welcher  die  drei  Punkte  a  b  c 
)i<*Ki!ii,  niii  d(fr  Polarobene  des  Punktes  c  in  Bezug  auf  das 
llypiTboloid  S^^K 

llii'nuiH  erknnnon  wir^  dafs  die  Gerade  g  &==  |o"e|  und  die 
(It^rmU*  //,  -^  t,  n\  konjugierte  Gerade  in  Bezug  auf  das 
IIV|M>rlHiloid  .V)<<)  sein  müssen^  weil  sowohl  o'  und  £,  als  auch  e 
und  n"  Pol  und  Pohirebcne  sind.  Da  nun  g  und  9,  kon- 
Ju^icrln  (irradn  in  Kc'zug  auf  das  Hyperboloid  {)^')  sind,  80 
kiuitHMi  wir  nach  S.  132  dieselben  auch  auf  folgende  Art 
llndrn: 

hio  ilroi  Kbonon: 

|^>\t|     K^^^  I     |A>'b|  schneiden  sich  in  einem  Punkte  a, 
|^>>|     |^>\i|     [Ls,\        „  „      „       „  „        b, 

Dio  dnn  Punkte  xi,  b,  C|  mQssou  in  der  Geraden  9\ 
iiogou,  dio  7U  1;  konjugiert  ist  in  Bezug  auf  das  Hjptf- 
Moid  j|>«\ 

Nun  IM  ;iU*r  dio  KIkmio  ;^  >\  ]  ^  J><\  ^  2"i   nnd 

\\\\.\  k\\c  S,'huiu liuio     ;.?;$.    —    b^-  :  fokrlich  sind  die 

,;rr.  I^-.v.ivVnsv.:«^:;     ^  ^  .    * .:  ,    :.  ^     rtjvw^rn.    Die» 
,\   ;-   ,     V,.v,vrv.  v.^v':.  i'\7.:ik<hiT   iK-i-UTZTLi   werden,  wcaa 
«vv.     Krswv'.NV'-.v.-.':'    ,<  •     5,.    Wi'.U    r.^Jr.Hirr.    in    w<-icli«3K 

V:vv,-r.      .  >.        .  s. '       s      ::\i  iv-r.'.r.r^tiwr»eD<a:  de* 

V,-.  :vT.  .■.;/  V:x-T.f  ,*  .T.  .■•s:T.  Ti^TUT^it i.^:!:   j»  £eeeiM:iaiini  SP 

r    .V'f    f '. .7. kr/«r.   ;  :   .    i.T?..   ..«ft*«;  Ti.Tü2r<ii.W'i.  iwdJiaj  dn 
Yi'-^'O'    )*hiu*i    V .:    ..iifi.   i'."s;ü'j;7      iifc.i>  ciif   vier 


tuhrm/iTiTW'.)  ir^*('X''ifni  Fi}i:>ii:'i   s.iu«    iitf   urriha  ikuims. 
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di^  letzten  beiden  zugeordnet.  Diese  vier  Ebenen  schneiden 
alj»o  die  Ebene  £  in  vier  harmonischen  Strahlen;  die  Ebene 
T«.  schneidet  €  io  der  Geraden'  ae|y  folglich  ist  die  Tangente 
ia  o  am  Kegelschnitt  ß^^)  die  vierte  Harmonische  zu  'abj,  |ac| 
anci  |ae|y  letzterer  zugeordnet;  mithin  sind  c  und  g^  Pol  und 
Polare  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  St^^^,  und  die  Gerade 
^1  iät  die  sogenannte  ^^harmonische  Polare^'  des  Punktes  e  in 
Bezug  auf  das  Dreieck  abc.*)  Wir  können  also  folgendes 
Bi^saltat  aussprechen: 

*)  Wenn  man  ein  Dreieck  abc  hat  und  in  der  Ebene  desselben 
einen  Punkt  e  und  man  zu  den  drei  Strahlen  iael,  |bei,  jcel  die  vierten 
nannonischen  Strahlen  konstruiert  mit  je  zwei  Dreiecksseiten,  welche 
US  zugeordnet  harmonische  aufgefafst  werden,  so  treffen  diese  drei 
^^xi^en  harmonischen  Strahlen  die  Gegenseiten  des  Dreiecks  in  drei 
"onkten  ai  b|  C|,  welche  bekanntlich  auf  einer  Geraden  ^,  liegen.  Diese 
ueifst  die  „harmonische  Polare'*  des  Punktes  e  in  Bezug  auf  das 
^''^ieck  und  sie  ist  die  Polare  des  Punktes  e  in  Bezug  auf  denjenigen 
deiu  Dreieck  abc  umschriebenen  Kegelschnitt,  welcher  laoi!,  ,bb||,  jcci  I 
*u  Tangenten  hat.  umgekehrt  hei(^t  e  der  ,, harmonische  Pol" 
der  Geraden  ^|  in  Bezug  auf  das  Dreieck  abc  und  wird  in  analoger 
^eiae  gefunden,  sobald  die  Gerade  Qi  gegeben  ist. 

l>ie  zusammengehörigen  Elemente  e  und  gi  lassen  sich  nicht  blofs 
^^  der  angegebenen  Weise  konstruieren,  sobald  das  Dreieck  abc 
^urcb  seine  drei  reellen  Eckpunkte  gegeben  ist,  sondern  auch  dann 
"^^b,  wenn  von  dem  Dreieck  nur  eine  Ecke  a  reell  und  die  beiden 
^dern  b  und  c  konjugiert-imaginär  gegeben  sind  durch  eine  elliptische 
,  ^Kilctinvolation  auf  einem  geraden  Träger.  Wie  leicht  zu  erkennen 
^^t   ^staltet  sich  die  Konstruktion  folgendermafsen : 

Gegeben  ist  ein  Punkt  a  und  eine  Punktinvolution  auf 
fiuem  geraden  Träger  l,  deren  Doppelpunkte  (reelle  oder 
imaginäre]  mit  a  zusammen  das  gegebene  Dreieck  bilden; 
^^  einem  Punkte  e  soll  die  harmonische  Polare  konstruiert 
^^i-den.  Der  Strahl  |  ae  |  trifft  den  Träger  l  in  einem  Punkte  a'i, 
^«••en  konjugierter  in  der  gegebenen  Punktinvolution  oi  sei.  Zu  den 
^oi  Pankten  a  a'i  e  konstruiert  man  den  vierten  harmonischen ,  zu  e 
•'ilfeordneten  Punkt  p,  so  dafs 

(aa'icp)  — —  1 

^»    ferner  zu  den  drei  Punkten  a  p  a^j  den  vierten  harmonischen,  zu 
tt|  zugeordneten  Punkt  q,  so  dafs 

(apa'iq)  — -1 
**•»  dann  ist  I  aiq  I  =  fiF|  die  gesuchte  harmonische  Polare  des  Punktes 
'  **^  Bezug  auf  das  Dreieck  abc,  wo  ;  bc  |  die  (reellen   oder   imaginä- 
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Wenn  eine  Ebene  €  der  Raumkurve  C'*>  in  drei 
Punkten  abc  begegnet,  so  schneiden  sich  die  drei 
Schmiegungsebenen  derselben  in  einem  Punkte  e 
der  Ebene  f.  Wenn  man  von  dem  Punkte  e  die  har- 
monische Polare  g^  konstruiert  in  Bezug  auf  das 
Dreieck  a(C;  so  ist  gi  die  einzige  in  der  Ebene  € 
enthaltene  Schnittlinie  zweier  Schmiegungsebenen 
der  Raumkurve  O^K 

In    ganz    analoger    Weise    folgt    der    dual    gegenfiber— 
stehende  Satz: 

Wenn  durch  einen  Punkt  e  drei  Schmiegungs— 
ebenen  oc  ß  y  einer  Raumkurve  gehen,  so  liegen  di^ 
drei  Berührungspunkte  abc  in  einer  Ebene  b^ 
welche  durch  den  Punkt  e  geht.  Wenn  man  vo 
der  Ebene  £  in  Bezug  auf  das  Dreiflach  aßy  di< 
harmonischePolare^konstruiertySoist^  die  einzig* 
durch  c  gehende  Sekante  der  Raumkurve  C^K  Di 
harmonische  Polare  einer  Ebene  £,  welche  durch  die  Eck: 
eines  Dreiäachs  aßy  geht^  wird  so  konstruiert:  Durch  dL 
Schnittlinie  \ßy\  und  die  Schnittlinie  \a€\  legt  man 
Ebene  und  konstruiert  die  vierte  harmonische  zugeordne 
Ebene ;  indem  ß  y  das  andere  Paar  zugeordneter  Ebenen  i» 
die  drei  in  solcher  Weise  konstruierten  Ebenen  schneiden  si^^.% 
in  der  gesuchten  harmonischen  Polare  g]  wie  die  Eo:acM- 
struktion  auszuführen  ist,  wenn  nur  a  reell,  dagegen  /S  7 
konjugiert- imaginär  sind;  geht  aus  der  letzten  Änmerkuisag 
hervor. 

Vermittelst  dieser  Eigenschaften ,  welche  wir  von  (31  ^n 
Geraden  g  und  g^  kennen  gelernt  haben,  lassen  sich  im.  mm 
auch  für  den  Fall,  dafs  eine  Ebene  £  nur  in  einem  reell^o 
Punkte  a  und  zwei  konjugiert-imaginären  Punkten  der 


j 


ren)  Doppelpunkte   der   auf  l   gegebenen  Punktinvolution   bedea^fc^^"* 
Umgekehrt  läfst  sich  in  ähnlicher  Weise,  sobald  g^  gegeben  ist,      ^M^er 
harmonische  Pol  e  konstruieren;  denn  durch  Qi  wird  der  Punkt  ai      Ik^ß* 
stimmt,  also  auch  sein  konjugierter  Punkt  a'i ;   aus  aa'i   folgt  q   -b^v^ 
der  Punkt  p  durch   die    harmonische    Beziehung,    endlich  aus   a  ^sk'^  P 
der   gesuchte  Pol  c  durch    die   harmonische  Beziehung.     Diese  1^^>^" 
struktioneu  sind  unabhängig  von  der  Realität  der  beiden  Dreie^^-'^' 
ecken  b  und  c. 
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kurve  O^  b^egnet^  oder  dals  aus  einem  Punkte  c  nur  eine 
reelle  Schmiegungsebene  und  zwei  konjugiert-imaginäre  an 
die  Raumkurye  (7'^  sich  legen  lassen  ^  in  welchem  Falle  die 
ursprünglichen  Konstruktionen  uns  im  Stiche  lassen,  die 
reellen  Elemente  der  Figur  ermitteln. 

Nehmen  wir  also   an,   eine  gegebene  Ebene  s  schneide 
die  Raumkurye   C7(')  nur  in  einem  reellen  Punkte  a  und  in 
zwei  konjngiert-imaginären  Punkten  b  und  c,  welche  vertreten 
werden  durch  eine  gegebene  elliptische  Punktinvolution  auf 
einem  geraden  Trager  l.    (Diese  Gerade  l  wird  gegeben  sein 
ab  eine  gemeinschaftliche  Sekante  zweier  Kegelschnitte,  in 
denen  die  Ebene  €  irgend  zwei  durch  O^^  gelegte  Kegel  2.  0. 
schneidet.)   Die  Ebene  b  enthält  eine  und  nur  eine  bestimmte 
Gerade  g^,  welche  Schnittlinie  zweier  Schmiegungsebeneu  der 
Baomkurve  (P^  ist.    Die  Konstruktion  der  Geraden  g^  steht 
dual   gegenüber   der   auf  S.  234   ausgeführten.    Konstruiert 
man  (s.  d.  vorige  Anmerkung)  zu  g^  den  harmonischen  Pol 
üi  Bezug  auf  das   nur   teilweise  reelle  Dreieck  a  b  c  ^  so  ist 
^ierselbe  der  Punkt  e,  in  welchem  sich  die  drei  Schmiegungs- 
ebeneu ta  Tt  Tc  in  den  Punkten  a  b  c  der  Raumkurve  schneiden. 
Natürlich  sind  von  diesen  drei  Schmiegungsebeneu  nur  eine 
^«   reell,  die  beiden  andern  T5  t^  konjugiert-imagiuär.    Durch 
den    80  gefundenen  Punkt  c  geht  eine  und  nur  eine  Sekante 
der  Haumkurve  O^j  deren  Konstruktion  auf  S.  234  angegeben 
^      Dies  ist  die  Gerade  g.    Geht  man  umgekehrt  von  einem 
Punkte  e  aus,  durch  welchen  nur  eine  reelle  Schmiegungs- 
ebene  ta  der  Baumkurve  (P^  geht,  während  die  beiden  andern 
^^^c    konjugiert- imaginär   sind  und  vertreten  werden  durch 
eine    elliptische  Ebeneninvolution   mit    einer   reellen  Axe  Z, 
(^lese  elliptische  Ebeneninvolution  ist  als  gegeben  anzusehen 
<*orc|i  die  gegebene  Baumkurve  (P^,  als  Baumkurve  dritter 
^la^ae  aufgefasst),  dann  geht  durch  e  die  einzige  Sekante  g 
^    Baumkurve,  und  man  konstruiere  zu  dem   Strahl  g   in 
^^Oig  auf  das  nur   teilweise    reelle   Dreiflach    ta  ti  tc    die 
^'^i^iDionische  Polarebene  s  nach  Analogie  der  oben  angegebenen 
^^^Ästruktion.     Diese   Ebene   s    enthält   dann   die   drei    Be- 
^hrnngspunkte  der  Schmiegungsebeneu  tatbtc,    von   denen 
J^atüiflich  nur  einer  reell  ist.    Die  Ebene  e  enthält  die  einzige 
^eri^e  g^,  welche  Schnittlinie  zweier  Schmiegungsebeneu  ist 

t,  Th«or.  d.  Oberfl.  3.  Ordn.  19 
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und  in  der  oben  angegebenen  Weise  konstruiert  wen 
kann.  Wir  gelangen  durch  diese  Konstruktion  also  Ton  d 
einen  Ausgangspunkte  zu  dem  andern  wieder  zurQck  i 
schliefsen  dadurch  den  Cyklus  derselben. 

reel 

die  Gerade  g  als    eine    uneigentliche   (ideelle)   Sekante 
Raumkurve  und  die  Gerade  g^  als  eine  uneigentliche  Sehn 
linie  zweier  Schmiegungsebenen  gefunden  wurde,  indem  di 
selbst  konjugiert-imaginär  sind^  zeigt  sich  in  dem  jetzt 

trachteten  Falle  J       reell  konj.-imag.  l  gerade  das  U 

gekehrte:  g  ist  eine  eigentliche  Sekante  der  C^^^j  d.  h. 
gegnet  derselben  in  zwei  reellen  Punkten,  und  durch  j^,  gel 
zwei  reelle  Schmiegungsebenen  der  6^^.  In  der  That  kSni 
wir  dies  leicht  in  folgender  Weise  erkennen:  Legen  ^ 
nämlich  von  dem  einen  immer  reellen  Punkte  a  aus  den  Ke 
a^^  durch  die  Raumkurve  0^\  so  haben  wir  in  dem  frfil 
betrachteten  Falle  drei  reelle  Kegelstrahlen  tay  lab-,  ac',  dei 
Berührungsebenen  die  gegenüberliegenden  Seitenflächen  < 
Dreikants  ta,  'ab|y  [acl  in  drei  Strahlen  schneiden,  welche  ei 
Ebene  f,  bestimmen;  diese  Ebene  c,  schneidet  den  Kej 
vi<^^  in  einem  imaginären  Linienpaar,  und  die  auf  dem  Ke) 
^ii)  verlaufende  Raumkurve  O^^  aufser  in  a  in  einem  ima 
nären  Punktepaar,  welches  vertreten  wird  durch  eine  eil 
tische  Punktinvolution  auf  einer  Geraden  g.  Diese  Fun) 
involution  auf  der  in  der  Ebene  f|  liegenden  Geraden  g  wi 
ausgeschnitten  durch  die  Strahleninvolution,  welche  der  Ehe 
f,  in  Bezug  auf  den  Kegel  vt*^^  zugehört.  Dies  war  unsc 
obige  Konstruktion.  Wenn  wir  dagegen  im  zweiten  Fa 
Jen  Punkt  a  und  den  Kegel  a^^  beibehalten,  aber  von  d( 
einbeschriebenen  Dreikant  nur  den  Strahl  t^  und  die  Ehe 
[abc]  «=>  £  reell  annehmen,  das  Strahlenpaar  |ab|,  |acj  dagegi 
in  der  Ebene  €  als  konjugiert-imaginär  vertreten  lassen  dar 
eine  elliptische  Strahleninvolution,  die  durch  die  gegeb« 
Raumkurve  O^^  mit  gegeben  ist;  dann  führt  die  in  der  obigi 
Anmerkung  mitgeteilte  Konstruktion  zu  der  Ebene  s^ 
etwas  anderer  Weise  und  zeigt,  dafs  in  diesem  Falle  d 
•00  «I  notwendig  in  einem  reellen  Linienpaar  den  Keg 
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a<'>     schneiden  mufS;  folglich  auch  die  in  der  Ebene  £,  ent- 
hultiene  Gerade  g  der  Raumkurve  in   einem  reellen  Punkte- 
-pwLakJT    begegnen  mufs.    In  gleicher  Weise   gelangen    wir   zu 
dem    dual-gegenüberstehenden  Resultat^  wenn  wir  von  einem 
Pimbte  e  ausgehen,  durch  welchen  nur  eine  reelle  und  zwei 
konjugiert-imaginäre  Schmieguugsebenen  der  Raumkurve  C^^^ 
geken;  dann  haben  wir  in   der  einen   reellen  Schmiegungs- 
ebex&e  Xa  einen  Kegelschnitt  %^^^  und  demselben  umschrieben 
ein     nur  teilweise  reelles   Dreiseit,   von  dem  eine  Seite  die 
Tangente  ta  der  Raumkurve  ist  und  die  beiden  andern  die 
SclixiitUinien  des  imaginären  Ebenenpaars  Tb  und  r«  mit  der 
reellen   Ebene   ta.    Ermitteln   wir   in  diesem    Dreiseit  den- 
jenig^en  reellen  Punkt  ))p  in  welchem  sich  die  drei  (nur  teil- 
weise  reellen)    Verbindungslinien    der   Ecken   mit   den    Be- 
rührungspunkten der  Gegenseiten  schneiden  (analog  der  oben 
angegebenen  Konstruktion) ,  so   müssen  durch  ))|  zwei  reelle 
Tangenten    des  Kegelschnitts    W^^  gehen,    und   durch    diese 
beiden  reellen  Tangenten  gehen  zwei  bestimmte  Schmiegungs- 
ebenen  der  Raumkurve,  die  sich  in  der  Geraden^,  schneiden; 
in  der  Ebene  [c^^,]  =  s  ist  ^,  die  einzige  Gerade,  in  welcher 
^^ei  Schmiegungsebenen  der  Raumkurve  sich  schneiden,  die 
notwendig  reell  sind. 

Wir  können  also  den  obigen  Sätzen  die  folgenden  hin- 
zofQgen : 

Wenndurcheinen  Punkt  j  Wenn  eine  beliebige 
^  im  Räume  eine  reelle.Ebene  s  der  Raumkurve 
^nd  zwei  konjugiert-ima-|C^^>  nur  in  einem  reellen 
Square  Schmiegungsebe-;  und  zwei  konjugiert-ima- 
'^en  einer  Raumkurve  C^^^Iginären  Punkten  begeg- 
Sehen,  so  ist  die  durchinet,  so  enthält  sie  eine 
^^n  Punkt  e  gehende  Se-  bestimmte  Gerade  //j  als 
'^^nte  g  der  Raumkurve  Schnittlinie  zweier 
allemal  eine  eigentliche;  Schmiegungsebenen  der 
^*  K  sie  begegnet  der  Raumkurve,  die  notwen- 
**ÄaBakurve  in  zwei  re-  dig  reell  sind. 
®*len  Punkten.  \ 

Da  endlich  eine  Sekante  g  der  Raumkurve  immer  ent- 
^^er  eine  eigentliche  oder  eine  uneigentliche  sein  mufs,  d.  h. 
'^  ^Wei  reellen  oder  in  zwei  konjugiert-imaginären  Punkten  der 

19* 
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Raumkarve  begegnet  und  ebenso  eine  Schnittlinie  g^  sweier 
Schmiegangsebenen  der  Raumkurve  entweder  eine  eigentliche 
oder  eine  uneigentliche  sein  mufs^  d.  h.  die  beiden  Schmiegangs- 
ebenen durch  dieselbe  entweder  reell  oder  konjngiert-imaginir 
sind,  so  können  wir  die  vorhin  unterschiedenen  beiden  Fille 
auch  in  folgenden  Satz  zusammenfassen: 

Wenn  eine  Sekante  g  einer  Raumknrve  C^  und 
eine  Schnittlinie  g^  zweier  Schmiegungsebenen 
sich  begegnen,  d.  h.  in  einem  Punkte  treffen  (oder 
in  einer  Ebene  liegen);  somufs  von  diesen  die  eine 
eine  eigentliche,  die  andere  eine  uneigentliche 
sein,  d.  h.  enthält  g  zwei  reelle  Punkte  der  C^,  so 
gehen  durch  g^  zwei  konjugiert-imaginäre  Schmie- 
gungsebenen, enthält  g  keinen  reellen  Punkt  der 
C^^\  so  gehen  durch  g^  zwei  reelle  Schmiegangs- 
ebenen. 

Hieraus  folgt  nun  auch  das  Umgekehrte: 

Eine  Ebene,  welche   durch  eine  uneigentlich  < 
Schnittliniezweier  (konjugier t- imaginären)  Schmie^ 
gungsebenen  beliebig  gelegt  wird,  mufs  der  Rau 
kurveallemal  iudrei  reellen  Punkten  begegnen, an 

Von  jedem  Punkte  einer  uneigentlichen  Sekant- 
der  Raunikurve  CP^  (deren  Treffpunkte  konjugier 
imaginär    sind)     lassen     sich    allemal    drei     reel 
Schmiegungsebenen  an  dieselbe  legen. 

§  3(>.    Das  Nullsjrstem. 

Die  Dualität,  welche  die  Raumkurve  0*>  als  Punkt- 
tlhenengebilde   aufgefafst   darbietet,  führt  zu    einem    ei 
tünilichen  Polursystem    im   Räume,    welches    sich    von 
))ercits    untersuchten   Polursysteme  (S.  126)  zwar   wesenl 
unterscheidet,  aber  die  charakteristischen  Eigenschaften 
selben  besitzt. 

Wenn  man  durch  irgend  drei  Punkte  a  b  c  einer  RaoitfV 

kurve  C^)  eine  Ebene  e  legt,  und  die  drei  Schmiegongseben^'^' 

^*  in  diesen  drei  Punkten  sich  in  einem  Punkte  c  schneide^*« 

der  Pol  der  Ebene  c  und  s  die  Polarebene  d< 


Vue  NiiUajiitt^m. 
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ulit«8  c  heifseii  in  Bezug  auf  die  Itaumkurve  C'^K  Aus  dem 
(_8.  269)  bewiesecen  Satze  folgt  also: 
Der  Fol  Hegt  allemal  in  seiner  Folarebene. 
Man  kann  hiernach  einer  beliebigen  Ebene  £  im  Räume 
de  Kl  bestimmteu  Punkt  c  und  eiuem  beliebigen  Punkte  t  die 
£Il>«i]e  f  zuordnen  und  dadurch  eine  Abhängigkeit  der  sämt- 
liclieD  Punkte  und  Ebenen  im  Räume  von  einander  herstelleu. 
A.llein  die  Konstruktion  in  solcher  Weise  einander  zugeord- 
ne-t*r  Elemente  des  Raumes  beschränkt  sich  zunächst  nur  auf 
solche  Ebeneu,  weiche  der  Raumkurve  in  je  drei  reellen 
t*^uikten  begegnen,  und  auf  solche  Punkte,  durch  welche  drei 
reelle  Scbmiogungsebeneji  der  Raumkurve  gehen.  Von  dieser 
ichräokung  befreien  wir  uns  durch  folgende  Betrachtung: 
Seien 

a  l)  c  b  vier  Punkte  der  Raumkurve  C'^', 
aßyd  ihre  Schmiegungsebenen, 
dann  erhalten  wir  zwei  Tetraeder,  die  in  eigentümlicher  Weise 
^u   einander  liegen;   bezeichnen  wir  die  Eckeu  des  letzteren: 

l  »o  mufs,  weil  n,  der  P0I  von  [beb]  ist,  derselbe  in  dieser 
^^m  "bene  liegen ,  und  gleichzeitig  geht  die  Ebene  a  durch  ihren 
^^v'^'^lj  den  Punkt  a,  d.  b.  die  Ecken  des  ersten  Tetraeders  liegen 
^B  0>  den  Seitenflächen  des  zweiten,  und  die  Seitenflächen  des 
^^  'fBten  Tetraeders  gehen  durch  die  Ecken  des  zweiten,  also: 
Vier  Punkte  einer  Raumkurve  C'^'  bilden  eiu 
Tetraeder,  die  vier  ächmiegungsebenen  in  den- 
'^Iben  ein  zweites  Tetraeder;  jedes  von  beiden  ist 
"^■n  andern  gleichzeitig  ein-  und  umbescbrieben.*) 


reei. 


teU, 


')  llGbiu»,  Crelle'B  Journal.  Bd.  III,  S.  373.    Um  aioh  t 


J  Vor- 


"ing  lu   rnacbeu  von  einer  solchen  eigeDtümlichen  Figur,  die  ans 

°i    Talmcdern    besieht,    deren  jedes   dem  andern  gleichzeitig  eiu- 

^*^   Umbcccbrieben  ist,   nehme  mun   zuerst  in  der  Ebene  du  Dreieck 

'^  und  eine  Uerade  s  au,  welche  von  den  Drei  eck  sieiten  Ibcl,  ;cai, 
'*'\  in  den  Punkten  r,  e,  1  getroffen  wird;  ferner  nehme  man  einen 

f'>el>igen  Tierten  Punkt  b  and  liehe  |bi',  [bSI,  Ibl);  nimmt  man  in 
"*^o  drei  Strahlen  drei  beliebige  Punkte:  in  bil  den  Punkt  m,  in 
•*  «kn  Punkt  bi,  in  |bll  den  Punkt  c,.  bo  schneiden  die  drei  Sei- 
p     '     l*i<il.  [(lOil.  |a|b,(    dee    Dreiecks    aib,(|    die    Gerade   S   in    den 

"**kteu  t,  (|  t|  und  wegen  des  vollstSudigen  Viereck»  b  oj  b]  q  und  die 


294 


§  36.    Das  NulLsystem. 


Halten    wir   drei  Punkte  a  b  c   mit  ihren  Schmiegongs — 
ebenen  a  ßy  fest  und  drehen  um  eine  der  Seiten  des  Dreieck..^ 
a  b  c,  z.  B.  |bc|  eine  yariable  Ebene  e,  so  ergiebt  sich  hieniL 
die  Konstruktion  des  dritten  Schnittpunktes  der  Ebene  t  m 
der  Raumkurve ^  sehr  einfach;  da  nämlich  je  Tier  Punkte: 

a  b  c  bj ,        b  c  b  a, ,        c  b  a  bj ,        b  a  b  c, , 

immer  in  einer  Ebene  liegen,  und 
dreiPuDktcpaarerri,«0i,tti  einer  Involution  angehörig  (Fig.lt); 


Fig.  11. 

folgt   aber  umgekehrt,  dafs  jetzt  auch  die  drei  Verbinüuog»iralB- 
|aT||,  jb^i',  |ct||  sich  in  einem  Punkte  b|  schneiden  müssen  und  die 
den   Vioreckc   a  b  c  b|  und  at  b|  Ci  b  liegen    derartig,  daft  ihre 
paare    auf  der  Geraden  «  dieselbe  Involution  ausschneiden.     Den 
wir   uns  nun    die   einfache   Ebene   doppelt:  in  der  einen  Ebene 
Punkte  a  b  c  b| ,    in  der  andern  die  Punkte  Of  b|  C|  b  und  trennen 
beiden  Kbenen  dadurch,  dafs  wir  eine   von  ihnen  um  die  gerne: 
Schnittlinie  s,  welche  fest  bleiben  soll,  beliebig  drehen;  dann 
ten  wir  dadurch  zwei  Tetraeder  im  Räume: 

abcb        und        a|biC|b|, 
welche  die  verlan^^o  I«age  zu  einander  haben,  denn  weil    bc  ,  I^Stl 
in  r  schneiden  und  r  in<lie>:t,  60  müssen  bcba,  in  einer  Ebene  E 
d.  h.  a,  in  der  Kbene  [beb,,  ebenso  b|  in  der  Ebene  [cba],  C|  in 
Ebene  [abb].  andererseits  a  in  der  Ebene   [b|C|b|],    b  in    der 
[cibiüt^  und  c  in  der  Ebene  [^|albl\  endlich  aber  der  Konstniktioi 
folge  b,  in  der  Ebene  [abc]  und  b  in  der  Ebene  [aib|C|]:  fölgliek 
alle  8  Bedingungen  erfTiUts  und  die  beiden  Tetraeder  haben  die  "^ 
langte  riUunliche  Lage. 
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(ßyd)  —  a,,  (yda)  =  b,,  (daß)  =  c,,  (aßy)  =  b,  ist, 

wird  der  Punkt  a|  als  Schnittpunkt  von  s  mit  \ßy\  hervor- 
en,  der  Punkt  bi  =  {"^ßy)  bekannt  sein,  der  Punkt  bt  als 
Sclmittpunkt  der  Ebene  [a|b|C]  mit  \ya\  und  der  Punkt  q  als 
Solinittpunkt  der  Ebene  [a|b|b]  mit  [aßl  hervorgehen;  die  drei 
dadurch  konstruierten  Ebenen  [bca|]  [cabj  [abcj  schneiden 
sieli  aber  in  dem  gesuchten  Punkte  b. 

Aus  dem  obigen  Schema  ergiebt  sich  sofort  die  Iden- 
tität der 

Schnittlinie  \aß\  mit  der  Verbindungslinie  Icibj,  der 

„  |y*|    „     „  „  |a,bj  u.  s.  f. 

Da  nun  das  Schema  zeigt,  dafs  eine  Gerade,  welche  die 
Punkte  a  und  b]  verbindet,  sowohl  die  Geraden  |C|  b,  { «=  |a/3| 
und  |cb|,  als  auch  die  Geraden  |ab|  und  la^bil  =  |yd|  treffen 
inu(8,  und  dasselbe  auch  gilt  für  einen  Verbindungsstrahl  |ba|  |, 
sowie  für  |cb||  und  |bCi|,  so  werden  die  vier  Geraden: 

|ab|     \aß\    |cb|     |y*| 

Rleichzeitig  von  vier  andern  Geraden  getroffen,  woraus  wir 
^hliefsen,  dafs  sie  hyperboloidische  Lage  haben  (S.  95)  oder 
^iner  Regelschar  angehören;  ebenso  haben 

|ac|    \ccy\     ,bb|    \ßd\ 

"Jperboloidische  Lage  und  endlich  auch     " 

|bc|     \ßy\    |ab|     |a*i. 

Wir  haben  also  den  Satz: 

Sind  zwei  Tetraeder  einander  gleichzeitig  ein- 

^^d  umbeschrieben,   so   hat   iede   Kante   des  einen 

^^e  zugehörige  Kante  des  andern,  indem  der  Kante 

J*eB     einen    Tetraeders,    welche    zwei    Ecken     ver- 

.  '^det,  die  Kante  des  andern  Tetraeders  zugehört, 

^    Welcher    sich  die   durch   diese  Ecken   gehenden 

.  ^itenflächen  desletzteren  schneiden;  alsdann  hat 

^Hier  ein  Paar  Gegenkanten  des  einen  Tetraeders 

r^^d    das    Paar    zugehöriger    Kanten     des    andern 

^traeders  hyperboloidische  Lage. 

Nehmen  wir  jetzt  in  der  Schnittlinie  .aß\  einen  beliebigen 
"^Äkt  )f  an,  oder  anders  aufgefafst,  denken  wir  uns  durch 
^^üen  beliebigen  Punkt  )p  zwei  Schmiegungsebenen  a  /)  an  die 
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Kaumkurve  gelegt ;  dereu  Berührungspunkte  a  b  seien ,  dann 
wird  die  Folarebene  7t  des  Puuktes  f  sowohl  durch  p,  als  auch 
durch  a  und  b  gehen,  also 

^  =  [»>cib]; 

legen  wir  sodann  durch  peine  beliebige  Ebene  n^^  welche  der 
Kaumkurve  in  zwei  Punkten  c  b  begegnet,  dereu  Schmiegungs- 
ebenen  yd  seien,  dann  wird  der  Pol  )f^  der  Ebene  sr,  so- 
wohl in  Jt^  als  auch  in  y  und  d  liegen  müssen,  also 

h  =  (:r,yd). 

Wir  haben  aber  angenommen,  dafs  die  Ebene  Xi  durch  p 
geht,  also  die  vier  Ebenen  nit^  a  ß  durch  denselben  Punkt  p 
gehen;  daraus  folgt,  dals  die  Schnittlinie  \7C«^  der  Schnitt- 
linie aß  begegnen  mufs;  andererseits  ist  evident,  dafs  die 
Schnittlinie  tctc^  sowohl  mit  ab|  in  der  Ebene  sr,  als  anch 
mit  {cbj  in  der  Ebene  ;r,  liegt;  da  also  ;3r;r,  den  drei  Gera- 
den 'a/}|  ab  !cb|  begegnet,  so  mufs  sie  nach  dem  vorigen  Satze 
auch  der  vierten  Geraden  |yd|  begegnen,  d.  h.  die  vier 
Ebenen  ;r  ;r,  ^  d  müssen  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  also 
mufs  pi  =  (^1^^)  iii  der  Ebene  :r  liegen.  Wir  haben  also 
bewiesen,  dafs  wenn  ;r,  durch  den  Punkt  p  geht,  p,  in  der 
Ebene  n  liegen  mufs,  d.  h.: 

Wenn  ein  Punkt  p  in  einer  Ebene  ar,  liegt,  so 
mufs  seinePolar  ebene  ;r  durch  den  Pol  p,  der  Ebene 
:r,  gehen. 

Oder,  was  dasselbe  ist: 

Geht  eine  Ebene  :r,  durch  einen  Punkt  p,  so  liegt 
ihr  Fol  p,  in  der  Polarcbene  ;r  des  Punktes  p. 

Hieraus  folgen  die  beiden  Satze: 

Alle  Punkte  einer  Ebene  Alle  Ebenen  durch  einen 
haben  zu  ihren  Polar-  Punkt  haben  ihre  Pole  in 
ebenen  solche,  die  siimt-  einerEbene,  welcheselbst 
lieh  durch  einen  festen  durch  den  gegebenen 
Punkt  der  Ebene,  ihren  Punkt  geht  und  seine 
Pol,  gehen.  Polarebene  ist. 

Wenn  wir  nun  zwei  beliebige  Ebenen  n  und  :i  nehmen, 
deren  Pole  p  und  p'  seien,  so  werden  samtliche  Punkte,  die 
in  beiden  Ebenen  gleichzeitig  liegen,  d.  h.  die  Punkte  der 
Schnitflinie  |"'|r  zu  Polarebenen  solche  haben,  die  gleich- 


Die  Pole  sämtlicher 
Ebeneil;  welche  durch 
eine  Gerade  gehen,  liegen 
aaf  einer  bestimmten  zu- 
gehörigen Geraden. 
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zeitig  durch  p  und  p\  also  durch  die  Verbindungslinie  \pp'\ 
gehen,  und  umgekehrt,  da  zwei  Ebenen  durch  |^))'|  ihre  Pole 
auf  der  Schnittlinie  \nn\  haben,  so  werden  sämtliche  Punkte 
der  Verbindungslinie  |))))'|  zu  Polarebenen  solche  haben,  die 
durch  \7tx'\  gehen.     Also: 

Die  Polarebenen  sämt- 
licher Punkte,  welche  in 
einer  Geraden  liegen, 
schneiden  sich  in  einer 
bestimmten  zugehörigen 
Geraden. 

Solch  ein  Geradenpaar  soll  ein  Paar  konjugierter  Ge- 
raden (Strahlen)  heifsen  und  ist  nach  der  eben  bewiesenen 
Eigenschaft  vertauschbar.  Zugleich  folgt,  dafs,  wenn  der  Punkt 
p  eine  Gerade  s  durchläuft,  seine  Polarebene  n  um  eine  feste 
Gerade  s^  sich  dreht  und  ein  Ebenenbüschel  beschreibt,  welches 
mit  der  von  p  beschriebenen  Punktreihe  perspektivisch  liegt, 
folglich  projektivisch  ist. 

Und  weiter: 

Nehmen  wir  einen  beliebigen  Punkt  a  und  l^en  durch 
denselben  eine  beliebige  Ebene  ß,  so  wird  die  Polarebene  a 
des  Punktes  a  durch  a  selbst  gehen,  der  Pol  b  der  Ebene  ß 
wird  aber  in  ß  liegen,  und  weil  ß  durch  a  geht,  so  muls 
b  in  a  liegen  (s.  o.).'  Der  Punkt  b  liegt  also  in  beiden 
Ebenen  a  ß  gleichzeitig  und  ebenso  a,  also  ist 

Nehmen  wir  aber  irgend  eine  Gerade  t  in  der  Ebene  ß, 
die  nicht  durch  a  geht,  so  wird  ihre  konjugierte  Gerade  ^, 
durch  b  gehen,  aber  nicht  in  a  liegeu.  Bewegen  wir  auf  t 
einen  Yeranderlichen  Punkt  jc,  so  ist  die  Polarebene  des- 
selben i  B"  [^1  y]  ]  die  von  j:  beschriebene  Punktreihe  liegt  mit 
dem  Yon,  |  beschriebenen  Ebenenbüschei  perspektivisch.  Der 
Strahl  \aj:\  «=  ^  hat  zu  seinem  konjugierten  Strahl  die  Schnittr 
linie  |a$|  «»«i.  Bei  der  Bewegung  von  x  beschreibt  also  s 
ein  ebenes  Strahlenbüschel  um  a  in  der  Ebene  ß  und  der  kon- 
jagierte  Strahl  $,  ein  ebenes  Strahlenbüschel  um  den  Punkt  b 
in  der  Ebene  a  und  beide  Strahlenbüschel  müssen  projektivisch 
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sein;  weil  die  uiit  ilineu  perspektivischen  tiebilde,   welche  r 
und  S  beschreiben,  perspektivisch  liegen,  also  folgt: 

Wenn  eine  Gerade  s  um  einen  Punkt  a  in  einer 
Ebene  ß  ein  Strahlenbüschel  beschreibt,  so  wird  der 
konjugierte  Strahl  5,  in  der  Polarebene  a  von  a  um 
den  Pol  b  von/}  sich  drehen  und  ein  mit  dem  ersten  pro- 
jektivisches  Strahlenbüschel  beschreiben.  In  der 
Schnittlinie  |a/3|  =  |ab|  haben  die  beiden  Strahlen- 
büsShel  zusammenfallende  entsprechende  Strahlen. 

Nunmehr  kann  man  zu  einem  beliebigen  Punkte  )>  die 
Polarebcne  n  konstruieren,  unabhängig  davon,  ob  durch  p 
drei  oder  nur  eine  reelle  Schmiegungsebene  an  die  Baum-  —  .^- 
kurve  gelegt  werden  können ;  man  verbinde  f  mit  irgend  zwei  m:  ^=fi 
Punkten  v\  und  b  der  Kaumkurve  durch  eine  Ebene;  di< 
Schmiegungsebenen  der  Punkte  a  und  b  schneiden  sich  h 
einer  Geraden  \ccß\\  dann  sind  |ab|  und  \aß\  konjaf 
Gerade,  folglich  mufs  die  Ebene  [)>ab]  ihren  Pol  auf  \aßl 
haben ;  dieser  Pol  ist  also,  weil  er  in  seiner  Polarebene 
mufs,  der  Schnittpunkt  der  Ebene  [pab]  mit  der  Geraden  \aß\^  | 
Wenn  man  in  gleicher  Weise  eine  zweite  und  dritte  Eben^^ 
durch  p  legt  und  die  drei  Pole  dieser  Ebenen  yerbindeft 
durch  eine  neue  Ebene,  so  ist  diese  die  Polarebene  von  p* 
Da  sie  auch  durch  p  selbst  gehen  mufs^  so  braucht  man  nnia 
zwei  der  vorigen  Ebenen  zu  ihrer  Bestimmung. 

In  dieser  Weise  werden  die  Punkte,  Strahlen  an« 
Ebenen  im  Räume  einander  zugeordnet,  so  dafs  zu  jedei 
Punkte  p  eine  bestimmte  durch  ihn  gehende  Ebene  n  (seiu^^  ^^ 
Polarebene),  zu  jeder  Ebene  ein  bestimmter  in  ihr  liegendem  '^^^ 
Punkt  (ihr  Pol)  und  zu  jeder  Geraden  s  eine  bestimmte  ihjm  ^^^ 
konjugierte  Gerade  6*,  gehört,  zu  welcher  selbst  wieder  5  di^^  -■^ 
konjugierte  ist.  Das  ganze  dadurch  erhaltene  System  toc^^  '" 
Punkten,  Strahlen  und  Ebenen  im  liaume,  welches,  wie  wiK'  -^^ 
gesehen  haben,  die  charakteristischen  Eigenschaften  einej^  -■^'^ 
Polarsystems  besitzt,  aber  in  eigentümlicher  Weise  modifiziert^^"^ 
soll  ein  Nullsystem  heilsen.*) 

Wenn  man  in  der  Polarebene  tc  eines  Punktes  ^,  der  in  ^      ' 

*)  IfObiQS,  Lehrbuch  der  Statik.  Bd.  I,  S.  J51  und  Grelle*!  Joi 
fflr  Mathematik.   Bd.  X,  S.  317. 
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li^en  mufs,  eine  beliebige  Gerade  s  durch  )f  zieht,  so  Diufs 
ihre  konjugierte  Gerade  $,  sowohl  in  n  liegen^  weil  s  durch  )> 
geht^  als  auch  durch  )f  gehen ;  weil  s  in  n  liegt;  es  müssen 
also  s  und  s^  beide  durch  )f  gehen  und  in  n  liegen.  Nehmen 
wir  aber  irgend  einen  zweiten  Punkt  )>'  der  Geraden  s^  so 
rnnrs  seine  Polarebene  sowohl  durch  if^  als  auch  durch  )>'  gehen 
Und  in  $,  die  Ebene  n  schneiden ,  folglich  müssen  s  und  $, 
zusammenfallen,  also: 

Jede  in  einer  Ebene  durch  den  Pol  derselben 
gezogene  Gerade  ist  sich  selbst  konjugiert. 

Da  jede  andere  in  der  Ebene  n  angenommene  Gerade  s, 
welche  nicht  durch  ^  geht,  einen  durch  )}  gehenden  Strahl  5, 
zur  konjugierten  Geraden  hat,  der  nicht  in  n  liegt^  so  können 
sich  s  und  s^  niemals  begegnen.     Wir  können  also  sagen: 

Zwei  konjugierte  Gerade  5  und  5|  begegnen  sich 
im  allgemeinen  nicht;  wenn  sie  sich  treffen,  so 
fallen  sie  identisch  zusammen  (sind  selbstkonju- 
gierte Gerade). 

Die  allgemein  nachgewiesene  Projektivitat  einer  von  dem 
Punkte  ))  auf  der  Geraden  s  durchlaufenen  Punktreihe  mit 
dem  von  der  Polarebeue  n  um  die  Äxe  s^  beschriebenen 
Ebenenbüschel  kann  bei  dieser  besonderen  projektivischon 
Lage,  bei  welcher  der  Träger  der  Punktreihe  mit  der  Äxe 
des  Ebeuenbüschels  koinzidiert,  nicht  aufhören  und  läfst  sich 
in   der  That  leicht  direkt  nachweisen  : 

Sei  t  eine  sich  selbst  konjugierte  Gerade,  werde  durch  t 
eine  beliebige  Ebene  ß  gelegt  und  in  ihr  irgend  ein  Punkt  a 
angenommen ;  drehen  wir  um  a  einen  Strahl  s  in  der  Ebene  ß 
und  ermitteln  den  zu  s  konjugierten  Strahl  5|.  Da  die  Ebene  ß 
durch  t  geht,  so  mufs  auch  ihr  Pol  b  auf  der  sich  selbst  kon- 
jugierten Geraden  t  liegen;  da  ß  durch  a  geht,  so  muls  die 
Polarebene  a  durch  b  gehen  und  zugleich  durch  a,  also  durch 
'a6|  a=»  |a/3|.  Es  ist  nun  oben  gezeigt  worden,  dafs,  während 
8  um  a  in  der  Ebene  ß  ein  Strahlenbüschel  beschreibt,  s^  in 
der  Ebene  a  um  den  Punkt  b  ein  projectivisches  Strahlenbüschel 
beschreibt.  Der  Schnittpunkt  {st)  hat  aber  zu  seiner  Polar- 
ebene die  Ebene  [s,^];  folglich  mufs  auch  die  Punktreihe, 
welche  (^Q  *»  ^  beschreibt,  mit  dem  Ebenenbüschel,  welches 
\s^(^  — >  £  beschreibt,  projektivisch  sein,  d.  h.: 
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Eine  sich  selbst  konjugierte  Gerade  ist  gleich- 
zeitig der  Träger  einer  Punktreihe  j:  und  die  Axe 
eines  Ebenenbüschels  J^,  wo  |  die  Polarebene  des  ^ 

Punktes):  im  Nullsystem  bezeichnet.    Diese  beiden  ^ 

Gebilde  sind  allemal  projektivisch. 

Insbesondere  erscheinen  ein  Punkt  der  Baumkurve  und  JQ 

seine   Schmiegungsebene   als  ein  Paar  Pol   und  Polarebene,         ^« 
eine  Tangente  als  eine  sich  selbst  konjugierte  Gerade. 

Eine  Sekante  der  Raumkurve  hat  zum  konjugierten  Strahl  M  a\ 
eine  Schnittlinie  zweier  Schmiegungsebenen  derselben.  Die  ^^e 
beiden  oben  (§  35)  hervorgehobenen  Systeme  von  Geraden  g  ^^g 
und  g^  im  Räume  treten  also  durch  das  Nullsystem  in  polare  ^»*e 
Abhängigkeit  und  paaren  sich  zu  besonderen  konjugierten  .kikii 
Strahlen  desselben. 

Jede  Gerade,  welche  zwei  konjugierte  Strahlen 
schneidet,  ist  eine  sich  selbst  konjugierte  Gerade;^ 
denn  trifit  sie  die  konjugierten  Strahlen  s  und  $|  in  p  und  P|,^ 
so  ist  die  Polarebene  von  ^  die  Ebene  s  =  [)>5,],  und  die  Polar— 
ebene  von  )fi^  ist  €^  =  [^|5] ;  beide  Polarebenen  schneiden  siel 
in  der  Geraden  |p))i|;  also  ist  konjugierte  Gerade  zur  Yer 
bindungsliuie  |pp||  die  Schnittlinie  \€£^\  <»  !)>)>il)  d.  h.  jpp,    ^  ,/ 
eine  sich  selbst  konjugierte  Gerade. 

Wenn  man  durch  eine  sich  selbst  konjugierte  Gerade  ^^  g 
eine  beliebige  Ebene  b  legt,  so  muls  der  Pol  p  derselben  in  »_  g 
liegen;  hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  den  vorigen  Satz: 

Werden  irgend  zwei  konjugierte  Gerade  Sk 
von  einer  beliebigen  Ebene  ;r  in  ^  und  d,  getroffei 
so  liegt  der  Pol  p  der  Ebene  n  mit  den  beiden  Trefl 
punkten  i>  und  ^^  in  einer  geraden  Linie. 

Und  umgekehrt: 

Sind    zwei    konjugierte    Gerade  s  s^  eines  Nul 
Systems  gegeben,   und  zieht   man   durch    einen   b( 
liebigen     Punkt   p    im    Räume     diejenige    Gerade 
welche  6'  und  s^  trifft,  so  mufs  durch  diese  Gerad< 
die  Polarebene  tc  des  Punktes  p  gehen. 

Hieraus  folgt  weiter: 

Nehmen  wir  zwei  beliebige  Paare  konjugierter  Strahlei 
des  Nullsystems  s  und  s^,  t  und  ^|,  ziehen  durch  irgend  einei 
Punkt  p  der  Geraden  6'  die  einzige  Gerade,  welche  t  und  / 
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gleichzeiüg  trifft,  so  mul's  dieselbe  eine  sich  selbst  konjugierte 
öerade  sein;  also  die  Polarebene  von  p  wird  durch  diese 
6era.de  uuil  zugleich  durch  s,  gehen  müssen,  mitliin  triöl  die 
prste  durch  p  gezogene  Gerade  auch  s,;  also  jede  Gerade, 
•Welche  drei  von  den  beiden  Paaren  von  konjugierten  Strahlen 
*«!      xind   it,   trifft,  mufs   auch   dem   vierten   begegnen,  d.  h. 

K   haben  hyperboloidische  Lage: 
Irgend  zwei  Paare  konjugierter  Strahlen  5  und 
f    und  /,   haben    allemal   hyperboloidiscbe    Lage 
e  r  gehören  einer  Eegelschar  an,  deren  zugehörige 
eite  Regelschar  aus  lauter  eicb  seibat  konjugier- 
1    Strahlen  besteht. 

Denkt  man  sich  das  ganze  Hyperboloid  ,^'*i  hergestellt, 
'lassen  einer  Regelachar  die  beiden  Strahlenpaare  ss,  tt,  an- 
BeliBreu,  so  schneidet  eine  beliebige  Ebene  ir  das  Hyper- 
^**loid  in  einem  Kegelschnitt  Ä'*',  auf  welchem  die  Schnitt- 
punkte $£,[!,  der  Ebene  n  mit  den  vier  Strahlen  ss,  ((, 
liegen.  Uie  Verbiudungalinien  |5Ö,|  und  Itt,  |  müssen  sich  in 
''*>ti  Pole  p  der  Ebene  w  schneiden.  Jede  durch  p  gezogene 
Bernde  wird  nun  dem  Kegelschnitt  i{'=*  iu  einem  Punktepaar 
Tt  begegnen,  durch  welches  zwei  Erzeugende  x  Xj  der 
*t«n  Regelschar  gehen,  welcher  ss, /<,  angehören.  Dann 
offenbar  auch  xa;  konjugierte  Strahlen  im  Null- 
VBt«m  sein;  denn,  um  zu  u:  den  konjugierten  Strahl  zu  er- 
sten, müssen  wir  durch  jr^s,  das  Hyperboloid  §'**  legen 
"•xJ  diejenige  Erzeugende  derselben  Regelsehar  ermitteln, 
*®J<Jie  der  Ebene  sr   in   einem  solchen   Punkte  11,   begegnet, 

Kf    mit  rp  in  einer  Geraden  liegt;  dies  ist  aber  der  Strahl  x,. 
*■- erhalten  alao  unendlich  viele  Paare  konjugierter  Strahlen 
1  ,   welche    einer   Kegelschar    angehören   und   sich   involu- 
"'**nsch    paaren,   weil   die   Punktepaare   j;r,    auf   dem    Kegel- 
^^■*»iitt  fi'*'   sich   involutorisch   paaren,    da   die   Gerade    rV|| 
**»«»-«h  den   festen    Punkt   p  läuft.     Je   nachdem   p  innerhalb 
^^^T  aufaerhalb   des  Kegelschnitts  M**'  liegt,    giebt  es   keine 
^^^T  zwei  Tangenten  desselben  durch  (>.    In  der  involutorisch- 
"*l*aarteu    Regelachar   3;r,    kommen    also    keine    oder  zwei 
*^"  xelbst  konjugierte  Strahlen  des  Nullsystems  vor;  erstercs 
^•»lenwirden  elliptischen,  letzteres  den  hyperbolischen  Kall. 
^^  Nahmen   wir  inslx 


302  §  36.    Daa  NalUjstem. 

Strahlen  t  und  i^  an,  die  sieh  im  Räume  nicht  treffen,  m 
wird  ein  beliebiger  Pnnkt  j:  anf  t  zur  Polarebene  eine  dorcl 
t  gehende  Ebene  £  haben,  und  es  beschreiben,  wie  wir  gesehei 
haben,  r  und  |  projektiTische  Gebilde.  Die  Ebene  |  schneide 
fj  in  einem  Punkte  r, ,  dessen  Polarebene  durch  t^  gehei 
mufs,  weil  ^^  eine  sich  selbst  konjugierte  Gerade  ist;  die« 
Polarebene  |,  mufs  aber  auch  durch  r  gehen,  weil  S  dnrcl 
Ti  geht,  folglich  ist 

iSSi   =  rr,! 

eine  sich  selbst  konjugierte  Gerade;  wegen  der  ProjeetiTiti 
von  jT  mit  i  beschreiben  nun  die  Ebenen  |  und  S,  um  di( 
Axen  t  und  t^  zwei  projektivische  EbenenbQschel,  also  di< 
Schnittlinie  ££,  |  eine  Regelschar.  Wir  erhalten  daher  folgen 
den  Satz: 

Hat  man  zwei  sich  selbst  konjugierte  Strahlei 
im  Nullsystem,  die  im  Räume  einander  nicht  be 
gegnen,  so  giebt  es  unendlich  viele  andere  sict 
selbst  konjugierte  Strahlen,  welche  den  beidei 
ersten  gleichzeitig  begegnen;  diese  bilden  eini 
Regelschar  eines  Hyperboloids. 

Die  zweite  Regelschar,  welche  dieses  Hyperboloid  enthält 
und  welcher  die  beiden  zuerst  angenommenen  sich  selbsl 
konjugierten  Strahlen  angehören,  enthält  unendlich  viele 
Paare  von  Erzeugenden,  welche  harmonisch  getrennt  werden 
(S.  93)  durch  die  beiden  ersten  sich  selbst  konjugieriei) 
Strahlen;  jedes  solche  Paar  ist  ein  Paar  konjugierter  Strah- 
len  im  Nullsystem. 

Die  in  §  35  gewonnenen  Resultate  lassen  sich  hier  beim 
Nullsystem  so  aussprechen: 

Wenn  c  ein  beliebiger  Punkt  im  Räume  und  i 
die  durch  ihn  gehende  Polarebcne  desselben  in: 
Nullsystem  ist,  so  geht  durch  c  eine  einzige  be- 
stimmte Sekante  //  der  Raumkurve,  und  in  e  liegt 
eine  einzige  bestimmte  Gerade  //,,  welche  Schnitt- 
liniezweierSchmiegungs ebenen  der  Raumkurve  ist.. 
ff  und  ff^  sind  konjugierte  Strahlen  im  Nullsysten: 
und  zwar  beide  eigentlich  oder  beide  üneigentlicb| 
(I.  h.  wenn  ff  in  zwei  reellen  Punkten  der  Raumknrve 
begegnet  (eigentliche  Sekante  ist),   so  gehen  aacfa 
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cluirch^,  zwei  reelle  Schmiegungsebenen  derRaum- 
ku  r  ye  und  umgekehrt.  Das  erstere  ist  der  Fall;  so- 
b&l  d  die  Ebene  £  nur  einen  reellen  und  zwei  konju- 
^io  xt-imaginäre  Punkte  derRaumkurve  enthält,  das 
letztere  (uneigentliche  g  und  g^\  sobald  b  in  drei 
reellen  Punkten  der  Raumkurve  begegnet,  oder, 
"wsks  dasselbe  ist,  durch  e  drei  reelle  Schmiegungs- 
etonen  der  CP^  gehen.  Ferner  sind  g^  und  c  harmo- 
nische  Polare  und  harmonischer  Pol  in  Bezug  auf 
dasjenige  (ganz  oder  nur  teilweis  reelle)  Dreieck, 
in  ^vrelchem  die  Ebene  b  der  Raumkurve  begegnet; 
und  analog  sind  b  und  g  harmonische  Polarebene 
uxi<]  harmonischer  Polarstrahl  in  Bezug  auf  das- 
jexiige  Dreiflach,  welches  von  den  drei  (reellen, 
oder  paarweise  nicht  reellen)  Schmiegungsebenen 
S^bildet  wird,  die  sich  von  e  aus  an  die  Raumkurve 
^®8r«D  lassen.  — 

Man  kann  ein  Nullsystem  auf  sehr  viele  verschiedene 
m  konstruieren,  wenn  man  gewisse  zu  seiner  Bestimmung 
no^'Virendige  und  hinreichende  Bestinimungsstucke  annimmt. 
^^iir   wollen  einige  dieser  Konstruktionen   hier  hervorheben: 

1)  Wenn  drei  Punkte  a  b  c  und  drei  durch  dieselben 
Sollenden  Ebenen  aßy  gegeben  sind,  die  so  liegen,  dafs 
**^*'  Schnittpunkt  (a/Jy)  selbst  in  der  Ebene  [abc]  liegt  (wäh- 
rend  ihre  drei  Schnittlinien  nicht  in  dieser  Ebene  liegen),  so 
^^  dadurch  ein  Nullsjstem  bestimmt ,  in  welchem  a  und  a,  b 
^^d   ß^  c  und  y  Pol  und  Polarebene  sind.  Die  drei  Strahlenpaare : 

jab|  =  r        und  aß\  =  r^ 


|ac|  =s  „  ay\  =5, 

|bci=^  „  ßY\  =  t^ 

^*^^   drei  Paare  konjugierter  Strahlen  des  Nullsystems,   und 
**^     zu  einer  beliebigen  Ebene  jr  den  Pol  ^  zu  finden,  suche 
^^  die  Durchbohrungspunkte  rtt,  ö^i  der  Strahlen  rr^jSS^ 
^^    der  Ebene  n  auf  und  den  Schnittpunkt: 

»>  =  (itrj,  \U,\ 

^^Ji  ist  ))   der  Pol  der  Ebene  7t\  in   analoger  Weise  findet 

r*^^   zu  jedem  Punkte  !p   die  Polarebene  ä  im   Nullsystem, 

^^^m  man  durch  !p  die  Gerade  zieht,  welche  r  und  r,  trifft. 
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sodann  die  Gerade,  welche  $  und  s^  trifiRi,  und  durch  beid 
Gerade  eine  Ebene  legt.  Da  durch  den  zuerst  konstaruierte] 
Punkt  p  auch  die  Verbindungslinie  der  Schnit^unkte  tt|  toi 
t  und  ^1  mit  n:  gehen  mufs,  so  erhält  man  einen  Sats,  de 
hier  nicht  weiter  hervorgehoben  werden  solL 

2)  Wenn  zwei  Paare  Strahlen  s  und  $^ ,  t  xtad  t^  gegebe 
sind  y  die  der  Bedingung  genügen ,  hyperboloidische  Lage  zi 
haben ;  d.  h.  einer  Regelschar  anzugehören,  so  ist  dadurd 
ein  Nullsystem  bestimmt,  in  welchem  $und5|,  /  und  f |  kon 
jugierte  Strahlen  sind.  Um  zu  einem  beliebigen  Punkte  ; 
die  Polarebene  tc  zu  finden,  braucht  man  nur  wie  Yorfai 
durch  p  die  Gerade  zu  ziehen,  welche  s  und  5,  begegnet,  nm 
die  Gerade,  welche  t  und  t^  begegnet,  und  beide  Gerade  dnrcl 
eine  Ebene  x  zu  verbinden. 

3)  Wenn  ein  Paar  Strahlen  $s,,  die  sich  im  Raum 
nicht  treffen,  und  auf  einer  Geraden  g,  welche  beiden  begeg 
net,  sowohl  ein  Punkt  a,  als  durch  dieselbe  eine  beliebig 
Ebene  a  gegeben  ist ,  so  ist  dadurch  ein  Nullsystem  beetimm 
in  welchem  a  und  a  Pol  und  Polarebene,  $  und  s,  ein  Paa 
konjugierter  Strahlen  ist  {g  eine  sich  selbst  koiyugien 
Gerade). 

Um  zu  einem  beliebigen  Punkte  )>  die  Polarebene  x  a 
konstruieren,  ziehe  man  zuerst  durch  a  eine  beliebige  Ger^ 
/,  welche  s  und  s^  nicht  begegnet,  lege  durch  ss^t  ein  Hype 
boloid  ^p^),  dessen  anderer  iiegelschar  die  Gerade  g  angehBrc 
wird ;  die  durch  g  gehende  Ebene  a  wird  das  Hyperboloid  : 
einem  zweiten  Strahle  /,  schneiden,  welcher  zu  der  Beg^ 
schar  gehurt ,  die  durch  ss^t  bestimmt  wird.  Die  Pfe^ 
konjugierter  Strahlen  ss^  und  //,  bestimmen  dann  nM 
2)  das  Nullsystem,  uud  zu  jedem  Punkte  p  kann,  wie  ob« 
gezeigt  ist,  die  Polarebene  konstruiert  werden. 

4)  Wenn  drei  Gerade  g g  g\  die  einander  im  Banil 
nicht  treffen,  ein  beliebiger  Punkt  )p  und  eine  durch  üi 
gehende  Ebene  tc  gegeben  sind,  so  ist  dadurch  ein  Nullsyate^ 
bestimmt,  von  welchem  p  uud  .t  Pol  und  Polarebene  oH 
9  9  9    ^^^^  ^^^^^  selbst  konjugierte  Gerade  sind. 

Zur  Konstruktion  des  Polarsystems  lege  man  dnrch  A 
drei  Geraden  g  g  g"  ein  Hyperboloid  S^^^  und  bestimme  d 
zweite  It^elscbar  desselben ,  welcher  g  g  g"  nicht  angehoieS 
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i  nacli  dem  Obigen  unendlich  viele  Paare  konjugier- 
ter Strahlen  enthalten,  von  denen  wir  drei  sofort  konstruieren 
hönnen:    Die   Ebene    ä   schneidet    gg'g      in    drei    Pnnkten, 
dui-ch  welche   drei  Erzeugende  s  s  s'  der   andern  Uegelschar 
des  Hyperboloids   J^'-'   gehen,   und  die  drei  Ebenen,    welche 
^»"ir-  darch  p    und    die    drei   Geraden    g  g'  g"   legen    können, 
schneiden   das  Hyperboloid  ^'-'   in  drei  Erzeugenden  S|  sj  sl' 
der   zweiten  Kegelschar.     Dann   sind  s   und  s, ,  s    und  s\,  s" 
"n«J  s'i   drei  Paare  konjugierter  Strahlen  des  Nullsystems,  fflr 
Welches  gg'g"  aich  selbst  konjugierte  Strahlen,  p  und  n  Pol 
and  Polarebene  sind.    Denn   sie  gehören  einer  Regelschar  des 
Hyperboloids  an,   dessen   andere  Regelschar  ans   lauter  sich 
B*^lbst  konjugierten  Strahlen  besteht    Die  Ebene  ä  schneidet 
^^^*er  das  Hyperboloid  ,^f**  in  einem  Kegelschnitt  Jt'*'.  auf  dem 
y^e   Durchbohrungspunkte  des  Strahlenpaars  ss,    liegen,   und 
**>«    Verbindungslinie    dieser    Schnittpunkte    murs   der   Kon- 
^^^'TjktioB  zufolge  durch  ^j  gehen;  da  dasselbe  für  s's'i  gilt,  so 
'St   p  der  Pol  von  jt.     Durch  zwei  der  gefundenen  Strahlen- 
I'aare  ss,    und  s'sl  ist   nun   das  Nullsyatfim  nach   2)   schon 
^*^llHtändig  bestimmt  uud  2U  jedem  Puukte  v  die  Polarebene 
'    «u  konstruieren. 

5)  Wenn  zwei  Gerade  gg',  die  sich  im  Räume  nicht 
en,  auf  der  ersten  y  drei  Punkte  a  n' a"  und  durch  g 
'*^i  Ebenen  k  a  a"  gegeben  sind,  so  ist  dadurch  ein  Nuü- 
■yatem  bestinim't,  in  welchem  a  und  a,  a'  und  a,A"  und  o" 
'  »le  und  Polarebenen  und  gg'  zwei  sich  selbst  konjugierte 
"tr allen  sind. 

Zur  Konstruktion  des  Polaraystems  verbinde  mau  die  drei 

Schnittpunkte  der  Ebenen   et  a  ti"  und   der   Geraden  g   bez. 

•»it  den  drei  Punkten  a  a'  a"  auf  g  durch  die  drei   Strahlen 

<•  Ol",  dann   werden   dieselben   drei   sich  selbst  konjugierte 

Strahlen  im  Nullsystem  sein ,  weil  jeder  in  einer  Ebene  durch 

ilwrtu   l'ol   geht.     Die  drei   Strahlen  a  a  ti'  bestimmen   aber 

^ine  Regelschar  von  lauter  sich  selbst  konjugierten  Strahlen, 

«leren  zogehörige  zweite  Regelschar  Paare  konjugierter  Strah- 

*n  im  NulUyeteme  enthalten   niufs-  zu   dieser  gehören  nun 

Mich  ilie   beiden   sich  selbst  konjugierten  Hlrahlen  g  und  ;/", 

""*'  wir  haben   oben  gesehen,  dafs  alle  Paare   konjugierter 

''*'»i»len  jener  zweiten  Regelschar  invotutoriscli  gepaart  auf- 

r.  iL  ObtrJt  1  OiJa.  'hf 
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treten  und  im  hyperbolischen  Falle  harmonisch  getreni^i 
werden  durch  zwei  sich  selbst  konjugierte  Strahlen;  wirnek^ 
men  also  aus  der  durch  ad a  bestimmten  Regelschar  eii^« 
beliebige  Erzeugende  $  und  konstruieren  diejenige  Werte 
monische  Erzeugende  s^ ,  welche  derselben  Regelschar  angeh5 
und  so  liegt ,  dafs  eine  beliebige  Erzeugende  der  andern  Seh 
von  ggss^  in  vier  harmonischen  Punkten  geschnitten  oder  g  ^ 
durch  5S|  harmonisch  getrennt  werden ;  dann  müssen  ss^  eix 
Paar  konjugierter  »Strahlen  des  Nullsystems  sein.  Konstruieri 
man  in  gleicher  Weise  noch  ein  zweites  Paar  tt^y  S4 
bestimmen  diese  beiden  Paare  nach  2)  das  Nullsystem  voll 
staudig. 

§  37.    Einteilung  der  Baumkurven  dritter  Ordnung. 

Wie  man  die  ebenen  Kegelschnitte  nach  ihrem  Verhaltes 
zu    der   unendlich  -  entfernten  Geraden  in  drei  verschieden« 
Gattungen  einteilt,   so  kann  man  auch  bei  den  Raumkorrd 
3.  0.  nach  ihrem  Verhalten  zur  unendlich -entfernten  Eben« 
mehrere    Arten    unterscheiden.     Jede  Ebene    begegnet   der 
Raumkurve  im  allgemeinen  in  drei  Punkten ;  die  entweder 
alle  drei  reell  sind  oder  von  denen  einer  reell  und  die  beiden 
andern  konjugiert -imaginär   sind   auf  einem   reellen   Träger 
einer  elliptischen  Punktinvolution;  insbesondere  können  von 
den    drei    reellen   Schnittpunkten    zwei  zusammenfallen,    die 
Ebene  kann  also  eine   Tangente   der  Raumkurve    enthalteDr 
und     endlich    können    alle     drei    Schnittpunkte    zosammeii- 
fallen,    d.  h.  die   Ebene    kann    eine    Schmiegungsebene   d^r 
Raumkurve    sein.      Wenden    wir    dies    auf    die    Ebene  te 
Unendlichen  {b^)  an  und  nennen  die  Tangente  in  einem  oft* 
endlich-entfernten  Punkte  der  Raumkurve  eine  Asymptote 
derselben  y    die   Schmiegungsebene    in   einem    unendlich -eot- 
fernten  Punkte   der  Raumkurve  eine  Asymptoten-Ebea^ 
derselben,  so  werden  vier  talle  eintreten  können: 

1)  die   unendlich  -  entfernte  Ebene  £^  enthält   nur  eii^K* 
reellen   Punkt   der  Raumkurve  ('**>;  dann   heifst  die—    • 
selbe  eine  kubische  Ellipse; 

2)  die  unendlich -entfenite  Ebene  f«  enthält  drei  reell^v 
von  einander  verschiedene  unendlich  -  entfernte  l^inU^t 
dann  heilst  die  Haumkurve  eine  kubische  Hyperbel« 
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3)  Insbesondere  können  von  den  drei  reellen  Pankten  in 
£«  zwei  zusammenfallen^  d.  h.  die  £«  enthält  einen 
reellen  Pankt  und  aufserdem  eine  Tangente  in  einem 
andern  reellen  Punkt  der  Raumkurve;  dann  heifst  die- 
selbe eine  kubische  parabolische  Hyperbel. 

4)  Oder  endlieh  ist  ^oo  selbst  Schmiegungsebene  der 
Raumkurve,  enthält  also  nur  einen  reellen  Punkt  (d.  h. 
in  demselben  drei  zusammenfallende  Punkte)  der  Raum- 
kurve; dann  heifst  dieselbe  eine  kubische  Parabel. 

Um  über  diesen  Charakter  der  Raumkurve  C^^)  Aufschlufs 
zu  erhalten  ^  braucht  man  nur  dieselbe  als  den  Schnitt  zweier 
Kegel  a^^)  und  b^*)  aufzufassen,  welche  |ab|  als  gemeinschaft- 
lichen Kegelstrahl  haben  (S.  231)    und    durch   irgend   einen 
festen  Punkt  O   des  Raumes  Parallele  zu  ziehen  sowohl  zu 
den  Strahlen  des  Kegels  a^^^,  als  auch  zu  denen  des  Kegels 
b^^;  dann  erhält  man  in  O  zwei  konzentrische  Kegel,  welche 
Konachst  die  zu  |ab|  parallel  gezogene  Gerade  als  gemein- 
schaftlichen  Strahl   haben;    die    übrigen   gemeinschaftlichen 
Strahlen   gehen  nach  den  unendlich -entfernten  Punkten  der 
K&amkurve  O^K    Je  nachdem  von  diesen  drei  Strahlen  ent- 
weder einer  oder  alle  drei  reell  sind,  oder  von  letzteren  zwei 
oder  alle  drei  zusammenfallen,    treten  die  obigen  vier  Fälle 
®'i>*     Hinsichtlich  der  kubischen  Parabel,  für  welche  die  un- 
endlich-entfernte  Ebene  s^a   Schmiegungsebene  ist,   können 
^f  noch  eine  besondere  Eigenschaft  hervorheben:  Da  näm- 
lich jede  der  Schmiegungsebenen  einer  Raumkurve  3.  0.  von 
^   Gesamtheit  derselben   längs   Geraden  geschnitten  wird, 
Welche  einen  Kegelschnitt  umhüllen,  und  da  die  Punkte  dieses 
^^Ischnitts   (Dnrchschnittspunkte   zweier  unendlich -nahen 
•I^aiigenten)  diejenigen  Punkte  sind,  in  welchen  die  Gesamt- 
'^eit  der  Tangenten  der  Raumkurve  (Durchschnittslinien  zweier 
^endlich -nahen  einander  folgenden  Schmiegungsebenen)  die 
^^^^tgehaltene  Schmiegungsebene  durchbohren ,  so  ergiebt  sich 
^Igende  Eigenschaft  der  kubischen  Parabel: 

Wenn  man  von  einem  beliebig  gewählten  festen 

^nkte   O   Parallele  zieht  zu   sämtlichen  Tangen- 

^^n  einer  kubischen  Parabel    und  Parallelebenen 

^S^  zn  sämtlichen  Schmiegungsebenen  derselben, 

*^  bilden  jene  Strahlen  einen  Kegel  zweiten  Gra- 
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des   und   diese  Ebenen  sind   die  Berührungsebene^ 
desselben  Kegels. 

Oa  jeder  Punkt  einer  Raumkurve  O^^  der  Mitt«lpunK 
eines  bestimmten  durch  die  Raumkurve  gehenden  Keg^ 
2.  0.  ist,  so  können  wir  sagen:  J 

Durch  eine  kubische  Hyperbel  gehen  drei  reell 
Oylinder   zweiten    Grades,    die    alle    drei   hjperbiS 
lisch  sind;    durch   eine  kubische   Ellipse  geht  n 
ein   reeller  Cylinder  zweiten   Grades,    welcher   «^ 
lip tisch    ist.      Durch    eine    kubische    parabolisc-  n 
Hyperbel  gehen  zwei  reelle  Gyünder  zweiten  G> 
des,  von  denen    der  eine  hyperbolisch,   der  and 
parabolisch    ist,  und  durch    eine  kubische   Para  1 
geht    nur    ein    reeller    Cylinder    zweiten    GraA^ 
welcher  parabolisch  ist. 

ße7.eichnen  wir  nämlich  durch  a«  b^,  C.  die  drei  un« 
lieh ■  entfernten  Punkte  der  C*',  so  sind  für  die  kabise^^M 
Hyperbel  alle  drei  reell,  also  jeder  der  unendlich  -  entfern  "^^ 
Mittelpunkt  eines  Cyiinders,  welcher  zwei  unendlich-m  "*" 
fernte  Erzeugende  hat  (die  nach  den  beiden  andern  uneudliel^' 
entfernten  Punkten  hingehen),  also  hyperbolisch  ist.  Bei  ier^  ^ 
kubischen  Ellipse  ist  nur  fl„  reell,  also  der  Cylinder  von  c 
durch  die  C""  ein  elliptischer.  Bei  der  parabolischen  Hyperbc 
fallen  t»  und  c„  zusammen  in  eine  Tangente  l„  der  O" 
also  ist  der  Cylinder  für  a„  ein  parabolischer  und  der  (y 
linder  für  i)„  (c^^)  ein  hyperbolischer,  weil  er  zwei  unendlicl» 
entfernte  Erzeugende  (i„  und  i(>«a„|)  hat;  endlich  fallen  ( 
die  kubische  Parabel  alle  drei  Punkte  «,  b«,  c«  zusanirai'u 
die  Tangeute  („  in  diesem  unendlich  ■  entfernten  Punkt«  dJ 
kubischen  Parabel  hegt  selbst  in  f^,  also  geht  durch  letztea 
nur  ein  parabolischer  Cylinder. 

Wir  nannten  die  Tangente  in  einem  unendlich-entfernlj 
Punkte  der  Raumkurve  C'^>  eine  Asymptote;  einer  solcl 
Geraden  schliefst  sich  also  allemal  ein  Zweig  der  RaumkiJ 
derartig  an,   dal's  ihr  unendlich-entfernter  Punkt 
dieser   auf   der  Kurve    liegt.     Der   asymptotische   Chat 
hört  auf,   sobald   die  Gerade   ganz  im  Unendlichen   (ai 
liegt ,    weil    man    dann    von     einem    unendlich  - 
Punkte  der  Geraden  nicht   mehr  reden  kann.     Die  kod 
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rahel,  welche  diu  uuendlich  -  entfernte  Ebene  e^  zur 
S«:  tmiegiingsebene,  also  nur  einen  unendlich -entfernten  Punkt 
li^t,  dessen  Tangeute  ganz  in  t^  liegt,  besitzt  daher  keine 
Asjönitot«.  Die  kubische  parabolische  Hyperbel  dagegen, 
welche  aulaer  einer  unendlich-entfernten  Tangente  noch  einen 
reellen  unendlich-entfernten  Punkt  bat,  dessen  Tangeute 
uicbt  in  *„  liegt,  besitzt  in  dieser  Tangeuty  eine  Asymptote; 
tlie  kubische  Hyperbel  hat  drei  Asymptoten,  die  kubische 
EUlipse  nur  eine.  Die  Äsymptotsn  sind  natürlich  Strahlen 
Jerjenigen  Cylinder,  welche  sich  durch  die  Raumkurve  legeu 
liisBen,  und  die  Berilhrungaebene  an  einem  solchen  Cylinder 
liuigs  der  Asymptote  ist  die  Scbmieguugs ebene  an  dem  un- 
endUch- entfernten  Punkte,  in  welchem  die  Asymptote  die 
IC-«iumkurre  berührt. 

Hinsichtlich  der  Art  der  Berührung  einer  Asymptote 
uiil  einer  Kurve  bemerken  wir  Folgendes;  Wenn  wir  zunächst 
einen  einfachen  Punkt  p  einer  beliebigen  ebenen  oder  rüum- 
lictcu  Kurve  im  Endlichen  nehmen  und  die  Tangente  t  in 
•lexuaelben,  su  können  wir  uns  das  unendlich  kleine  Kurveu- 
'tUck  iu  der  Nähe  der  Tangente  ersetzt  denken  durch  den 
•vrOmmungskreis,  welcher  bekanntlich  in  dem  betracliteten 
Punkte  gleichzeitig  berührt  und  schneidet;  wenn  wir  uun 
TOö  irgend  einem  Punkte  aus  diese  Figur  auf  eine  andere 
Ebene  so  projizieren,  dal's  der  Berührungspunkt  in  die  Un- 
pudlichkeit  gebt,  die  Tangente  selbst  aber  im  Endlichen  bleibt, 
alao  nur  ihr  unendlich-entfernter  Punkt  der  Berührungs- 
J'ünkt  wird,  dann  heilst  eine  solche  Tangente  Asymptote  an 
"Oi^  einfachen  unendlich -entfernten  Punkt  der  Kurve,  und 
"^  d(jr  Krümmungs kreis  durch  diese  Projektion  in  eine  Hy- 
I'erhfel  übergeht,  für  welche  jene  Asymptote  der  Kurve  auch 
■*"y»uptote  wird,  so  findet  die  Berührung  einer  Asymptote 
°"t  der  Kur?e  immer  iu  der  Weise  statt,  wie  bei  der  Uyper- 
**■'■>  d.  h,  zwei  Aste  der  Kurve  nähern  sieb  nach 
""'K^gengesetzteu  Kichtungen  (nicht  nach  der- 
'*'ben  Richtung  hin)  dem  unendlich-entfernten 
•wnlit  der  Asymptote,  so  dai's  die  Schmiegungs- 
**>"sne  in  dem  unundlich-entfernten  Punkte,  welche 
''"•"ch  die  Asymptote  in  zwei  Ualbebeneu  geteilt 
'"'■■'l,  jeden    der   beiden    Äste    in    einer    der    Halb- 
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ebenen  (nicht  beide   in  derselben  Halbebene)   un 
entgegengesetzt  gerichtet  enthält  (Fig.  12).   Die 

immer  die  Art  de 
^  Berührung  einer 

Asymptote  mit  eine 
^.    ,^  Kurve,   sobald 

Flg.  12.  '^ 

unendlich  -  entfemL 
IJerühningspunkt  ein  einfacher  Punkt  ist  (d.  h.  weder  Wendi 
noch  Doppel-;  noch  Uückkehrpunkt,  Fälle  |  die  bei  unsere  t 
Uaumkurve  C^'^  überhaupt  nicht  vorhanden  sind),  und  dm^ 
Asymptote  nur  einen  unendlich-entfernten  Punkt  hat|  übrigeim  ^ 
im  Endlichen  verläufk.  Wenn  wir  dagegen  die  anfanglicfaB« 
Figur  eines  unendlich -kleinen  Kurvenstücks  mit  seiner  Tai 
gente  und  seinem  Krümmungskreise  so  projizieren,  dafs  in 
Projektionsebene  die  ganze  Tangente  in  die  Unendlichkeit  geh 
dann  geht  der  Krümmungskreis  in  eine  Parabel  über  und  die 
rübruug  einer  unendlich -entfernten  Tangente  an  einer  Kurw^ 
findet  immer  in  der  Weise,  wie  bei  der  Parabel  statt,  so  dafs  tovb. 
einer  eigentlichen  Asymptote  nicht  mehr  die  Rede  sein  kanxB- 

Nachdem  wir  uns  so  über  die  Art  der  Berührung  ein^x* 
Asymptote  in  einem  einfachen  unendlich  -  entfernten  Puuk^ 
einer  Asymptote  orientiert  haben,  können  wir  den  Verh 
der  Kaumkurve  C^')  auf  einem  der  Cylinder,  welche 
durch  dieselbe  legen  lassen,  verfolgen. 

Bei  der  kubischen  Ellipse,  durch  welche  sich 
ein  elliptischer  Cylinder  legen  lalst,  auf  dem  ein  bestimmt^^ 
Cylinderstrahl  die  einzige  reelle  Asymptote  ^Tangente  in  deis^ 
einzigen  reellen  unendlich -entfernten  Punkte  der  kubischen 
Ellipse)  ist,  mufs  der  Verlauf  der  Kaumkurve  der  sein,  imC^ 
sie  aus  einem  zusammenhängeuden  Zuge  besteht,  welche*' 
sich  mit  seinen  beiden  ins  Unendliche  erätreckenden  AsteO 
an  die  Asymptote  nach  entgegengesetzten  Richtungen  deT' 
selben  und  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  ihr  im  Uneo^^ 
liehen  anschlieist. 

Bei  der  kubischen  Parabel,  durch   welche  sich  n^^ 
ein   parabolischer  Cylinder  legen   läi'st.    welcher   also  ein«^ 
ganz  in  f  ^   liegenden  Strahl  hat ,  die  Tangente  an  dem  eio^ ' 
gen  unendlich  -  entfernten  Punkte  der  kubischen  Parabel,  wü^ 
der  Verlauf  der  Raumkurve  der  sein ,  dals  sie  aus  einem  %^' 
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Kniiuenliäiigendeii  Zuge  lieHttht,  welcher  sich  parabolisch  iu 
clezn  unendlich-entfernten  Punkte  schüel'st. 

Bei  der  kubischen  parabolischen  Hyperbel  gtebt 
es  zwei  Cylinder  durch  dieselbe;  der  eine  ist  ein  paraboli- 
scher und  enthält  aulser  dem  unendlich -entfernten  Cylinder- 
strahl  ^Tangente  iu  dem  einen  uuendlich-entfernten  Punkte) 
noch  einen  im  Endlichen  verlaufenden  C'ylinderatrahl,  eine 
As^fraptote  der  Raumkurve  {Tangente  in  dem  andern  unend- 
iicfc  -  entfernten  Punkte).  Der  Cylinder  wird  durch  dieee 
(Vsjniptottf  in  zwei  Teile  geteilt;  in  jedem  derselben  verläuft 
i'in  Zweig  der  kubischen  parabolischen  Hyperbel,  welche 
demnach  aus  zwei  Zweigen  besteht.  Beide  Zweige  schliefaen 
sicl  einerseits  an  die  endliche  Asymptote  nach  entgegen- 
^*stKtztea  Richtungen  hin  und  von  entgegengesetzten  Seiten 
ina  Dnendlichen  au  und  schliel'sen  sieh  andererseits  parabo- 
lisch iu  dem  zweiten  unendlich -entfernten  Punkte,  dessen 
Tangente  der  unendlich  -  entfernte  Strahl  des  parabolischen 
Oylinders  ist.  Zweitens  geht  durch  die  kubische  parabolische 
l'typerbel  ein  hyperbolischer  Cylinder,  welcher  zwei  unend- 
lich-entfernte Strahlen  hat;  diese  teilen  den  hyperboliscljen 
Zylinder  in  zwei  Mantelflächen,  welche  von  einander  getreujit 
Verden  durch  zwei  Asymptoten  ebenen.  Die  eine  dei-uelben 
'"t  die  Scbmiegungsebene  in  dem  unendlich -entfernten  Punkte 
'•'"'  Itaumkurve,  dessen  Taugente  ganz  im  unendlichen  Hegt; 
"'«  andere  enthält  die  im  Endlieben  verlaufende  Asymptote 
''*""  Raumkurve,  welche  kein  Cy  und  erstrahl  ist.  Von  den 
^'deo  Zweigen  der  kubischen  parabolischen  Hyperbel  ver- 
^''ft  also  jeder  auf  einer  Mantelfläche  des  hyperbolischeu 
^•iuders  und  schliefst  sich  dem  einen  unendlich-entfernten 
.  ylinderatrahl  in  parabolischer  Weise  an,  während  er  die 
.^  iündlichen  verlaufende  As jmp tot«  der  Raumkurve,  welche 
**  Ufcr  andern  Asyroptotenebene  des  Cylinders  liegt,  in  liyper- 
^^•'ifwlier  Weise  (d.  h.  nach  entgegengesetzten  Richtungen 
***    nnd  von  entgegengesetzten  Seiten)  berührt. 

Di*i  kubische  Hyperbel  endlich  hat  drei  verschiedene 
^J^*»»dlich -entfernte  Punkte  und  liegt  auf  drei  hyperbolischen 
HSv'ätidern.     Betrachten  wir  den  Vorlauf  derselben  auf  einem 
"^ben:   Von   den   drei   reellen  Asymptoten   der  Raumkurve 
^tigtuteu  in  den  nncndlich- entfernten  Punkten),  die  samt- 


312         §  37.    Eiutcihing  der  liaumkurven  dritter  Ordnung. 

lieh  im  Eudlichen  verlaufen ,  d.  h.  nur  je  einen   unendlich 

entfernten  Punkt  haben,  ist  für  den  betrachteten  hyperboli    . 

sehen   Cy linder    eine   Asymptote  a^    ein   Cylinderstrahl;   di^-^e 
beiden  andern  Asymptoten  a^  und  a^  liegen  in  je  einer  dv~      r 

beiden  Asymptotenebenen  des  hyperbolischen  Cylinders  (ohn    e 

Cy  linderstrahlen   zu  sein);  die  kubische  Hyperbel   muis  sie        h 
an  jede  der   drei  Asymptoten    in  hyperbolischer  Weise  ai 
sehliefsen;  d.h.  so,  dais  zwei  verschiedene  Zweige  derselbe: 
nach   entgegengesetzten  Richtungen   hin   und    anf  entgegei 
gesetzten  Seiten  von  der  Asymptote  ihrem  unendlich-entfei 
ton  Punkte  sich  nilhern.     Fangen  wir  also   mit  dem  nnem 
lieh -entfernten  Punkte  der  Asymptote  aj,  die  auf  der  ein< 
Mantelfläche  des  hyperbolischen  Cylinders  ein  Cylinderstm' 
ist;  aU;  so  geht  ein  Zweig  der  kubischen  Hyperbel  von  dl 
sem  unendlich  -  entfernten  Punkte  aus  bis  zu  dem  unendlic 
entfernten  Punkte  von  a.^ ,  welche  Asymptote  in  einer  Asyi 


ptotenebene  des  Cylinders  liegt;  dieser  erst«  Zweig  liegt  al  ^ssso 
ganz  auf  einem  Mantel   des  Cylinders;  hieran  schlielst  si^^ch 
von  dem  unendlich  -  entfernten  Punkte  der  a^  auf  dem  ande-  mü 
Cylindermantel   ausgehend    der    zweite  Zweig  der  kubisch  ^n 
Hy]»erbel,   welcher  ganz  auf  diesem  zweiten  Cylinderman^^-«' 
bleibt  und  sich  der  Asymptote  a^  in  der  zweiten  Asymptote ü- 
ebenc  des  Cylinders  anschliefst;  von  dem  unendlich -entfer'Si- 
ten  Punkte  der  ((3  auf  dem   ersten  Cylindermantel  erstrecrlt 
sich  dann  wieder  der  dritte  Zweig  zurUck  bis  zum  unendlic?  Ii- 
entfernten  Punkte  der  Asymptote  (/, ,  von  welchem  wir  ai^^ 
gingen;   der   dritte  Zweig   liegt   also   wieder   auf  dem  enst^D 
Cylindermantel.     Wir  sehen  also,  dafs  die  kubische  Hyperk>^l 
aus  drei   bis   ins   Unendliche   verlaufenden   Zweigen  bestebt, 
von    denen    zwei   auf  einem  Mantel   des  Cylinders^    numli^l* 
auf  demjenigen  liegen,  welcher  die  Asymptote  a,  als  Cylin- 
derstrahl cnthiilt,  während  der  dritte  Zweig  auf  dem  andetn 
Mantel  des  Cylinders  verläuft;  die  drei  Zweige  schlielsen  »i^^ 
aber  im  Unendlichen  zusammenhängend  durch   die  Asympto- 
ten aneinander  an,  wie  wir  ihren  Verlauf  beschrieben  hab^'' 
so    dafs    der    einzelne  Zweig  auf  dem    einen   Cylindermau^^l 
zwischen    die   beiden   andern  auf  dem  andern  Cylindermantel 
eintritt;   die   letzteren   liegen   getrennt    in    denjenigen  beid*^° 
Teilen  dieses  Cyliudermantels,  in  welche  er  durch  den  Cylind^?^' 
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strahl  a,  zerlegt  wird.  Derselbe  Vorgang  wiederholt  sich 
bei  jedem  der  drei  hyperbolischen  Cylinder,  welche  durch  die 
kubische  Hyperl>el  gelegt  werden  können;  nur  vertauschen 
dabei  die  drei  Asymptoten  ^^  a^  a^  ihre  Rollen,  indem  immer 
eine  Cylinderstrahl  ist,  und  die  beiden  andern  in  den  Asym- 
ptotenebenen des  hyperbolischen  Cylinders  liegen.  Jeder  der 
drei  Gylinder  besteht  aus  zwei  Mantelflächen,  die  sich  von 
einander  dadurch  unterscheiden,  dafs  die  eine  eine  Asymptote 
als  Cylinderstrahl  enthält,  die  andere  nicht.  Auf  den  drei 
letzteren  Mantelflächen  liegen  die  drei  Zweige  der  kubischen 
Hyperbel  einzeln ,  d.  h.  auf  jeder  dieser  drei  Mantelflächen  je 
ein  Zweig;  auf  den  drei  andern  Mantelflächen  dagegen  liegen 
die  drei  Zweige  der  kubischen  Hyperbel  paarweise,  d.  h.  auf 
jeder  Mantelfläche  je  zwei  Zweige.  Hierdurch  ist  der  Verlauf 
der  Raumkurve  (P^  auf  den  durch  sie  gehenden  Cylindern  in 
allen  möglichen  Fällen  klargelegt. 


§38.     Untersuchung  der  in  den  Sohmiegungsebenen  einer 
Baumkurve  dritter  Klasse  enthaltenen  Kegelschnitte. 

Wir  haben  gesehen,  dafs  eine  beliebige  festgehaltene 
Schmiegungsebene  der  Raumkurve  CP^  von  sämnitlichcn 
Schmiegungsebenen  in  Geraden  geschnitten  wird,  welche 
einen  Kegelschnitt  umhüllen.  In  jeder  Schmiegungsebene  ist 
also  ein  bestimmter  Kegelschnitt  enthalten;  wir  wollen  den 
Zusammenhang  derselben  etwas  näher  erforschen  und  ins- 
besondere ermitteln,  wann  sie  Ellipsen,  Parabeln,  Hyper- 
beln werden  bei  den  verschiedenen  Gattungen  der  Raum- 
kurve (?'>. 

Gehen  wir  von  zwei  festgehaltenen  Schmiegungsebenen 
aß  auS|  deren  Schnittlinie  \aß\=g^  die  beiden  in  den- 
selben enthaltenen  Kegelschnitte  a^^>  und  /S^^)  bez.  in  den 
Punkten  aj  und  b|  berührt,  dann  ist  hierdurch  die  ganze 
Baumkurve  CP^  mit  der  Gesamtheit  ihrer  Schmiegungs- 
ebenen, Tangenten  und  Punkte  vollständig  bestimmt,  und 
alle  diese  Elemente  lassen  sich  linear  konstruieren.  Legen 
wir  von  einem  veränderlichen  Punkte  Xi  der  Geraden  g^  an 
den  Kegelschnitt  a(^)  die  zweite  noch  übrige  Tangente  Xa  und 
und  an  den  Kegelschnitt  ß^^^  die  zweite  noch  übrige  Tangente 


\ 
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Xfl,  80  bestimmen  die  beiden  von  ):|  ausgehenden  Geraden 
Xa3)ß  eine  Ebene   |,   welche  Schmiegangsebene   der  Baum- 
kurve ist.     Mit  der  Veränderung  von  j:,  auf  g^  erhalten  wii" 
die  Totalitat  aller  Schmiegungsebenen.    Geht  insbesondere  Xt 
nach  ai;  so  läfst  sich  aus  a^  noch  eine  zweite  Tangente 
den  Kegelschnitt  ß^^^  legen ;  diese  möge  ihn  in  dem  Punkte 
berühren,   dann  ist   la^bj  die  Schnittlinie  zweier  unendlich 
nahen  Schmiegungsebenen  ^  d.  h.  eine  Tangente  der  Baum 
kurvC;  und  zwar  diejenige,  welche  in  der  Schmiegungseben 


ß  liegt,  und  ihr  Berührungspunkt  b  mit  dem  Kegelschnitt  /!<*  =) 
ist  derjenige  Punkt  der  Raumkurve,  dessen  PrhmiVgnngn  a 
ebene  ß  ist. 

Geht  andererseits  der  veränderliche  Punkt  Xt  insbeeoi^^B- 
dere  nach  l\ ,  so  läfst  sich  aus  b|  noch  eine  zweite  Tangente  ^ 
(aufser  ^i)  an  den  Kegelschnitt  a^^)  legen,  welche  ihn  in  a 
berühren  möge.  Die  Gerade  |b]a|  ist  Tangente  der  Bani 
kurve    im  Punkte  a,    dessen  Schmiegungsebene  a  ist.    Di 

Tangenten: 

^a  =  |b,a|    und    /a  =  |a,b| 

der  Raumkurve  können  einander  im  Räume  nicht  begegnet 
Jedem  Punkte  Xi  der  Geraden  g^  gehört  demgemäfs  eine 
stimmte  Ebene  g    zu,    welche   die  dritte    durch   X\    gehen< 
Schmiegungsebene  ist.     Insbesondere  gehört  dem  Punkte 
die  Schmiegungsebene  ß  und  dem  Punkte  l\  die  Schmiegunj 
ebene  a  zu. 

Halten  wir  von  den  beiden  Schmiegungsebenen  a  ß  i: 
eine  a  fest,   verändern  aber  die  andere  ß  längs  der 
kurve,   so  bleibt  der  Punkt  ai,  Berührungspunkt  der 
Schmiegungsebene   a   mit   der  Raumkurve,   und    ebenso 
Tangente  ta  unverändert,  der  Punkt  b|   aber  veiundert  si« 
auf  der  festen  Geraden  ta]  wir  erhalten  also  folgenden 

Wenn   eine   veränderliche  Schmiegungsebene 
einer  Raumkurve  6'^^)  eine  feste  Schmiegungseben 
a  in  Strahlen  schneidet  (die  einen  Kegelschnitt 
umhüllen),   so  wird    der  Schuittstrahl   |£a|    gleich-  * 
zeitig  von  dem  veränderlichen  Kegelschnitt  C>  h&  " 
rührt,   der   in    der  Schmiegungsebene   \    enthalte 
ist;  der  Berührungspunkt  desselben  beschreibt  ein 
feste  Gerade,  die  Tangente  der  Raumkurve  iu  de 
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jenigen  Punkte,  in  welchem  die  feste  Schmiegungs- 
ebene  a  sie  berührt. 

Suchen  wir  nun  in  der  veränderlichen  Schmiegungsebene : 

den  Kegelschnitt  5^*^  zu  ermitteln,  welcher  von  den  Schnitt- 
linien mit  der  Gesamtheit  der  Schmiegungsebenen  umhüllt 
wird.  Dieser  Kegelschnitt  |t*>  hat  die  Tangenten  Xa  x^.  Wir 
können  dieselben  als  die  Trager  zweier  Punktreihen  auffassen, 
welche  die  Gesamtheit  der  Schmiegungsebenen  auf  ihnen  aus- 
schneidet. Diese  Gesamtheit  schneidet  nun  die  Ebene  a  in 
den  Tangenten  des  Kegelschnitts  a(^>,  folglich  die  beiden 
Tangenten  g^  und  Xa  in  zwei  projektivischen  Punktreihen, 
ebenso  die  Ebene  /)  in  den  Tangenten  des  Kegelschnitts  /)^^\ 
folglich  g^  und  Xß  in  zwei  projektivischen  Punktreihen,  mithin 
werden  auch  Xa  und  Xp  in  zwei  projektivischen  Punktreihen 
geschnitten,  deren  Erzeugnis  der  Kegelschnitt  g^^^  ist.  Die 
dem  Schnittpunkte  Xi  der  Träger  Xa  und  x^  entsprechenden 
Punkte  sind  bekanntlich  die  Berührungspunkte  des  Kegel- 
schnitts |W  mit  den  beiden  Trägern.  Denken  wir  uns  nun 
eine  veränderliche  Schmiegungsebene  der  Lage  von  a  unend- 
lich nahe  gebracht,  so  schneidet  sie  x^  in  dem  Punkte  >:, 
und  a  in  der  Tangente  ia=^\^\^\\  wo  also  |b,a|  der  Geraden 
Xa  begegnet,  da  liegt  der  Berührungspunkt  von  5^^)  mit  x^y 
und  andererseits  ist  der  Schnittpunkt  von  ^b  ii^it  x^  der  Be- 
rührungspunkt des  Kegelschnitts   %^^^  mit  der  Tangente  x^. 

Wir  haben  also  auf  diesen  beiden  Tangenten  die'Berührungs- 

pimkte  gefunden  und  wollen  sie  bezeichnen: 

Denken  wir  uns  ferner  eine  veränderliche  Schmiegungs- 
ebene unendlich  nahe  gebracht  der  Schmiegungsebene  |,  d.  h. 
aas  einem  dem  Punkte  ^|  unendlich-nahen  Punkte  der  g^  die 
ieiden  noch  übrigen  Tangenten  an  a^^J    und  /}(•>  gelegt,  so 
«t^lmeiden   sie  die   früheren  in  den  Berührungspunkten   der 
Ijakja^enten  Xa  und  x^  mit  den  Kegelschnitten  aS^^  und  /3^*>. 
Wir  bezeichnen  diese  Berührungspunkte,  in  welchen  die 
Taxig^nten  Xa  und  x^  die  Kegelschnitte  aS^^  und  jJW  berühren 


U    und    ^ , 
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dann  ist  offenbar  die  Verbindungslinie  \j:aVy\  die  SchnitÜinie 
der  Sehmiegungsebene  S  mit  ihrer  unendlich-nahen  Schmie- 
gungsebene,  also  eine  Tangente  der  C<')  und  zogleich  eine 
Tangente  des  Kegelschnitts  S^ ;  ihr  Berührungspunkt  mit  if^, 
ist  ein  Punkt  der  C^^^,  und  zwar  derjenige  Punkt  j:,  dessen 
Sehmiegungsebene  ^  ist. 

Wir  kennen  also  von  dem  Kegelschnitt  S^)  zwei  Tan- 
genten Xa  und  Xßf  ihre  Berührungspunkte  t«  t^  und  aa&erdem 
eine  Tangente: 

tf  =  IXaVß-, 

wodurch  der  Kegelschnitt  S^^)  vollständig  bestimmt  ist.  Der 
Berührungspunkt  j:  der  dritten  Tangente  ^  mit  dem  Kegel- 
schnitt 1^')  ist  der  Punkt  der  Raumkurve  C^^,  dessen  Sehmie- 
gungsebene i  ist.  Er  ist  leicht  zu  finden  aus  dem  Dreieck 
^^t  Va  Tß}  welches  dem  Kegelschnitt  S(^>  umschrieben  ist,  und 
von  welchem  wir  die  Berührungspunkte  ta  und  t^  auf  zwei 
Dreiecksseiten  kennen. 

Die  Verbindungslinie  |tat^{  ist  die  Polare  des  Punktes 
j:^  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  S^^);  verändern  wir  den 
Punkt  fi  auf  der  Geraden  ^, ,  so  beschreiben  die  Punkte  ta 
und  t^  auf  den  festen  Geraden  ta  und  tf,  zwei  Punktreihen, 
welche  die  veränderliche  Ebene  ^  auf  ihnen  ausschneidet. 
Da  aber  ta  und  tf,  zwei  feste  Tangenten  der  Kegel- 
schnitte a^^^  und  /}(^J  sind,  Xa  und  Xß  veränderliche  Tangenten, 
welche  die  gemeinsame  Tangente  ^|  und  jede  der  beiden 
festen  Tangenten  in  je  zwei  projekti vischen  Pnnktreihen 
schneiden,  so  müssen  die  Punkte  ta  und  t,^  auf  den  festen 
Trägem  ta  und  tt  zwei  projektivische  Punktreiheu  beschreiben, 
folglich  die  Verbindungslinie  { ta  tb  |  eine  Kegelschar  eines 
Hyperboloids  durchlaufen;  zu  dieser  Kegelschar  gehören  auch 
die  Verbindungslinien  laaij  und  |bb]|,  so  dals  also  aajb^i 
ein  windschiefes  -Vierseit  auf  diesem  Hyperboloid  ist. 
Wir  haben  hiemach  folgenden  Satz  bewiesen: 
In  jeder  Sehmiegungsebene  |  einer  Kaumkurv 
dritter  Klasse  liegt  ein  bestimmter  KegelschuitI 
S<*^  welcher  von  den  Durchschnittslinien  von  |  mi" 
der  Gesamtheit  der  Schmiegungsebenen  umhüll 
wird.  Wenn  man  eine  Durchschnittslinie  ^,  zweie 
Schmiegungsebenen     festhält      und     durch     jede 
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Punkt  r,  derselben  die  dritte  Schmiegungsebene  | 
le  ^  t  uud  in  Beaug  auf  den  iu  ihr  enthaltenen  Kegel- 
a  c  fa  nitt  I'**  die  Polare  des  Punktes  v,  konstruiert, 
so  tildeu  sämtliche  Polaren  eine  Regelschar  eines 
Hy  perboloids.  Dieses  Hyperboloid  ist  demjenigen  wind- 
schiefen Vierseit  einbeschrieben,  dessen  eines  Paar  Gegen- 
eck eu  die  Punkte  der  Raumknrve  sind,  in  welchen  die  beiden 
f e-st*n  Schmiegungsebenen  berühren ,  und  dessen  anderes  Paar 
G ^jyen ecken  die  beiden  BerQhrungspunkte  sind,  in  welchen 
tJi^  Schnittlinie  der  beiden  festen  Schmiegungsebenen  die  in 
»l»*»^n  enthaltenen  Kegelschnitte  berührt. 

Obwohl  dieser  Satz  nur  fiir  den  reellen  Fall  bewiesen 
'^"t  -,  dafs  die  beiden  Schmiegungsebenen  durch  die  Gerade  j?, 
""^^fll  sind,  so  ist  er  doch  in  der  obigen  Aussprache  davon 
"'^^lihängig,  denn  die  Punkte  V|,  die  Kegelschnitte  |">  und 
"^^^  Polaren  der  Punkte  v,  in  Bezug  auf  S'*'  sind  immer  reell 
^**^liaDden,  mag  auch  das  Tangentenpaar  T„j'fl  nicht  reell 
^^»n.  Wir  werden  daher  die  Gültigkeit  dieses  Ratzes  auch 
**^^'  den  andern,  nicht  reellen  Fall  annehmen  und  überlassen 
^®  «3em  Leser  einen  andern  unabhängigen  Beweis  hierfür  zu 
»"olien. 

Legen  wir  nnn  durch  die  Gerade  </, ,  mag  sie  die  SchuitL- 

*>>»»«  jiweier  reellen  oder  zweier  koujugiert-imaginären  Schmie- 

K*» »»gsebeuin   der  Raumknrve   sein,   eine    beliebige  Ebene  t, 

^^^      schneidet  dieselbe   die  veründerliche  Schmiegungsebene  £ 

Bf*«    Strahlen,  deren  Pole  iu  Bezug  auf  den  jedesmaligen  Kegel- 

r**^"iiitt    1""   leicht   ermittelt   werden   können.     Da    die    feste 

**»>«iie   (    durch   die   Gerade  3,,    also   durch   alle    Punkte    r, 

S^lit,  Bo  muls  der  gesuchte  Pol  auf  der  Polare  des  PunklcM 

^\     in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  i'*>  liegen,   d,  h.  auf  dem 

*»fc»en  ermittelten  Hyperboloid  £i<*>.    Da  ferner  das  Tangenten- 

J**ar  aus   v,   an  den    Kegelschnittt  |'"i    in   den  beiden  festen 

«^Ijiniegnngsebenen    u    und   ß  sich   verändert,  und  die  feste 

**b«He  i  den  Sehnittstrahl  mit  |  enthält,  dessen  Pol  gesucht 

**''i.    80   mufa   dieser   Pol   in   derjenigen   Ebene   liegen,   die 

."■  erhalten ,  wenn  wir  zu  t  und  dem  Ebenenpaare  a  ß  diu 

lerte   harmonische,   der  i   zugeordnete   Ebene  konstruieren. 

**    dji»  EWnenpaar  aß  konjugiert-imaginiir,   aber  //,  reell 

^"Änden,  so  wird  es  vertreten  durch  eine  elliptische  Ebenen- 
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involution  mit  der  Axe  ^|  und  wir  haben  oben  (8.  288) 
gerade  für  diesen  elliptischen  Fall  die  EbeneninTolation 
konstruieren  gelehrt;  die  zu  dem  imaginären  Ebenenpaare 
aß  und  £  zugeordnete  vierte  harmonische  Ebene  ist  dann 
nichts  anderes,  als  die  konjugierte  Ebene  zu  b  in  der  ellip- 
tischen EbeneniuYolution;  also  in  beiden  Fallen  eine  bestinunte 
reell  konstruierbare  Ebene. 

Da  nun  in  dieser  Ebene  und  in  dem  oben  gefandenen 
Hyperboloid  ^^^^  die  gesuchten  Pole  der  Schnittlinien  b\ 
in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  g^^^  gleichzeitig  liegen  mdssen, 
so  liegen  sie  auf  einem  Kegelschnitt  i  der  Durchschnittskurve 
jener  Ebene  mit  dem  Hyperboloid.  Dieser  Ortskegelachnitt 
liegt  in  der  durch  g^  gelegten  Ebene  b\  die  der  gegebenen 
Ebene  a  konjugiert  ist  in  derjenigen  Ebeneninvolntion,  deren 
Doppelebenen  das  durch  g^  gehende  Paar  Schmiegangsebeneo 
ist.  Der  Kegelschnitt  geht  auch,  wie  wir  sehen ,  durch  die 
beiden  Punkte  vi|  b]  in  der  Geraden  g^^  nämlich  die  Berüh- 
rungspunkte der  beiden  Kegelschnitte  in  den  beiden  Schmie- 
gungsebenen  durch  g^  y  weil  das  oben  gefundene  Hyperboloic 
durch  das  windschiefe  Vierseit  avi|bb|  geht. 

Die  durch  die  zuerst  angenommene  Gerade  g^  beliebig 
gelegte  Eb^e  b  ist  nun  überhaupt  eine  ganz  willkürliche 
Ebene  b\  denn  umgekehrt  enthält ,  wie  wir  früher  geseher 
haben,  jede  willkürliche  Ebene  b  eine  und  nur  eine  einaigi 
Gerade  g^y  durch  welche  zwei  (reelle  oder  konjugieri-imagi 
näre)  Schmiegungsebenen  der  Kaumkurve  gehen.  Die  Kon 
struktion  der  Geraden  (/(  in  der  willkürlichen  Ebene  £  ist 
analog  der  Konstruktion  der  Sekante  einer  Ramnkurve  O* 
durch  einen  beliebigen  Pu^ikt  ausserhalb  derselben,  folgende 
Die  Ebene  b  schneidet  eine  beliebige  feste  Schmiegungv 
ebene  a  der  Raumkurve  in  einer  Geraden  .<;;  durch  jedei 
Punkt  von  s  gehen  zwei  andere  (reelle  oder  konjugieri-imagi 
näre)  Schmiegungsebenen,  deren  Schnittlinie  eine  Regelscha- 
eines  Hyperboloids  durchläuft,  auf  welchem  auch  8  liegt;  di« 
einzige  Erzeugende  g^  dieser  liegelsc^ar,  welche  in  der  daid 
6*  gehenden  Ebene  b  enthalten  ist,  ist  die  gesuchte  Gerade 
Wir  haben  femer  gerade  für  den  elliptischen  Fall,  in  welchen 
die  beiden  durch  g^  gehenden  Schmiegungsebenen  konjugierfl 
imaginär  sind,  .also  b  in  drei  reellen   Punkten    der  BwiflS 
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rve  (/<')  begegnet^   die   elliptische  Ebeneninvolution    kon- 

rft^znieren  gelehrt  (S.  288),  welche  das  Paar  konjugiert-imagi- 

'  Schmiegungsebenen  vertritt;    wir  können  also  immer 

cl:£46  zu  i  koiy  agierte  Ebene  s'   dieser  (hyperbolischen   oder 

elXiptischen)  Ebeneninvolution  konstruieren,   und  haben  mit- 

1x1 31  folgenden  Satz: 

Wenn  man  eine  willkürliche  Ebene  s  vonsämt- 
11  c^hen  Schmiegungsebenen  einer  Raumkurve  drit- 
te sr  Klasse   schneiden  läfst  und  zu  der  Schnittlinie 
je  der  Schmiegungsebene  denPol  konstruiert  in  Be- 
zu^aufden  in  derselben  enthaltenen  Kegelschnitt, 
so  liegen  diese  Pole  sämtlich  au  feinem  Kegel  schnitt, 
dessen  Ebene  s'  durch    diejenige   Gerade  g^   geht, 
^elchein  derEbene  e  liegt  und  die  einzige  Schnitt- 
linie zweier   (reellen  oder  konjugiert-imaginären) 
Sojhiniegungsebenen  ist;letztere  werden  durch  s  und 
^     harmonisch  getrennt     Der  Ortskegelschnitt  der 
**ole  trifft  flr,  in  denjenigen  beiden  Punkten,  in  wel- 
^h  eng^  die  beiden  Kegelschnitte  berührt,  die  in  den 
beiden  durch  ^,  gehenden  Schmiegungsebenen  ent- 
^^Iten  sind.     Sind   die  beiden  durch  g^  gehenden  Schmie- 
S^^Ssebenen  konjugiert-imaginär ,  so  sind  auch  die  in  ihnen 
^utihaltenen  Kegelschnitte  imaginär,  also   auch   ihre  Berüh- 
^^Uigspunkte  mit  g^ ;  folglich  wird  in  diesem  Falle  der  Ortskegel- 
^hnitt  der  Geraden  g^  in  keinem  reellen  Punkte  begegnen. 
Wir  setzen  noch  den  dual  gegenüberstehenden  Satz  hier- 
^®^,    der  sich  durch  eine  der  obigen  gleichlaufende  Betrach- 
^^g  beweisen  läfst: 

Wenn  man  einen  willkürlichen  Punkt  o  im 
*^ÄUine  mit  sämtlichen  Punkten  j:  einer  Raumkurve 
^^*^  durch  Strahlen  verbindet  und  zu  jedem  solchen 
^**'ahl  jOtI  die  Polarebene  konstruiert  in  Bezug 
^^f  den  Kegel  j:^*^,  welcher  vonj:  aus  perspektivisch 
y^^ch  die  Raumkurve  gelegt  wird,  so  umhüllen 
^^^86  sämtlichen  Polarebenen  einen  Kegel  zweiten 
"»"ades,  dessen  Mittelpunkt  o'  auf  derjenigen  e<n- 
^^eten  Sekante  der  Raumkurve  liegt,  welche  durch 
^  Seht.  Die  Punkte  o  und  o'  werden  harmonisch 
^^*rcnnt    durch    die    beiden    Kurvenpuiikte    dieser 
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Sekante.  Der  vou  den  Polarebenen  nmhQllte  Kegel 
auch  diejenigen  beiden  BerQhrungsebenen ;  welche  rieh  lingaa.^ 
der  Sekante  an  die  beiden  Kegel  legen  lassen ,  deren  Mitteile'S 
punkte  die  beiden  Kurvenpunkte  der  Sekante  sind. 

Wir  wollen  nun  die  allgemeinen  Resultate,  welche  wic^^^ 
erhalten  haben;   auf  einen   besonderen  Fall    anwenden,   de: 
uns  Aufschluls  giebt  über  die  Natur  der  Kegelschnitte,  welch» 
in  den  sämtlichen  Schmiegungsebenen  einer  Raumkarre  dritte 
Klasse  enthalten  sind. 

Nehmen  wir  nämlich   für   die   willkürlich   zu 
Ebene  e  in  unserer  vorigen  Betrachtung  die  nuendlich-enl^  M- 
fernte  £bene  £^,  so  schneidet  dieselbe  jede  Schmiegungseben» 
der  Raumkurve  in  ihrer  unendlich-entfernten  Geraden,   nn— 
der  Pol  derselben    in   Bezug  auf  den  in  der  Seh 
ebene  enthaltenen  Kegelschuitt  ist  der  Mittelpunkt  des  h 
teren,  also  liefert  unser  voriger  Satz  insbesondere  folgende] 

Die   Mittelpunkte    sämtlicher    in   den    Schmi( 
guugsebenen    einer    Raumkurve    C<^     enthaltene 
Kegelschnitte,   deren  jeder  umhüllt  wird  von  de 
Durchschnittslinien  einer  festgehaltenen  Schmi 
gungsebene  mit  der  Gesamtheit  derselben,   liege- 
in  einer  Ebene  auf  einem  Kegelschnitt. 

Neunen   wir  diesen  Kegelschnitt  den  Mittelpunktskege?" 
schnitt  iji^'\)  uud  seine  Ebene  die  Mittelpunktsebene  (fi),  ui 
legen  wir  an  irgend  einem  Punkte  r  der  Raumkurve  die  Sehmii 
gungsebene  |,  welche  den  Kegelschnitt  S^''  enthält,  so  wird  d 
Ebene  ^  im  allgemeinen  dem  Kegelschnitte  ji^'*  in  zwei  Pnnkl 
begegnen.     Der  eine  derselben  ist  notwendig  m,   der 
punkt  des  Kegelschnitts  £'-^;   der  andere  m'  muls  der  Mitt^? 
puukt  für  einen  andern  Kegelschnitt  in  einer  gewissen  SchmL 
gungsebene  sein,  den  wir  ermitteln  wollen ;  ziehen  wir  nämli« 
rm,  so  muls  diese  Linie  ein  Halbmesser  des  Kegelschnitts  $ 
sein,  und  machen   wir  vm  =  mv',  so   wird  r'  ebenfalls  c 
Punkt    des    Kegelschnitts    |*->    sein,    welcher   dem   Punkte 
diametral  gegenüberliegt ;  die  Tangenten  in  v  und  r'  an  de^ 
Kegelschnitt   |'-^    laufen   duher  parallel;    die  Tangente  an 
ist  zugleich  ^.  Tangente  der  liaunikurvo  im  Punkte  r.    DuTf 
dit*  Tangente  in  r'  am  Kegel>chuitt  l^-^  niuls  nun  eine  zwei 
Scluniegungsebene  gehen,   weil   die  1  >urrhschnittsliiiien  all 
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Schmi^ungsebeneu  mit  5  "len  Kegelschnitt  5'"  umhüllen; 
dies«  zweite  Schiuiegungaebeue  enthält  einen  Kegelschnitt, 
'*'elcher  in  dem  Punkte  die  Schnittlinie  beider  Schmiegunga- 
**>^Kien  berührt,  in  welchem  die  Tangente  tf  sie  schneidet; 
aa.  ^ber  (j  parallel  ist  mit  der  Tangente  in  r',  so  liegt  der 
"^r^hrungspunkt  im  Unendlichen,  also  ist  der  in  der  z.weiten 
***^fa-miegung8ebene  liegende  Kegelschnitt  Hyperbel  und  hat 
*"  «iner  Asymptote  die  Tangente  in  r'  am  Kegelschnitt  jw. 
^'•f  dieser  Asymptote  Hegt  nutwendig  auch  der  Mittelpunkt 
"i^a^r  Hyperbel,  welcher  in  der  Ebene  n  auf  dem  K^el- 
**^"«iitt  (»1"  liegen  muls.  Die  Ebene  |  enthält  aber  nur  zwei 
"«nlrt«  vom  Mittelpuuktskegelschnitt  fj'",  von  denen  der 
^'•*e,  m,  bereits  bekannt  ist;  daher  mufs  der  andere  der 
"'ttelpunkt  der  gefundenen  Hyperbel  sein,  d,  h. : 

Wenn  x  ein  beliebiger  Punkt  der  Raumkurve, 
'r  die  Tangente  und  5  die  Bchraiegungaebene  fßr 
**  ^»»selben  ist,  welche  den  Kegelschnitt  |>"  enthält, 
«o  begegnet  die  Ebene  |  dem  Mittelpunktskogel- 
*clii|itt  jii*)  im  allgemeinen  in  zwei  Punkten,  von 
''^nen  der  eine  der  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts 
**  ist,  der  andere  aber  auf  der  mit  'j  parallelen 
*  Angente  des  Kegelschnitts  ^i*'  Hegen  mufs,  welche 
^  >  »1  e  Asymptote  desjenigen  Kegelach  nits  |J*'  ist, 
**  •*  F  in  einer  Schmiegungsebene  enthalten  ist, 
**'®Iche  6  in  dieser  zu  (,  parallelen  Tangente  durch- 
■*^hneidet. 

Die  beiden  Punkte  iii  und  in',  in  welchen  die  Hchmi^ungs- 

"^^iie  i  dem  Mittelpunkbukegelschnitt  ft'*'  begegnet,  li^en 
*'»*o   immer  auf  derselben   Seite  von    der  Tangente   /j,  uud 

**■  eine  von  ihnen  (in)  steht  doppelt  so  weit  von  (,  ab,  wie 

*»"  andere  (m);  letzterer  ist  der  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts 
™^  ,  der  in  der  Kchmiegungsebene  |  enthalten  ist. 

Wir  können  diesen  Kegelaclinitt  fi'^>  und  seine  Ebene  (t 
^**>er  bestimmen  bei  den  verscliiedenen  Gattungen  der  Raum- 

'*>^i-  f'^^K  Am  einfachsten  gestaltet  sich  dies  Verhalten 
7^>    dür  kuliiaclien    Parabel;    dieselbe  hat  die   unendlich-ent- 

**Tite  Ebene  £^  zur  Schmiegungsebene;  alle  übrigen  Schmie- 
^'•Optebenen  schneiden  alao  t^  in  (ieraden,  welche  einen 
^*»Piidlich-entfernten    Kegelschnitt    t**^   umhflllen;  jede    Tan- 
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geilte  desselben  ist  aber  auch  Tangente  desjenigen  Kegel- 
schnitts a<^\  welcher  in  einer  Schmiegungsebene  a  enthalten 
ist,  die  durch  jene  Tangente  <^eht,  und  da  ein  Kegelschnitt, 
für  welchen  die  unendlich -entfernte  Gerade  seiner  Ebene 
Tangente  ist,  notwendig  eine  Parabel  sein  mufs,  deren  Mittel- 
punkt der  l^erflhrungspunkt  im  Unendlichen  ist,  so  folgt: 

Bei  der  kubischen  Parabel  sind  die  in  den 
Seh  miegungs  ebenen  enthalten  en  Kegel  seh  iiittf 
sämtlich  Parabeln;  ihre  Mittelpunkte  liegen  auf 
der  unendlich-entfernten  Geraden,  welche  Tan- 
gente der  kubischen  Parabel  ist  in  ihrem  einzigen 
unendlich-entfernten  Punkte. 

Die  kubische   Ellipse   wird    von    der  Ebene   f^  nur  in 
einem    reellen    Punkte    a^    geschnitten,    die    lieiden    andern 
unendlich-entfernten    Punkte    derselben  sind   konjngiert*ima- 
ginar.     Wir  wissen  daher   aus  dem  Obigen,  dafs   filr  die  \x% 
B^  liegende  Gerade  r/f,  welche  die  Schnittlinie  zweier  Schmi^^ 
gungsebenen   ist,    und  die  wir  oben   zu  konstruieren  geleh 
haben,  diese  beiden  Schmieguugsebenen  reell  sein  müssen;  <9 
kubische  Ellipse  hat  also  zwei  reelle  parallele  Schmiegnnj 
ebenen;  die  vierte  harmonische  zu  diesen  beiden  und  *     s 
geordnete  ist  mithin  eine   solche  Ebene,   welche  parallel 
zu  den  beiden  parallelen  Schmiegungsebenen  und  von  ihn 
gleich  weit  absteht;  dies  ist  die  Ebene  /i;  der  in  ihr  liegen 
Mittelpunktskcgclschnitt  /i<^>   mufs  gt    in   denjenigen   beid 
I^unkteii  schneiden,  in  welchen  diejenigen  beiden  Kegelschnii 
//f  berühren,  die  in  den  parallelen  Sehmiegungsetenen  enthalt- 
sind;   folglich  ist  der  Afittelpunktskegelschnitt  fi^**  noiwencS'^^ 
Hyperbel ;    also   unter    den    in    den   Schmiegungsebenen    <J 
kubischen  Ellipse   enthaltenen  Kegelschnitten   kommen   «i 
i^arabeln    vor,    nämlich    diejenigen,    welche    in    den    beid* 
parallelen  Schmiegungsebenen  enthalten  sind. 

Wir  wissen   ferner  aus   dem  Früheren,   dafs  jede  diir^^  ^ 
die  Schnittlinie  tj^  zweier  reellen  Schmiegungsebenen 
Ebene  der   Haunikurve  nur  in  einem   reellen  Punkte 
net;    die    Punkte    der    Haunikurve    werden    also    durch    lÄ 
beiden    parallelen    Schmiegungsebenen   n^    und   n^    in 
Gruppim  /«»rlegt,  solch«»,  dio  zwischon   denseH)en  liegen,  o 
solche,  die  aul'serhalb  derselben  liegen.    Irgend  eine  Schm: 
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if^lwne  §  »elineiitet  a^  und  w'^  in  zwei  parntleleii  Tan- 
iten  des  KeyelsehnitU  |<";  ihr  Berilhrunj<8punkt  y  liegt 
nfalls  auf  dem  Ke^^elschnitt  |<'>;  liegt  derselbe  zwischen 
und  ««,  80  mufa  bekanatlicli  der  Ke}<e)8chnitt  |i"  Ellipse 
■j,  liejft  dangen  v  aulserlmlb  der  Ebenen  rc,  ä„  (J.  h. 
nnt  er  dieselben  nicht),  so  miils  der  Kegelschnitt  g'"  Ily- 
f»erbel  sein  (Th.d.K.8, 1  l(i).  Der  vnriiible  Punkt  v  der  kuhiaehen 
I^'llipse  tritt  aber  ans  dem  einen  liaunigebiet  zwischen  den 
parallelen  Ebenen  ir,  und  n'^  in  das  andere  Uaum<rebiet  anfser- 
lialh  denelben  zweimal  über  durch  die  beiden  Bertlhrnngapunkto 
''er  Sclimiegungsebenen  k„  nnd  w«;  die  in  diesen  beiden 
J^httiiegurgsebenen  enthaltenen  Kp}(eiöchnitte  sind  daher  die 
■©iden  einzigen  Parabeln,  welche  eine  (iruppe  Ellipsen  von 
*>t»er  ürupf»;  Hyperbeln  trennen,  nnd  die  Mittelpunktshyperbel 
^"*,  deren  unendlich-entfernte  Punkte  die  Mittelpunkte  der 
'*^<len  Parabeln  sind,  enthfdt  daher  auf  einem  ihrer  Zweige 
di«  Mittelpunkte  siüntlicher  Ellijisen,  auf  dem  andern  die 
'Mittelpunkte  sämtlicher  Hyperbeln  §'«'. 

Wir  können  alan  folgendes  Ileanitot  auasprechen: 
Die  kubische;  Ellipse  hat  zwei  (reelle)  parallele 
"chmiegungsebeiien  w„  und  jr',;  die  in  denselben  ent 
^*Itenen  Kegelschnitte  (welche  von  den  Dnrch 
"♦'hnittslinien  mit  der  (.lesamtheit  der  Schmie 
^iingsebeuen  unihilllt  werden)  sind  zwei  Parabeln 


«li 


1^    in    allen   (Ibri 


gen 


egungaebeneu    enthal 


«Deo  Kef;Felacbnitte  zerfallen   in   eine  Uriippe  £1 
,'P»ten   nnd    eine   Orn]ipe  Hyperbeln,   welche  liiircl 
i  ^b  e  beiden  Parabeln  von  einander  getrennt  werden 
'»jenige«  Punkte   der  kubischen  Ellipse,   welch 
**'iii<>heu   Ä„   und    w*,,    liegen,    haben   Schmiegungs 
.   ^^uen,    in    denen    Ellipsen    enthalten    sind;     die 
^  ^  *»  igen  Punkte  der  kubischen  Ellipse,  welche  nich 
'^>H<!hen   «a    nnd   n'^    liegen,    haben    Schmiegungs 
^  *^ p  n e n ,   in   denen    Hyperbeln   enthalten   sind.     Die 
*■>  ttftlpnnkte  sämtlicher  in  den  8c bmiegungs ebenen 
^,*''    kubischen    Ellipse   enthaltenen    Kegolachnitle 
*  •'l?en    auf    einer    ebenen     Hyperbel  (i'^'j     der    eine 
'  ^ei({    derselben    enthält    die    Mittelpunkte    aller 
'^■'^lipt.en,  der  andere  die  Mittelpunkt.'  aller  Hy  per- 
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beln;  die  beiden  unendlich-entfernten  Punkte  de  ^^ 
Hyperbel  fi'^)  sind  die  Mittelpunkte  der  beiden  Pa.^ 
rabeln.  Die  Ebene  der  Hyperbel  fi<'>  lauft  paralle^^ 
den  beiden  parallelen  Schmiegungsebenen  ar.  an  .^ 
%^  und  steht  von  ihnen  gleich  weit  ab. 

Wir  bemerken  noch,   dafs,  wenn  wir  einen  beliebig^^ 
Punkt  0  der  Raumkurre  (kubischen  Ellipse)  mit  allen 
Punkten  derselben  durch  Strahlen  yerbinden,  der  Ton 
Strahlen    gebildete   Kegel  c^'^  die  durch   e  und  g\    geh 
Ebene  in  einem  imaginären  Linienpaar  schneiden  mulk, 
jede  durch  ^7  g^'^S^^  Ebene  nur  in  einem  reellen  Punl 
der  Raumkurve  begegnet;   die  Ebene  \i^   welche   zu    [e, 
parallel    ist,    mufs   daher   den    Kegel    e^^*    in   einer   EUip^^^e 
schneiden.     Wir  können  also  sagen: 

Die  Mittelpunktsebene  /i  schneidet  alle  Keg*  «I 
c^^),  welche  durch  die  kubische  Ellipse  gelegt  wer- 
den können,  in  Ellipsen. 

Die  kubische  parabolische  Hyperbel  hat  drei  unendlich- 
entfernte  Punkte ,  von  denen  zwei  b,^  «»  c.  znsammenfallai 
auf  eine  ganz  in  der  unendlich-entfernten  Ebene  f  ^  liegende 
fierade   /^,    welche  Tangente    der  Uaumkunre  ist,  währen^ 
der  dritte  unendlich-entfernte  Punkt  a,^  isoliert   liegt.      De* 
Berührungspunkt    b^    der  Kaumkurve   mit   i^   hat   eine   b« 
stimmte  im  Endlichen  verlaufende  Schmiegungsebene  /l;  de 
in  derselben  enthaltene  Kegelschnitt  ^*^^  muis  offenbar  Parabc 
sein,   weil   er  i^  in   b,   berührt.     Jede  andere  Schmiegungv 
ebene  \  schneidet  aber  die  festgehaltene  Schmiegungsebene, 
in  einer  Geraden^  welche  auch  den  Kegelschnitt  ^  berflb 
und  zwar  liegt  der  Berührungspunkt,   wie  wir  oben  geaeb 
haben,  auf  der  festen  Tangente  t^y  welche  in  der  SchmiegoD 
elieue  ^  lit'gt;  folglich  ist  der  Kegelschnitt  $***,  den  die 
iiiiderliohe  Schmiegungsebene  \  enthalt,  immer  Hyperbel, 
er  immer  eine  im  Unendlichen  berührende  Tangente  hat, 
gt'ht  nur  einmal  in  die  Paraltel  /i'-'  über  für  die  Schmieg 
♦-l»ene  /5  >elb>t.    Dii*  (»b«*n  ennittelte  Cierade  //*  in  der 
k^    koinzidiert     in   diesem    Falle   mit   der  Tangente  t^ 
durch  t  ^  die  iM-iden  einzigen  zu  summen  fallenden  Schmiß 
-iM^nen  ^  gehen;  die   vierte   harmonische   zu  f^   sug«? 

'-»•Ar.  weil  zwei  zugeordnete  von  vier  I 
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eben  Ebenen  Kusamuienf»lleii ,  auch  in  diese  Ebene  hinein- 
fallen; die  Mitte) punktsebene  (i  koinzidiert  also  mit  der 
Sclmiiegungscbeue  (J,  und  der  MittelpunktBkegelschnitt  ^'"  in 
»iieser  Ebene  muls  auch  eine  Parabel  sein,  welche  t^  in  ilem- 
»elben  Punkte  l>^  berührt,  wie  die  Parabel  /i*. 

Eine  weitere  Beziehung  zwischen  diesen   beiden  Parabeln 
f*'"*     und  ^'*'    in   derselben   Ebene   erkennen   wir,    wenn   wir 
ounmehr  die  Schmiegungaebene   «  in  dem  einzelnen  unend- 
licli- entfernten   Punkte  a^  der  kabischen  parabolischen   Hy- 
perbel betrachten.    Diese  Schmiegungsebene  a  muls  auch  eine 
Hyp«rbel  enthalten,  von  der  .i^   der  eine  unendlich- entfernte 
f*milit  ist,  dessen  Tangente   („  an  der   Uaumkurve  also  eine 
Asymptote  der  Hyperbel  ist;   wenn  «  und  fi  sich  in  der  iie- 
»"aüen  s  schneiden,  so  berühren  die  beidun  Kegelschnitte:  die 
Hyperbel   «""    und    die    Parabel  j3'*',    die  Gerade   s   in    zwei 
funkten,  von  denen  der  erste  der  Schnittpunkt  von  s  mit  l^, 
**er    nndere  der  Schnittpunkt  von  s  mit  /„  ist,  wie  wir  wissen; 
•*>iU   jst  aber  tf  =  1^  ganz  im  Unendlichen  gelegen,  folglich 
K^hen  aus   dem   Schnittpunkt  von  s  und   f^  zwei  Tangeuten 
*ö    die  Hyperbel,   die   beide  im  unendlichen  berühren,   d.  h. 
••'e     beiden    Asymptoten    der  Hjperbel    sind;    daher   ist    der 
^'^linittpunkt  (s,  Q  der   Mittelpunkt  der  Hyperbel   r<"  und 
'*gt  mithin  auf  der  Mittelpunktsiiarabel  ji"*'   und  gleichzeitig 
*Uf  der  Parabel  ß'"^.     Die  Tangente  s  in  diesem  Punkte  der 
*  arahcl  ß"   wird  gleichzeitig  die  Mittelpunktsparabel  fi*'''   in 
''^'Oselbeu  Punkte  berubren;  denn  es  kann  in  der  Geraden  s 
^ulser  dem  Punkte  (s,  (,)  keinen  zweiten  Punkt  geben,  welcher 
_'*tU"lpunkt  eines  Kegelschnitts  5'"  wäre;  bewegen  wir  nüm- 
'*cli  Hilf  s  einen  veränderlichen  Punkt  x  und  legen  aus  v  die 
■I^augenleu   Ja   und   x^  an  die  Hyperbel  «''i  und  die  Parabel 
^***,   so   bestimmen  j-^  und  X/,  eine  Schmiegungsebene  5  und 
*>öd  Tangenten    der    in    ibr   enthaltenen  Hyperbel    ^i*';    die 
***rahrung8p unkte  dieser  Tangenten  liegen  aber  auf  'o  und  t^; 
*olIte  also  r  der  Mittelpunkt  einer  Hyperbel  6""  sein  können, 
**•    nnfsten  J'a   und  .r^  ihre  Asymptoten  sein,  d.  h.  die  He- 
^'llirongspimkte  im  Unendlichen  haben.     Nun  schneidet  aber 
i'Jde  Tangente  .r.„  der  Uyperiiel   «'"  die   feste   Asymptote  („ 
*   ciitem  endlichen  Punkte,  also  kann  j  niemals  Mittelpunkt 
^'  llypttrbel  6'*'  sein,  nulser  in  dem  einzigen  Falle,  wenn  j; 
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in  den  Schnittpunkt  {$,  ta)  gelangt;  es  folgt  hieraus,  dab  s  d^^  J 
Mittelpunktskegelschnitt  fi<'>  im  Punkte  {s,  ta)  berflhren  mu^Lj 
w.  z.  b.  w.  Die  beiden  Parabeln  fi<*)  und  ß^  haben  dah^jE: 
eine  doppelte  reelle  Berührung ;  von  den  beiden  Berfihrun| 
punkten  ist  der  eine  der  unendlich-entfernte  Punkt  b.  (d. 
die  Axen  beider  Parabeln  sind  parallel),  der  andere  der  ei 
liehe  Punkt,  in  welchem  die  im  Endlichen  liegende  Asymptc^cs 
tu  der  Schmiegungsebene  ß  begegnet.  Wir  können  demna^^ 
folgendes  Resultat  aussprechen: 

Die  kubische   parabolische  Hyperbel  hat  ei      ik 
unendlich- entfernte    Tangente    t^^^t^    und    eia^  «o 
unendlich-entfernten   Punkt  a«,    dessen  Tangeizm^te 
(Asymptote)  ^a  im  Endlichen  liegt.    Die  in  dem  dc^p- 
pelten     unendlich  -  entfernten    Punkte    b^    geleggte 
Schmiegungsebene/),  welche  im  Endlichen  liegt  ca  ad 
zu  ihrer  unendlich-entfernten  Geraden  t^  hat,   be- 
gegnet der  Asymptote  ia  in  dem  endlichen  Punkte  i^ 
Sämtliche    Schmiegungsehenen    |    der    kubisclueii 
parabolischen  Hyperbel  enthalten  alsKegelschni  tte 
g(2)  Hyperbeln,  mit  Ausnahme  der  einzigen  Schmie- 
gungsebene  /),    welche    eine    Parabel   /)>'>    enthiit 
Die  Mittelpunkte  sämtlicher  Hyperbeln  i^^^  liegea 
auf  einer  Parabel  /i^'^  in  der  Schmiegungsebene /l» 
und    die   beiden    Parabeln   fc'^)    und   ß^*^    haben  eine 
reelle    doppelte    Berührung    einmal    in    dem   eoA> 
liehen  Punkte  t»;  in  welchem  sie  von  der  Schnitt 
liuie     aß     berührt    werden,    und  zweitens   in  de0 
unendlich -entfernten    Punkte    b,,,    nach     welchev 
beide  Parabelaxen  hingehen. 

Wir  bemerken  noch,  dals  wenn  wir  von  einem  beliebig 
Punkte  0  der  kubischen   parabolischen  Hyperbel  den  Ke 
o<^>  durch   dieselbe  legen,  die  Ebene  [c^^J  allemal  eine 
rührungsebene  desselben  sein  mufs,  dessen  Berührungttt 
.0  b^ .  ist ;  die  mit  der  Ebene  |  o  ^^]  {parallele  Ebene  fi  oder  ß 
also  von  dem  Kegel  e^')  allemal  in  einer  Parabel  geschn 
deren  unendlich-entfernter  Punkt  derselbe  b^  bleibt,  ab 

Sämtliche  Kegel  e^'*,    welche    durch  eine 
sehe  parabolischeHyperbel  gelegt  werden  ko 
schneiden  die  Schmiegungsebene  ß  (oder  fi) 


§.  38.  UntersuclfUiig  der  Kegelschnitte  in  den  Schmicgungsebcncn.  327 

r&belu,    welche    denselben    unendlich- entfernten 
Punkt  (b^)  haben. 

Es  bleibt  jetzt  nur  noch  die  Untersuchung  der  allgemeinen 
kubischen  Hyperbel  übrig,  welche  drei  getrennt  liegende  unend- 
lichentfemte  Punkte  a^  b^  c«  besitzt:  wir  bestimmen  zunächst 

OD        30        flO  / 

die    Gerade  ^^,  nämlich  die  harmonische  Polare  des  Punktes 
c*    in  Bezug  auf  das  Dreieck  vi^  b^  c^,  wo  c*    den  Durch- 
schnittspunkt  der  drei  Schmiegungsebenen  a  ß  y  der  Punkte 
'Äao  ^00  c«  bezeichnet;  c*  mufs,  wie  wir  wissen,  in  «^  liegen. 
Die    Gerade  </*   ist   die  Axe  einer  elliptischen  Ebeneninvo- 
lution,  deren  reelle  Konstruktion  oben  gegeben  ist  (S.  282) ; 
®^®    vertritt  die  beiden  konjugiert -imaginären   Schmiegungs- 
ebenen,   welche    durch   5*    gehen;    die    kubische   Hyperbel 
hat    also   keine  zwei  parallelen  Schmiegungsebenen.     Wenn 
^ber  irgend   eine  Schmiegungsebene  5   der  Geraden   gf  in 
f>Uein   Punkt«   je'   begegnet   und   die    Ebeneninvolution    gr* 
*^    einer  elliptischen  Strahleninvolution  schneidet,  so  vertritt 
^^eselbe  das  konjugiert-imaginäre  Tangentenpaar,  welches  sich 
*^B    j;»  an  den  Kegelschnitt  6^^^   legen  läfst.    Hieraus  folgt, 
^*'a  der  Kegelschnitt  6^*^  notwendig  eine  Hyperbel  sein  mufs, 
^^^n  ein  Kegelschnitt,  an  welchen  aus  einem  unendlich-ent- 
^^^ten  Punkte  seiner  Ebene  zwei  konjugiert-imaginäre  Tan- 
fif^Hten  gehen,  mufs  immer  eine  Hyperbel  sein,  weil  durch  jeden 
'^^^öndlich-entfemten  Punkt  in  der  Ebene  einer  Ellipse  oderPa- 
^^l>cl  ein  reelles  Tangentenpaar  geht.    Wii*  schliefsen  hieraus, 
^^r^  die  Kegelschnitte  S^^^,  welche  in  allen  Schmiegungsebenen 
kubischen  Hyperbel  enthalten  sind,  notwendig  Hyperbeln 
müssen.  Die  Mittelpunkte  dieser  Hyperbeln  liegen,  wie  wir 
^n,  auf  einem    Kegelschnitte  ft^^^  in  derjenigen  Ebene  n 
^Urch  ^*,   welche  in  der  bekannten  elliptischen  Ebeneninvo- 
iuüon  sTi  zu  der  gegebenen  Ebene    s^   konjugiert  ist,    d.  h. 
^ou  den  beiden  Potenzebenen  dieser  Ebeneninvolution  gleich 
'^eit  absteht,  indem  alle  parallel  sind  (durch  (/^  gehen).     Da 
^nter  den  Hyperbeln  l^^^  niemals  eine  Parabel  vorkommen 
^Ukiui,  weil  sonst  von  einem  Punkte  x  der  g"^  ein  reelles  Tan- 
gentenpaar an   den .  Kegelschnitt  |^^>  möglich  wäre,  so  kann 
^cfa  kein  Pankt  des  Mittelpunktkegelschnittes  fi^^^im  Unend- 
lichen liegen;  dieser  muis  daher  eine  Ellipse  sein.   Wir  haben 
»l«o  folgendes  Ergebnis: 


328       §  39.    DurchmesBcr  einer  fiaumknnre  dritter  Ordnmig. 

Die  kubische  Hyperbel  hat  keine  zwei  parallele 
Schmiegungsebenen.  Die  sämtlichen  in  denSchmi 
gungsebenen   enthaltenen   Eegelschnitte  £<*>    sin^ 
Hyperbeln;    ihre    Mittelpunkte    liegen    auf    eine 
ebenen    Ellipse.     Die  Ebene   dieser  Ellipse   steh 
gleich  weit  ab  von  den  beiden  Potenzebenen  de 
jeuigeu  Ebeneninvolution,  deren  Axe  ^*   ist,  di 
jenige  Gerade  in  der  unendlich-entfernten  Ebenes 
durch   welche   zwei  konjugiert-imaginare  Schmi 
gungsebenen   der    kubischen  Hyperbel   gehen,   d 
durch  die  elliptische  Ebeneninvolution  Yertreie 
werden. 

Jede  Ebene  durch  g'^  mnCs,  wie  wir  wissen  (S.  292), 

kubischen  Hyperbel  in  drei  reellen  Punkten  begegnen,   "^^  »1 

^*  die  Durchschnittslinie  zweier  konjugiert-imaginären  SchmL^^^s- 

gungsebenen  derselben  ist;  insbesondere  wird  also  auch  d  ^^m.9 

Ebene  (i  der  Mittelpunktsellipse   die  kubische  Hyperbel    ^m.      Ji 

drei  reellen  Punkten  treflfen.    Verbinden   wir   irgend  eii 

Punkt   0   der   kubischen   Hyperbel  mit  sämtlichen 

derselben  durch  Strahlen ;  so  bilden  diese  einen  Kegel 

die  Ebene  durch  o  und  g^  ,  welche  der  Raumkurre  aul 

in  0  in  zwei  reellen  Punkten  begegnet,   wird  den  Kegel 

in  einem   reellen  Strahlenpaar  schneiden  mQssen«  also 

die   mit   ihr    parallele  Ebene  (i  o£fenbar  den   Kegel  o^ 

einer  Hyperbel  schneiden,  d.  h.: 

Sämtliche  Kegel  c^'^  welche  durch  eine  kut 
sehe  Hyperbel  gelegt  werden  können,  schneid  « 
die  Ebene  fi  der  Mittelpunktsellipse,  fi<*),  in  El 
perbelu,  welche  durch  drei  reelle  Punkte  gehen. 

§  39.    DurehmeMer  einer  Baumkurve  dritter  OrdnnniP'» 

Wir  haben  oben  (S.  263)  unter  den  Hyperboloiden, 
durch  eine  Raumkurve  3.  0.  gelegt  werden  können,  so 
hervorgehoben,    die    als    Erzeugnis    zweier 
Ebenenbüschel  auftreten,  deren  Axen  zwei  Tangenten  /g 
t^  in  zwei  beliebigen  Punkten  a,  b  der  Ranmkurve  sind, 
deren  je  zwei  entsprechende  Ebenen  durch  einen  ve 
liehen  Punkt  r  der  Raumkurve  gehen;  in  zwei  solchen 
büscheln  entsprechen  insbesondere  den  Ebenen: 
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■ 

[iah]    und    [^^a] 
Schmiegungsebenen : 

T(     und     Ta ; 
-^mr^^lche  durch  die  Taugenten^b  und  ta  gehen;  die  Schnittlinien: 

^0,  Pba]|  =  5a 
cmd  daher  zwei  Erzeugende  derjenigen  Regelschar  des  Hyper- 
loids,  von  welcher  jeder  Strahl  der  Raumkurve  nur  in  einem 
nkte  beg^nen  kann.    Alle  Erzeugenden  der  andern  Regel- 
r,  welche  der  Raumkurve  in  je  zwei  Punkten  begegnen 
C^^kanten  sind),  müssen  daher  ga  und  gi,  treffen  und  zwei 
px-ojektivische  Punktreihen  auf  ihnen  ausschneiden. 

Wir  wissen  femer  (S.  235),  wenn  wir  auf  einem  durch 
^ixi.«  Raumkurve  C^^  gelegten  Hyperboloid  diejenige  Regel- 
scbar  auffassen,  deren  Erzeugende  der  Raumkurve  in  je  zwei 
Pu^nkten  begegnen,  und  wir  dieselben  mit  irgend  einer  festen 
Selcante  |ab|  der  Raumkurve  verbinden,  dafs  die  dadurch 
^^''•baltenen  Ebenenpaare  eine  Involution  bilden.  Diese  Ebenen- 
^^'V'olution  ist  in  unserem  Falle  eine  hyperbolische,  deren 
I^ojpelebenen 

[b^]    und    [a^bj 

"^^^€l,  folglich  werden  auf  jeder  Sekante  der  Raumkurve, 
^^Iche  ga  und  g^,  trifft,  die  beiden  Treffpunkte  durch  die 
beiden  Punkte  der  Raumkurve  harmonisch  getrennt 

Wenn  es  nun  insbesoüdere  gelingt,  die  Punkte  a  und  b 

^^^  der  Raumkurve  O^^  so  zu  wählen ,  da(s  eine  von  den 

bieten  Geraden  ga  oder  g^,  ganz  in  die  Unendlichkeit  gelangt^ 

^^^^nn  mufs  die    andere  die   Eigenschaft    besitzen,    dafs   die 

^^^ch  ihre  Punkte   gehenden  Sekanten   der  Raumkurve   in 

^^Qen  Punkten  halbiert  werden;  eine  solche  Gerade  kann  in 

^^"^^iasem   Sinne  ein  Durchmesser  der  Raumkurve  ge- 

,^^^Dt  werden,  weil  ihre  Punkte  die  Mitten  für  die  Sekanten 

?I5^^,   welche   durch   dieselben   gehen;    die   Sekanten    selbst 

^5^^en  ein  hyperbolisches  Paraboloid  (§  29),   auf   welchem 

^^  Baomknrve  liegt.' 

Der  gesuchte  besondere  Fall  bietet  sich  unmittelbar  dar 

i   der  kubischen  Parabel,  deren  unendlich-entfernter  Punkt 

"^  9iir  Schmiegongsebene  die  unendlich-entfernte  Ebene  a^  hat. 
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Nehmeu  wir  bei  der  kubischen  Parabel  f(lr  a  den  unendlickf  ^^h- 
entfernten  Punkt  v\^,  so  wird  Tq  =  «^,  und,  da  ^a  in  t«  U^g^^^gt, 
so  geht  die  ganze  Gerade   g^  in  die  Unendlichkeit;   für  -  5 

können  wir  einen  beliebigen  im  Endlichen  liegenden  Punkt  d»  .S^er 
kubischen  Parabel  wählen;  wir  erhalten  dadurch  folgenden  Sat^A^  .b; 
Wenn  wir  in  einem  beliebigenPunkte  b  der  k»^     _q. 
bischen  Parabel  die  Schmiegungsebene  legen  uc^^dk/ 
dieselbe  schneiden    lassen  von   derjenigen  Eben   ^«e, 
welche   b    mit  der  Tangente  t^   in  dem   unendlic        &. 
entfernten   Punkte  der  kubischen  Parabel  verbi        n- 
det,   so    ist   die  Durchschnittslinie   (/b    allemal   e      in 
Durchmesser  der  kubischen  Parabel,  d.  h.  die  dur^Kri 
jeden  Punkt  der  Geraden  y^   gehende  Sekante   d.  «r 
kubischen  Parabel  wird  in  diesem  Punkte  halbie  vt. 

Alle  solche  Sekanten  bilden  eine  Regelschar  eines  hyper- 
bolischen Paraboloids;  welches  durch  die  Raumkurre  und  <lie 
beiden  Tangenten  t^  und  h  gelegt  werden  kann,  und  be- 
gegnen derjenigen  Geraden  //^,  in  welcher  die  durch  den  Fault'* 
a^  der  kubischen  Parabel  und  tj^  gelegte  Ebene  die  unendlich- 
entfernte  Ebene  b^  schneidet.  Verändern  wir  den  Punkt  * 
auf  der  kubischen  Parabel,  so  bleiben  die  Durchmesser,  dep^» 
jeder  durch  einen  Punkt  der  kubischen  Parabel  geht,  parall^?' 
der  Stellung  einer  Ebene,  deren  unendlich-entfernte  üer»«J* 
die  feste  Tangente  t^  in  dem  unendlich -entfernten  Punk*-^ 
der  kubischen  Parabel  ist. 

Suchen  wir  aber  bei  den  übrigen  Gattungen  der  Kaui»-»^ 
kurve  3.  0.  zwei   solche  Punkte  a  uud  b  auf,   dafs  von 
beiden  Strahlen: 

Th,  |b^j   =i/b 

einer  in  die  Unendlichkeit  geht  uud  der  andere  im  Endlich« 
bleibt,  d.  h.  ein  Durchmesser  wird,  so  muls  notwendig,  w 
der  Strahl  y^  iu  die  Unendlichkeit  gehen  soll,  der  Punkt 
welcher  auf  ihm   liegt,   auch  ein  unendlich-entfernter 
sein  und  der  Kaumkurve  angehören.    Nehmen  wir  also 
nächst    die    kubische    ]>arabolische    Hyperbel,    welche   einen 
unendlich-entfernten   Punkt   a^    und    zwei    zusammenfallende 
unendlich-entfernte  Punkte  b^  =c«  hat,  so  können  wir  (S.  311^ 
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iwei   Cylinder   durch    dieselbe    legen;   der   eine,   welcher  a^ 
zum  Mittelpuukt  hat,  ist  ein  parabolischer,  enthält  einen  im 
Kuillichcu  verlaufenden  Cylinderatrahl  tg,  die  Tangente  in  a^ 
oder  Asymptote,   und  eine   BerQhrungsebene   längs  desaelbeii 
Ta  »    die  im  Endlichen    liegende   Schmiegungsebene   von   a^; 
ile>*   BerQhrungsstrahl  in  der   unendlich-entfernten   £beue  c„ 
des    parabolischen   Cyliodenf   ist   die   Gerade  |ii„b^|.     In   der 
Efc*«ine   t^  geht   durch  l\   eine  Gerade   f^,   die  Tangente  des 
l'unktes  l)^,  and  durch  dieselbe  geht  eine  im  Endlichen  ver- 
ItitxfeDde  Ebene  r(,,   die  Schmiegungsebene  in  b^.     Zvreiteua 
geht  durch    die  kubische   parabolische   Hyperbel   ein   hyper- 
bolischer   Cylinder,    welcher    b,,    zum   Mittelpunkt    hat;    die 
^_J»iden  unendlich-entfernten  Cylinderatrahlen  dieses  hyperboli- 
^Bth^n  Cylindera  aiud  f^   und  j  1)^(1^1.     Durch   sie   gehen  also 
^Hfie  beiden  Äsymptotenebenea   des  Cylinders,   von  denen  die 
^Vciue  r^  ist,  weil  sie  Berührungsebene  des  Cyliuders  längs  des 
^M  Cylinderatrahls  f^  ist,  und  die  andere  |b^(,j  ist,  weil  sie  Be- 
^P  rtbruDgsebene  des  Cylinders  längs  des  Uyl inderstrahl s  ib„a„] 
istj  beide  Ebenen   liegen  im  Endlichen  und  schneiden  aich 
la  einer  Geraden,  welche   eine  Hauptaxe  des  hyperbolischen 
'jylinderä  ist. 

Nehmen  wir  nun,  zurückkehrend  zu  der  ursprünglichen 
''iT»ge,  für  einen  der  beiden  gesuchten  Punkte  a  und  b  den 
lunkt  a^,  und  soll  </a  in  die  Unendlichkeit  gehen,  dann  mui's 
'''*  Ebene  [a^'b]  für  einen  noch  unbekannten  Punkt  b  der 
itaumkurve  mit  der  Ebene  ta  parallel  sein;  beide  sind  aber 
"«tBIirungselienen  eines  parabolischen  Cylinders  .i'4',  und  t^  ist 
«iie  Im  Endlichen  verlaufende  Berühruugsebene  dcseelbcu; 
'*lgIicU  mufs  [ii^/b]  die  unendlich-entfernte  Borührungsebene 
*.  des  parabutischen  Cylinders  sein,  mithin  b  =  b^.  In 
"leseoi  Falle  müssen  also  beide  gesuchten  Punkt«  die  unend- 
''chentferntcn  Punkte  a„  und  b^  der  kubischen  parabolischen 
"ypurbel  sein,  und  für  tf^  erhalten  wir  eine  endliche  Gerade, 
^•«iilich  die  Schnittlinie  der  Schmiegungsebene  tf,  mit  der- 
juaigg^  Ebene,  welche  durch  die  endliche  Asymptote  /„  und 
K  gelegt  werden  kann,  d.  h.  nach  dem  Obigen  die  im  End- 
licheu  verlaufende  Hauptaxe  des  hyperbolischen  OyUnders, 
**lther  durch  die  kubische  parabolische  Hyperbel  gelegt 
**ttien  kann. 
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Nebmeu  wir  dagegen  zweitens  für  einen  der  beiden 
suchten  Punkte  a  und  b    den  Punkt  b«  «=  b  und  verlange 
dafs  g^  in  die  Unendlichkeit  gehe,  so  mQiste  die  Ebene  [b,^', 
mit  der  Ebene  r^   parallel  werden,  wo  a  einen  noch  un 
kannten  Punkt  der  Raumkurve  bezeichnet.    Von  diesen  beid^*^ 
Ebenen  ist  aber  die  letztere  eine  Asymptotenebene,  die  erste: 
eine  Berührungsebene  des  hj-perbolischeu  Cylinders  b|^,  o 
keine    Berubrungsebene    kann    mit    einer   Asymptotene 
parallel  laufeu,  aui'ser  letztere  selbst;  es  müfste  daher  a 
b,^  zusammenfallen,  was  zu  einem  illusorischem  Ergebnis 
Wir  haben  also  hier  folgendes  Resultat: 
Die   kubische  parabolische    Hyperbel    hat   n 
einen  reellen  Durchmesser,    d.  h.  eine  solche   G 
rade  (<7t>),   von  welcher  jeder  Punkt   die   Mitte   d 
Sekante  ist,  die  sich  von  ihm  aus  durch  die  Rau 
kurve    legen    läfst.      Dieser    Durchmesser    ist    dm  « 
Schnittlinie    der    beiden    Asvmptotenebenen     des  - 
jenigen  hyperbolischen  Cylinders,  welcher  alle  i  n 
durch  die   parabolische   Hyperbel  sich  legen    laTst. 
Die  sämtlichen  Sekanten  der  Raumkurve,   welcfat« 
durch  diesen  Durchmesser  halbiert  werden,  laufen 
parallel    der    endlichen    Schmiegungsebeue   (r«)    in 
dem   einfachen    unendlich  -  entfernten   Punkte   der 
kubischen      parabolischen      Hyperbel       oder      der 
Schmiegungsebeue    durch    die    einzige    Asymptote 
der  Raumkurve. 

Erörtern  wir  nun  die  vorliegende  Frage  für  den  F»l^ 
der  kubischen  Ellipse,  auf  welcher  zwei  Punkte  a  und  b  ^^ 
zu  ermitteln  sind,  dafs  von  den  beiden  tieraden: 

die  eine  ganz  in  die  Unendlichkeit  geht;  sei  dieselbe  <;«,  ^^ 
mufs  a  =  a^  dor  einzige  reelle  unendlich -entfernte  PuiJ^ 
der  kubischen  Ellipse  sein;  er  ist  der  Mittelpunkt  des  (ei^' 
zigen)  elliptischen  Cylinders,  welcher  sich  durch  die  kubis^^*** 
Ellipse  legen  Vkhix  die  Tan«;cnte  der  kubischen  Ellipse  ^*^ 
Punkte  a,  ist  ein  Cylinderstrahl  /«,  und  die  Berührungseb^*^ 
des  Cylinders  längs  dieses  »Strahles  ist  Tj,    die  Schmiegun'*"^ 
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elieoe  in  a^.     Da  g^  gaoz  in   die  Unendticlikeit   geheu   ^aW, 
DO   maCs  die  Ebene  |ax/b|   mit   Tq  parallel   sein;    die   Ebene 
ja,  i^]  ht  aber  eine  Berührungsebeiie  deä  Cylinders ,  weil  sie 
durch  eine  Tangente  It,   in   einem  noch  unbekannten  Punkte 
t    der  Baumknrve  geht.     Ks  giebt  zu   r^  nur  eine  pEirallele 
Berflhrungsebene  des  Oylindersj  diese  berührt  längs  des  dia- 
metral zu  /fl   liegenden  Cylinderslrahles,  uud  dieser  Cylinder- 
strahl  kann  der  Raumkurve  (aufser  in  ^i^)  nur  noch  in  einem 
öinatigen  Punkte   b   beg^nen.     Dadurch   ist  der  Punkt  b  ge- 
furnlen;    die   Tangente   It  mufs   in  der  zu   Tj  parallelen  Be- 
•"öhrungsebeue  des  Cylinders  liegen,  welcher  allein  durch  die 
**»>lji8che  £IIipse  gelegt  werden  kann.    Wir  können  aber  den 
■"•inkt  b  auch  noch  anders  bestimmen. 

Denken   wir  uns  nämlich  in  b  die  Schmiegungsehene  Th 
^otistruiert,  welche  durch  ft  geht,  ao  schneidet  sie  r«  in  einer 
'^u      tt   parallelen   Geraden   l'b,   also  ?^  =  |raTb|.     Die  Schnitt- 
*»*»»«   zweier    Schmiegungsebenen    einer    Uaumkurve    berührt 
'Dimer  die  beiden   Kegelachnitte,    welche   in   diesen  Schmie- 
8^*>igsebeneii  enthalten  sind.     Nennen  wir  den  in  der  Ebene 
'*"»    «nthalteaen  Kegelschnitt  ß'",  so  aind  If  und  (i.  zwei  par- 
^*lele  Tangenten   des  Kegelschnitts  ^'*';   die   eine   f\,  berührt 
in  b,   die  andere   in  demjenigen  Punkte  der  Schnittlinie 
B  ■7^,].  in  welchem  die  Tangente  des  Punktes  o„,  d.  h.   die 
ra<le  ^  ihr  begegnet;  der  Schnittpunkt  (r(,fa)  =  b'  iat  also 
''^r   KerQhrungspunkt  mit  /'f,.     Die  Verbindungslinie  |bl>'|   ist 
^**i  Durchmesser  des  Kegelschnitts  ^'*',  die  Mitte  m  zwischen 
^  f    der  Mittelpunkt  desselben.     Betrachten    wir    ferner   den 
i^egclachnitt  «'*',   welcher   in  der  Schmieg ungsebeue   t,   ent- 
ten  ist;  da  derselbe  durch  n«  gebt,  so  ist  er  eine  Hyperbel 
(1  di«  Tangente  in  a^,  d.  h.  t^ ,  eine  Asymptote  derselben; 
*»»  Ocrerfteit»     berührt     die     Hyperbel     «'*'    die    Schnittlinie 
W.  Tt|  —9  t'^'  in   demjenigen  Punkt«,   in  welchem  die  Taugente 
'k   sie  sdineidet;  /(,  und  tl  sind  aber  itarallel,   folglich   liegt 
'**!«■  Berti hrnngsp unkt  im  Unendlichen,   also  ist  II  die  zweite 
^ajmptote    der   Hyperbel    «'*l;    beide    Asymptoten    schneiden 
*wti  in  ihrpm  Mittelpunkt;  folglich  ist  b'  =  {/,,'/;},  der  Mittel- 
punkt der  Hyperbel  a''"'.     Wir   haben   also  aU   Mittelpunkte 
^  Ifeiden  in  den  Schniiegungsebenen  t^  und  ri,  enthaltenen 
'^^bchnitt«  die  Punkte   b'  und   in   gefunden.     Nun   wissen 


\ 
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wir,  dafs  die  Mittelpunkte  aller  in  den  Sehmiegungsebei 
enthaltenen  Kegelschnitte  auf  einem  bestimmten  Mittelpunkt.^- 
kegelschnitte  fi<^>  liegen;  die  Ebene  fL  dieses  Kegelschnit.- 
geht  also  auch  hier  durch  die  Punkte  in  und  i\  enthält  al: 
diese  Gerade  ganz,  folglich  auch  den  Punkt  b,  für  welch« 
b'm==mb  ist.  Andererseits  wissen  wir,  dafs  die  Ebene 
welche  bei  der  kubischen  Ellipse  die  Mittelpunkte  aller 
den  Schmiegungsebenen  der  Kaumkunre  enthaltenen  Keg^^vl- 
schnitte  auf  einer  Hyperbel  /i(^>  enthält,  der  Kaumkunre  i^K^or 
in  einem  einzigen  reellen  Punkte  begegnen  kann,  weil  sie  doK.  eh 
die  Schnittlinie  //"^  zweier  reellen  Schmiegungsebenen  d  <^r- 
selben  geht;  folglich  ist  der  Punkt  b  der  kubischen  Elli^^ise 
derjenige,  in  welchem  die  Mittelpunkisebene  fi  ihr  begegi^  «(. 

Die   beiden   gesuchten   Punkte  a^  und  b    sind   deronaAMcb 
ermittelt;   und  die  Uera<le  gf,^  welche  Durchmesser  der  krm  bi- 
schen Ellipse  wird,  ist  die  Schnittlinie  von  r^  mit  [b/al^  d.    h. 
der  Durchmesser  |bb'|   des  Kegelschnitts  ß^^K     Wir   konrB«« 
daher  folgendes  Resultat  aussprechen: 

Die  kubische  Ellipse   hat  einen  reellen  Dnre  h- 
messer,    welcher    durch    denjenigen    Punkt   b   der- 
selben  geht,    in    dem   sie    getroffen   wird    von   d^r 
Ebene  ^,    die   gleichweit   absteht    von    den    beiden 
parallelen   Schmiegungsebenen   der  kubischen  El- 
lipse.    Dieser  Durchmesser  ist   zugleich   der  durch 
b    gehende    Durchmesser    der    ebenen    Ellipse  />** 
welche  in  der  Schmiegungsebene  ß  des  Punktes  b 
enthalten  ist.  (Wir  können  den  gesuchten  Durchmesser anrh 
finden  als  die  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte,  in  welchen 
die   Ebene   (i   der   kubischen    Ellipse   und   ihrer   Asymptote 
fa   l>egegnet.)     Alle  Sekanten    der  kubischen  Ellipse- 
welche  diesem   Durchmesser  begegnen,   werden  i» 
den  Treffpunkten  halbiert  und  laufen  parallelder 
Schmiegungsebone  in  dem  einzigen  unendlich-ent- 
fernten Punkte  der  kubischen   Ellipse;   sie  bilden 
eine  Itegelschar   eines  durch   die  kubische   Ellip'^ 
gehenden   hyperbolischen    Paraboloids. 

Bei  der  kubisi*hen  lly|>erbel  endlich  wiederholt  sich  d*^' 
selbe  Vorgang,  welcher  soeben  l)esrhrieben  ist,  dreimal;  <1'^ 
kubische  Hyperbel  hat  drei  reelle  unendlich -entfernte  Ponk^ 
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Ä»^*Cao;  jeder  derselben   ist  der  Mittelpunkt  eines  hyperbo- 
lischen CylinderS;  welcher  durch  die  kubische  Hyperbel  geht, 
und  auf  jedem  Cylinder  liegt    eine   Asymptote  f a  ^b  ^c-      Die 
vorige  Betrachtung  ist  ihrem  Wesen  nach  völlig  unabhängig 
cJavon,    ob  der  durch   die  Raumkurre   gehende  Cylinder  ein 
elliptischer  oder  hyperbolischer  ist;  ihr  Ergebnis  bleibt   also 
för  die  kubische  Hyperbel   in  gleicher  Weise  bestehen;   nur 
erhalten    wir  hier    in   der  Mittelpunktsebene  /i  drei  Durch- 
-sehnittspunkte  Oq  bo  Co  mit  der  kubischen  Hyperbel ,  und  es  ist 
noch  die  Zusammengehörigkeit  je  eines  dieser  drei  Punkte 
niit  einem  der  drei  unendlich -entfernten  Punkte  a»bao  Coo  oder 
^^it    einem    der  drei    hyperbolischen   Cylinder   zu    ermitteln, 
^'^elche  durch  die  kubische  Hyperbel  gehen.   Diese  Zusammen- 
gehörigkeit wird   dadurch  ermittelt,   dafs  wir  uns   der   oben 
S^f  nndenen  Eigenschaft  erinnern,  wonach  einer  der  drei  Punkte 
^-     B.  ao  zur  Schmiegungsebene  a  hat,  und  in  derselben   der 
'^^g'elschnitt  «<*>  enthalten   ist,  ferner  durch   den   Punkt   a« 
•^^1^   ein  einziger  bestimmter  Durchmesser  dieses  Kegelschnitts 
**^~^    geht  und  dieser  Durchmesser  der   Asymptote  eines   be- 

®^i«iimten    unendlich -entfernten    Punktes    a^    der    kubischen 

Vi" 

^3^^perbel  begegnet;   zu   dem   Punkte  ciq  gehört  also  der  be- 

mte  Punkt  a«,    zu  b«  . .  .  b»?   zu    c«  .  . .  c«.     Wir  haben 
folgendes  Resultat: 

Die  kubische  Hyperbel    hat   drei   reelle  Durch- 
messer, welche  in  derjenigen  Ebene  /i  liegen,  die 
*^^»i3tliche  Mittelpunkte    der  in   den  Schmiegungs- 
^^■^^nen   enthaltenen    Kegelschnitte    auf   einer  El- 
^1^86  liegend  hat.     Die  Ebene  fi  begegnet  der  kubi- 
^^Hen  Hyperbel  in  drei  reellen  Punkten  a^  b„  c«  und 
^U   drei  Asymptoten    derselben   in    drei    Punkten 
^1    Ib,  C|;    die    drei   gesuchten   Durchmesser   sind    die 
^^^»•bindungslinien  jaoa, ',  Ibobi  |,    CoCj.  DieZusammen- 
^^hurigkeit  der  Punkte  aounda,,  boundb,,  Coundc, 
^^^  aber  folgende:   der  Punkt  ci„  der  kubischen  Hy- 
^^fbel    hat   eine    bestimmte    Schmiegungsebene    a^, 
m^    der  eine  gewisse  Hyperbel  a\^^  enthalten  ist,  die 
^On   den    Durchschnittslinien    mit    allen    übrigen 
^^hmiegungsebenen     umhüllt     wird.      Diese    ebene 
**yperbel  «{*>   hat  einen   bestimmten   Durchmesser, 
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^euc.    und    dieser    i^;   die  Gerade 

V:$ymptote   fa  in   dem  Punkte  a,, 

.iüpuukte   dieses  Durcfamesäers  be- 

..^    iie   im  Vorhergehenden    behandelte  Frage 

^    .luer   andern  Seite    beleuchten    und   wollen 

..  Aeu  Fall   der  kubischen  Hyperbel  anknüpfen. 

ci  allgemeinste  angesehen  werden  kann:  denn 

.L'ii  im  allgemeinen  getrennt  liegenden  drei  an^nd- 

..lihiii  Punkten  axb»Cx  entweder  zwei  zusammenfallen 

..j..^u'rt- imaginär  werden   oder  alle  drei  zusammen- 

.  .    ,cui   aus  der  kubischen  Hyperbel  die  kubische  para- 

..  .V   .lvjK?rbel   oder  die  kubische  Ellipse  oder  die  kubische 

.  .  V .    1  tu  vor. 

*vi  l  Durchmesser  |  o^)  vij  ,  dessen  Punkte  die  durch  dieselben 

^  .4..iOii  ^Sekanten  der  Kaumkurve  halbieren,  geht  durch  den 

....a  .l^,  derselben  und  enthält  weiter  keinen  Punkt  der  Raum- 

..»w.     Ihirch  diesen  Strahl  |a,ja]|  und  die  Kaumkurve  läi'üt 

. .:  i.so  ^^S.  ÄW)  nur  ein  einziges  Hyperboloid  legen,  und  wir 

au.U'u  dasselbe,  indem  wir  um  Ao^\\  eine  veränderliche  Ebene 

!i.acu,  welche  allemal  aus  der  Kaumkurve  eine  (nicht  dunh 

,   ^clionde)  Sekante  ausschneidet;  diese  sämtlichen  Sekanten 

:iä   Jie  Krzeugenden   einer  Kegelschar  jenes   Hyperboloids; 

...a  ujiebt  es  eine  besondere  Ebene   durch     a^a,    und  f*,  di»» 

\..wiiptote,   welche    in    a^   die  Kaumkurve   ))ertihrt;  folgliih 

.1   ,(  i'iue  Erzeugende  unsres  Hyperboloids;  femer  liegt    o^ai 

!4    iU*i   Sihniiegungsebene   a^^   im  INinkte  o^  der   Kaumkurve, 

t'l|;lu-h    ist    die  Tangente  /^  im    Punkte  ci,,  der  Kaumkurve 

iUi>   /.\%eite  Erzeugende   unsres    Hyperboluids.     Wir  können 

.liiiiiiohr  (hu<iselbe  Hyperboloid  auch  durch  zwei  Ebenenbflsfbel 

i<.(*ugi*ii,   welche   to.   und   /„   zu    Axen   haben   und  nach  den 

l'iiiiktrii  der  Kaumkurvt*  gehrn.    Verbinden  wir  /j  und  t^  mit 

.•111  Punkte  c[j.   der  Itaumkurvr,  so  erhalten  wir  die  Schniie- 

^iiiik^.M'bi'nr  Ta  parallel  mit  der  Ebene  |Aia^|,  folglich  ist  die 

.iii'iullirh  entfernte   iierade    der    Ebene   t^   eine   Erzengende 

u.i'ivM  llyperbnjoidsy    d.   h.  dasselbe    ist    ein    hyj>erl>olist'be» 

riitakiiiiiiid.    wie   wir  schon  oben  eingesehen  haben.     Da  da^ 

t\kuibiilist-lie  I*ar:ii>nloiil    die    unendlich -entfernte   Ebene  in 

.       .  .  • 

.wci  Ei'/.eugenden   aus  je   einer   Kegelschar  schneiden  rout?' 
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Ton  denen  wir  erst  eine  kennen  durch  a»;  so  mu(s  die  andere 
eine  nicht  durch  a«  gehende  Sekante  der  Baumkurve  sein, 
d.h.  die  Verbindungslinie  |b«c«>|9  denn  es  giebt  weiter  keine 
Sekante  der  Art  in  £«•  Wir  können  also  jetzt  in  noch  ein- 
facherer Art  das  hyperbolische  Paraboloid  konstruieren,  für 
welches  die  Regelschar  von  Erzeugenden,  welche  der  Baum- 
karve  in  je  zwei  Punkten  begegnet,  ihre  Mittelpunkte  auf 
einer  Geraden  hat: 

Wenn  a,?  b«  c«  die  drei  unendlich  •  entfernten 
Punkte  einer  Raumkurve  3.  0.  sind  und  man  die 
Tangente  in  a«  (Asymptote  ta)  zieht,  so  läfst  sich 
durch  ta  und  die  Verbindungslinie  |b»Caoi'  nur  ein 
hyperbolisches  Paraboloid  legen,  auf  welchem  die 
Raumkurve  verläuft.  Die  Schar  Erzeugender  dieses 
Paraboloids,  welche  der  Raumkurve  in  je  zwei 
Punkten  begegnet,  hat  die  Mittelpunkte  dieser 
Sekanten  auf  einer  Geraden  (Durchmesser),  welche 
der  andern  Regelschar  des  Paraboloids  angehört 
und  der  Raumkurve  nur  in  einem  Punkte  (ag) 
beg.egnet. 

Wir  können  nunmehr  auch  leicht  a  posteriori  zu  den 
oben  gefundenen  Resultaten  zurückgelangen.  Das  durch  die 
beiden  Ebenenbüschel  mit  den  Axen  ta  und  |baoC«|  erzeugte 
hyperbolische  Paraboloid  hat  als  ein  besonderes  Paar  ent- 
sprechender Ebenen  die  Ebene  [bgoCooCt»]  <=  £«  und  ta ,  also 
ist  die  unendlich -entfernte  Gerade  der  Schmiegungsebene  ta 
eine  Erzeugende  des  Paraboloids;  wir  nennen  sie  g^.  Wenn 
wir  zu  den  beiden  Punkten  boo  c»  und  dem  Schnittpunkte 
dieser  Geraden  mit  r«  den  zugeordneten  vierten  harmonischen 
Punkt  aufsuchen,  so  geht  durch  denselben  eine  einzige  be- 
stimmte Erzeugende  gQ  der  andern  Regelschar  des  Parabo- 
loids, welche  der  Raumkurve  nur  in  einem  einzigen  Punkte 
0^  begegnen  kann.  Ist  hierdurch  der  Punkt  Qq  gefunden,  so 
können  wir  uns  durch  die  Sekante  la^aool  der  Raumkurve 
Ebenenpaare  gelegt  denken,  welche  durch  die  Punkte  paare 
gehen,  in  denen  die  eine  Regelschar  des  Paraboloids  die 
Baumkurve  schneidet.  Diese  Ebenenpaare  müssen  eine  Ebenen- 
iBYolution  bilden ;  nun  ist  aber  das  Ebenenpaar  durch  b«  und 
Cm  ein  solches  der  Involution    angehöriges    und   die   Ebene 

:,  Theor.  d.  Oberfl.  2.  Urdn.  22 
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durch  ta  ist  eine  Asymptotenebene  der  Inyolution,  folglicli 
die  vierte  harmonische,  d.  h.  die  Ebene  durch  g^  die  andere 
Asymptotenebene;  diese  mufs  also  das  Paraboloid  in  einer 
Tangente  der  Raumkurve  schneiden ,  d.  h.  die  durch  Oi 
gehende  Erzeugende  der  ersten  Kegelschar  des  Paraboloids 
ist  eine  Tangente  t^  der  Raumkurve.  Hieraus  folgt  un- 
mittelbar; dafs  die  beiden  Geraden  g^  und  g^  alle  Erzeugende 
der  einen  Ilegelschar  des  Paraboloids  in  Ponktepaareo 
treffen;  die  harmonisch  getrennt  werden  durch  die  Punkte- 
paarC;  in  denen  diese  Regelschar  der  Raumkurve  begegnet; 
da  aber  (/«  ganz  im  Unendlichen  liegt;  so  enthalt  g^  die 
Mittelpunkte  aller  Sekanten  der  Raumkurve  auf  dem  hype^ 
bolischen  Paraboloid. 

Es  ist  ersichtlich,  wie  die  vorige  Betrachtung  sich  modi- 
Kziert;  wenn  die  beiden  Punkte  b«  und  c«  zusammenbllen 
für  die  parabolische  Hyperbel  oder  konjugiert-imaginar  wer* 
den  für  die  kubische  Ellipse.  Auch  erkennen  wir,  dafa  bei 
der  kubischen  Hyperbel  drei,  bei  der  kubischen  Ellipse  nur 
ein  hyperbolisches  Paraboloid  der  beschriebenen  Art  auftritL 

In  dem  Bisherigen  ist  ein  hyperbolisches  Paraboloid 
von  der  Beschaffenheit  durch  eine  O^^  gel^  worden,  da& 
die  Regelschar;  welche  der  Raumkurve  in  Punktepaaren  be- 
gegnet, die  Mitten  ihrer  Sekanten  auf  einer  Geraden  hat 
Es  entsteht  aber  die  Frage,  ob  nicht  auch  Hyperboloide 
durch  die  Raumkurve  gelegt  werden  können,  deren  eine  Regel- 
schar Sekanten  derselben  Art  auf  O^^  ausschneidet;  solche* 
lassen  sich  in  der  That  in  sehr  einfacher  Weise  ermitteln. 

Gehen  wir  wieder  von  dem  allgemeinsten  Falle  dreier 
unendlich -entfernter  Punkte  a«b»  c»  der  Raumkurve  O**  aus, 
dann  giebt  es  einen  hyperbolischen  Cylinder,  welcher  a«  som 
Mittelpunkt  und  a^bx!)  ^^xC«  zu  zwei  unendlich -entfernten 
Cylinderstrahlen  hat  (in  dem  Falle  der  kubischen  EUipee 
werden  diese  beiden  konjugiert-imaginar  und  der  Cylinder 
ein  elliptischer).  Dieser  Cylinder  a'|^  hat  eine  bestimmie 
Ilauptaxe  a,  welche  im  Endlichen  verläuft,  den  PoImtnU 
der  unendlich  -  entfernten  Ebene  f^^  welche  durch  a«  gebt 
«It'de  durch  a  gelegte  Ebene  schneidet  den  Cylinder  in  einen 
Paar  Parallelst rahlen,  welche  von  der  Hauptaxe  a  gleich 
weit  ultstohen^  und  dieses  Paar  Parallelstrahlen  enthiUt  mithii 
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zwei  Punkte  der  Baumkurre  (?'>,  deren  Verbindungslinie 
durch  a  halbiert  wird ;  drehen  wir  also  um  den  Strahl  a  eine 
Ebene^  so  schneidet  dieselbe  aus  der  Raumkurve  (?('>  Sekanten 
aus,  deren  Mittelpunkte  sämtlich  auf  a  liegen  müssen.  Wir 
haben  dadurch  eine  Sekantenschar  der  Raumkurve  von  der 
verlangen  Art  gefunden;  die  einen  Durchmesser  besitzt,  und 
erkennen  unmittelbar;  dafs  dieselbe  eine  Regelschar  eines 
Hyperboloids  bildet.  Denn  die  Gerade  a  ist  eine  solche;  die 
der  Raumkurve  C^^)  nur  in  dem  einzigen  Punkte  a«  begegnet. 
Aus  dem  Früheren  (S.  233)  wissen  wir  aber,  dafs  durch  eine 
solche  Gerade  a  und  die  Raumkurve  nur  ein  einziges  bestimm- 
tes Hyperboloid  gelegt  werden  kann,  dessen  zweimal  schnei- 
dende Regelschar  erhalten  wird ;  wenn  wir  um  a  eine  Ebene 
drehen  und  die  Paeare  von  Schnittpunkten  dieser  Ebene  mit 
der  C^*^)  durch  Strahlen  verbinden.  Auf  diesem  Hyperboloid  ist 
a  eine  Erzeugende  der  andern  Regelschar;  welche  nur  in  einem 
Punkte  die  Raumkurve  trifft;  wir  können  leicht  die  zweite 
durch  a«  gehende  Erzeugende  der  ersten  Regelschar  ermitteln. 
Auf  dem  Cylinder  a|^)  giebt  es  nämlich  einen  ausgezeichneten 
Cylinderstrahl  ta,  die  Tangente  der  Raumkurve  am  Punkte  a«. 
Legen  wir  eine  Ebene  durch  a  und  ta ;  d.  h.  die  Durchmesser- 
ebene des  üylinders  durch  den  Strahl  ta ,  so  schneidet  sie  den 
Cylinder  in  einem  zu  ta  parallelen  Cylinderstrahl ,  welcher  den 
Punkt  ao  der  Raumkurve  enthält;  aus  der  Sekante ;  welche  die 
£bene  [ata^  herausschneidet,  wird  daher  die  Verbindungslinie 
jo^a«!)  d.  h.  der  zu  ta  diametral  gegenüberstehende  Cylinder- 
stxahl;  wir  haben  also  die  beiden  durch  ci^  gehenden  Erzeu- 
genden des  Hyperboloids  gefunden,  und  da  beide  im  Endlichen 
Terlaufen  (keiner  von  beiden  ganz  in  die  Unendlichkeit  fallt); 
so  kann  das  Hyperboloid  kein  hyperbolisches  Paraboloid  sein. 
Hiernach  läfst  sich  folgendes  Ergebnis  aussprechen: 
Die  (im  Endlichen  verlaufende).  Hauptaxe  a 
eines  durch  eine  Raumkurve  0^>  gelegten  Cylinders 
enthalt  die  Mittelpunkte  sämtlicher  Sekanten  der 
RaumkurvC;  welche  der  Geraden  a  begegnen.  Diese 
Sekanten  selbst  bilden  eine  Regelschar  eines  Hy- 
perboloids. Bei  der  kubischen  Ellipse  giebt  es 
nur  eines,  bei  der  kubischen  Hyperbel  drei  solcher 
Hyperboloide. 

22* 
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Ob  sich  noch  andere  Hyperboloide  durch  die  Baumku 
C^)  legen  lassen,  welche  die  gleiche  Eigenschaft  besitze 
geben  wir  dem  Leser  anheim  zu  untersuchen.  Wir 
im  aUgemeinen  sechs  Durchmesser  der  Baumkurve  gefund 
die  paarweise  zusammengehören ,  nämlich  die  Durchmesst^ 
durch  ciq  und  durch  a«,  ebenso  durch  b«  and  b.,  durch  «3 
und  Coo*  Zwei  paarweise  zusammengehörige  Durchmesse 
wie  die  durch  a^  und  a«  gehenden,  treffen  sich,  wie  wir 
sehen  haben  in  einem  Punkte  m,  dem  Mittelpunkt  dasjenige' 
Kegelschnitts,  welcher  in  der  Schmiegungsebene  a^  des 
Oq  enthalten  ist;  will  man  einen  solchen  Punkt  einen  MitteE 
punkt  der  kubischen  Raumkurve  nennen,  weil  sich  in  ih 
zwei  Durchmesser  der  Raumkurve  treffen,  so  hat  die  kubisch 
Ellipse  nur  einen,  die  kubische  Hyperbel  drei  reelle  Bli 
punkte. 


Zweiter  Abschnitt 

Die  projektivlscheii  Gebilde  zweiter  Stufe  und  ihre 

Erzeugnisse. 


§     -40.    Die  vier  Grandgebilde  «weiter  Stufe  und  die  pro- 
3olK.tivi8ohe  Beziehung  derselben:  kollineare  und  resiproke 

Besiehung.*) 

Während  bisher  nur  geometrische  Gebilde  von  einfach- 
unendlicher Mannigfaltigkeit  in  Betracht  gezogen  worden  sind: 
das  ebene  8trahlenbäschel;  die  gerade  Punktreihe,  das  Ebenen- 
bOschel,  und  während  bei  den  beiden  letzten  Gebilden  der 
Punkt  und  die  Ebene  als  veränderliches  Element;  die  Gerade 
**®  Träger  aufgefaist  wurde,  wollen  wir  jetzt  zu  den  geo- 
metrischen Gebilden  von  doppelt- unendlicher  Mannigfaltig- 
'^eit  übergehen,  indem  wir  den  Punkt  und  die  Ebene  selbst 
^  Xräger  auffassen.  Hieraus  entstehen  vier  Grundgebilde 
^'^eiter  Stufe: 


hl 


)  Von   den   diesen  Gegenstand   betreffenden  Werken  sind  n.  a. 
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^^UMher  Verbindung  mit  der  Geometrie  der  Lage.    (Leipzig  ^875.) 


342  §  40.    Die  Griindgebildc  zweiter  Stufe  etc. 

1)  Die  sämtlichen  Strahlen  im  Räume,  welche  durch  einen 
festen  Punkt  O  (Mittelpunkt)  gehen,  nennen  wir  ein 
Strahlenbündel  (im  Gegensatz  zu  StrahlenbQschel, 
welches  nur  die  Strahlen  in  einer  Ebene  umfafst;  die 
durch  einen  festen  Punkt  gehen). 

2)  Die  sämtlichen  Ebenen  im  Räume,  welche  durch  einen 
festen  Punkt  O  gehen,  nennen  wir  ein  EbenenbQndel 
(im  Gegensatz  zu  Ebenenbüschel,  welches  nur  die  Ebenen 
durch  eine  fest«  Axe  umfafst). 

3)  Die  sämtlichen  Punkte  in  einer  Ebene  nennen  wir  ein 
Punktfeld  (im  Gegensatz  zu  Punktreihe,  welche  nur 
die  Punkte  in  einer  Geraden  enthält). 

4)  Die  sämtlichen  Strahlen  (geraden  Linien)  in  einer  Ebene 
nennen  wir  ein  Strahlenfel  d  (im  Gegensatz  zu  Strahlen- 
büschel, welches  nur  die  Strahlen  einer  Ebene  entbilt, 
die  durch  einen  festen  Punkt  gehen). 

Es  ist  ersichtlich;  dafs  die  beiden  letzten  Gebilde  dual 
gegenüberstellen  den  beiden  ersten  Gebilden.  Der  Punkt  C 
ist  gleichzeitig  der  Mittelpunkt  eines  Strahlenbündels  und 
eines  Ebenenbündels,  die  Ebene  gleichzeitig  der  Trager  eines 
Punktfeldes  und  eines  Strahlenfeldes.  Ferner  können  die 
beiden  letzten  Gebilde  mit  den  beiden  ersteren  in  perspekti- 
vische Lage  gebracht  werden  und  umgekehrt;  wenn  man 
einen  beliebigen  Punkt  C  im  Räume  mit  sämtlichen  Punkten 
eines  Punktfeldes  durch  Strahlen  verbindet,  so  erhält  man 
ein  Strahlenbündel,  und  wenn  mau  C  mit  sämtlichen  Strahlen 
eines  ebenen  Strahlenfeldes  durch  Ebenen  verbindet,  so  er- 
hält man  ein  Ebeneubündel ;  und  wenn  man  Strahlenbündel 
oder  Ebeneubündel  durch  eine  beliebige  Transversalebene 
schneidet,  so  erhält  man  ein  ebenes  Punktfeld  oder  Strahlen- 
feld ;  die  beiden  letzten  Gebilde  sind  also  von  gleicher  Mächtig- 
keit, wie  die  beiden  ersten  Gebilde;  alle  vier  sind  aber  von 
doppelt-unendlicher  Mannigfaltigkeit,  die  wir  in 
folgender  Weise  übersehen  können: 

Um  die  Totalität  der  Strahlen  eines  Strahlenbttndels  sa 
erhalten,  denken  wir  uns  durch  den  Mittelpunkt  C  eine 
Ebene  gelegt  und  ziehen  in  derselben  sämtliche  Stuahlen 
durch  C}  diese  bilden  ein  einfaches  el)ene8  StraUanbOschel; 
TeriM*>ni  inr  nun  die  vorige  Ebene  selbst,  indem  wir  sie 
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tim  irgend  einen  durch  C  gezogenen  festen  Strahl  a  in  ihr 
<lrehen,  mIso  ein  Gbeuenbüüchel  beschreibeii  ladseu,  eo  er- 
lalten  wir  in  jeder  Ebene  dieses  Büschels  ein  einfaches 
Strahlenhtlschel,  und  die  Gesamtheit  aller  dieser  Strahlen- 
liüschel  bildet  das  Strahlenbündel.  Jeder  Strahl  des  Strahleu- 
MndeU  tritt  dabei  nur  einmal  auf;  er  liegt  in  einer  einzigen 
liestimmteu  Ebene  mit  u  und  nimmt  in  dem  Strahlenbüschel 
«lieser  Ebene  eine  einzige  bestimmte  Stelle  ein.  In  jedem 
«ler  drei  übrigen  üebilde  lälst  sich  die  doppelte  Mannigfaltig- 
keit der  Elemente  in  analoger  Weise  übersehen. 

Wir  können  die  Gesamtheit  der  Strahlen  eines  Strahlen- 
bfindels  auch  in  folgender  Weise  auffassen: 

Denken  wir  uns  durch  den  Mittelpunkt  des  Bündels  zwei 
feste  Strahlen  »  und  6  gezogen,  so  wird  jeder  veränderliche 
'Strahl  X  des  Bündels  mit  a  und  i  in  je  einer  Ebene  liegen, 
^öd  wir  erhalten  durch  Veriinderuug  von  x  zwei  Ebenen- 
■>U.4chel  a[x]  und  ([,'],  die  übrigens  in  gar  keiner  Abhängig- 
keit von  einander  stehen.  Jede  Ebene  des  einen  Ebenen- 
bfiBcbels  schneidet  jede  Ebene  des  andern  BbeneubUschels  in 
^ineni  bestimmten  Strahl  x  des  Strahtenbündels;  diese  Schnitt- 
linie wird  nur  dann  unbestimmt,  wenn  die  beiden  sich  schnei- 
denden  Ebenen  in  die  Ebene  [a&]  hineinfallen.  Es  treten 
so  zu  allen  übrigen  Schnittatrahlen  ii^end  zweier  Ebenen 
beiden  Ebenenbüschel  noch  die  Strahlen  des  ebenen 
StrahlenbÜscbBls  hinzu,  von  welchem  a  und  b  zwei  Elemente 
tnti,  damit  die  Gesumtheit  aller  Strahlen  des  Bündels  er- 
l^alleo  werde.  Die  analoge  Auffassung  der  Elemente  in  den 
■ei  übrigen  Gebilden  zweiter  Stufe  braucht  nicht  besonders 
rvorgehoben  zu  werden. 'j 

i  ähnlicher  Weise  erkennen  nir,  dafs  diu  gesamteD  Puiifate 
4e«  Bauinei  ein  Gebilde  dritter  Stufe,  d.  h,  vou  dreifach-nn end- 
licher MauDigfaltigkeit  bilden,  indem  jeder  Punkt  1  des  RaumeB  aIh 
*fter  tiGtiititt{)uakt  dreier  Elieaen  autgefaTst  werden  koiin,  die  drei  bc- 
^lu»nil«n  EbenenhQacheln  mit  den  Aien  a,  b,  c  onguhtirtin ;  da  jeden  der- 
^i«tbeii  von  einfacher  Mannigfaltigkeit  ist,  so  gehören  die  Punkte  den 
d»iime«  einem  Gebilde  ron  dreifsch-unendUclier  Mannigfaltigkeit  an. 
I  n  gleicher  Weite  «eben  wir.  dafit  auch  die  gesamten  Rhenen  im  Uaumo 
«>u]  (ieliilde  dritter  Stufe,  d.h.  von  dreifach-nnendlither  Maami^laltig- 
Weit  büdun,  indem  jede  ilbeae  dnrcli  drei  Punkte  bestimmt  wird,  die 
-^rnii  beliebig  aus  drei  geraden  Puuktteihen  der  Träger  a,b. 
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Diese  Auffassung  ermöglicht  es,  die  EUemente  zweier 
verschiedenen  Gebilde  zweiter  Stufe  in  eine  gegenseitige  Ab- 
hängigkeit von  einander  zu  versetzen,  so  dafs  nicht  nur 
jedem  Elemente  des  einen  Gebildes  ein  einziges  und  bestimm- 
tes Element  des  andern  Gebildes  entspricht  und  umgekehrt, 
sondern  auch,  wenn  z.  B.  die  gegebenen  beiden  Gebilde  Punkt* 
felder  und  die  entsprechenden  Elemente  Punkte  sind,  solchen 
Punkten  des  einen  Punktfeldes,  die  auf  einer  Geraden  liegen, 
Punkte  des  andern  Punktfeldes  entsprechen,  die  ebenfalls  auf 
einer  Geraden  liegen.  Halten  wir  diesen  eben  angenommenen 
Fall  fest,  so  lüfst  sich  die  Beziehung  folgendermafsen  her- 
stellen: Zwei  Ebenen  e  und  €^  seien  die.TiBger  zweier  Punkt- 
felder. In  der  Ebene  e  seien  zwei  feste  Punkte  ^  und  i^' 
die  Mittelpunkte  zweier  ebenen  Strahlenbüschel,  dann  liefert 
ein  beliebiger  veränderlicher  Punkt  y  der  Ebene  £  die  Strah- 
len S]c|  =  a;  und  |iB'):|  =  a;'.  In  gleicher  Weise  seien  in 
der  Ebene  €^  zwei  frste  Punkte  3^,  und  '^[  die  Mittelpaiikte 
zweier  ebenen  IStrahlenbüschel,  dann  liefert  ein  beliebiger  ver- 
änderlicher Punkt  Vj  der  Ebene  s^  die  Strahlen  :P|  ):i  1  *»  •'^i 
und  li^iV,  =  a;l.  Wir  können  nun  die  Punkte  %  und  Ji  in 
Abhängigkeit  von  einander  setzen  dadurch,  dafs  wir  einmal  die 
von  den  Strahlen  x  und  x^  (in  den  verschiedenen  Ebenen  < 
und  e^)  beschriebenen  ebenen  Strahlenbüschel  in  projekti- 
vische  Beziehung  setzen  und  zweitens  gleichzeitig  die  von 
den  Strahlen  x  und  x[  beschriebenen  el)enen  Strahlenbüschel 
projektivisch  machen;  dann  wird  ein  beliebiger  Punkt  x  der 
Ebene  e  zwei  Strahlen  x  und  x  bestimmen,  denen  die  Streb' 
len  X,  und  x'i  durch  jene  doppelte  projektivische  Beziehung 
entsprechen     und    der   Schnittpunkt    (jc,  x'i)  =  Xi    wird   dp^ 

können.     Dagvgon  konHtituicren    die    Bämtliclicn  (ieraden    im  Uaunt«^ 
ein  (jc bilde  vierter  Stufe,  denn  eine  l)eliehige  Gerade  im  KauB»^ 
kann  auigci'arBt  werden  als  die  Schnittlinie  zweier  Klienen  oder  mo^*^ 
mit  irgend  zwei  festgehaltenen  Punkten  O  und  C|  in  je  einer  Ebfi»^^ 
liegen.    Die  beiden  Ebenen,  welche  sich  in  der  Geraden  schneidet« 
bestimmen   also  zwei  Kbencubündel  0  und  Oi«  die  in  weiter  kein^^ 
Ahh&ngigkeit  von  einander  stehen,  aber  beide  von  doppelt- oncndlich^^ 
Mannigfaltigkeit  sind.    Die  gesamten  Geraden  im  Haume,  deren  je^^ 
in  dieser  Weise  nur  einmal  erhalten  wird,  bilden  also  wegen  der  vi^^' 
fachen  Willkflrlichkcit  eine  Mannigfaltigkeit  von  vieriacher  Unendlich 
kflii  oder  ein  Gebilde  vierter  Stufe. 
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'Ukürlich  gewählten  Punkte  t  der  Ebene  €  entsprechende 

r  Ebene  £j  sein.   In  gleicher  Weise  kann  umgekehrt 

~^unkt6  t]  entsprechende  Punkt  je  gefunden  werden. 

ber  allen  Punkten  ):,  die  auf  einer  Geraden  l 

je  V)  entsprechen,  die  auch  auf  einer  Geraden, 

,  so  müssen  für  zwei  perspektivisch -liegende  Strah- 

vchel  :J3  und   'JQ*  die  mit  ihnen  projektivischen  Strah- 

üschel    '^i    und    'ü[    auch   perspektivische    Lage    haben; 

di^^      ist  der  Fall,   sobald    der  Verbindungsstrahl  "33^0'!  für 

fe^i^i^rlei    projektivische    Beziehung    den    Verbindungsstrahl 

\^23^    2i^\\  zu  seinem  entsprechenden  Strahle  hat,  d.  h.  sobald 

i»-         <3em   Strahlenbüschel  2J    dem  Strahle  i:ö3i'|  der  Strahl 

l^^-a  -^i!  im  Strahlenbüschel  '^^,  und  gleichzeitig  im  Strahlen- 

iliei  S'  dem  Strahle  />5'a,  der  Strahl  |»löi|  im  Strah- 

lischel  üJi  entspricht.     Ist  dies  der  Fall,  so  wird  jeder 

^^>^«iden  l  in  der  Ebene  €  eine  bestimmte  Gerade  Zj  in  der 

•■^*^^ae  £j  entsprechen,  und  die  vorige  Beziehung,  welche  nur 

^^^     Punkte  X  und  >:,  der  beiden  Punktfelder  in  gegenseitige 

Sngigkeit  von  einander  versetzte,  erweitert  sich  gleich- 

zu  einer  Abhängigkeit  der  Strahlenfelder,  deren  Träger 

'^li^d  £j  sind.  Hierdurch  hört  auch  die  einzige  Unbestimmt- 

^it    auf,  welche  die  vorige  Konstruktion  übrig  liefs,    näm- 

*^li    hinsichtlich  solcher  Punkte  j:,  die  auf  der  Verbindungs- 

^^^iö  1^33'!  liegen;  ihnen  müssen  jetzt  Punkte  ]c,  entsprechen, 

^^^lohe  auf  der  Verbindungslinie  '33i33i   liegen,  und  die  beiden 

P^'^Vickti vischen  Punktreiheu  auf  den  beiden  entsprechenden 

^■•»Älilen  ,a325'|  und  |»i33'i|  sind  vollständig  bestimmt;  denn 

-^    Jetzt  den  Punkten  j:  einer  Geraden  l  in  der  Ebene  e  die 

^^^ilte  Xi  einer  Geraden  Z,  in  der  Ebene  £,  entsprechen,  so 

^^   einem  Punkte  X;    der  gleichzeitig  in  zwei  Geraden  l 

^^^     V  der  Ebene   e  liegt,    derjenige  Punkt  Xi   entsprechen, 

j^  ^loher  gleichzeitig  in  den  entsprechenden  Geraden  Z,  und 

.       *i«gt,    d.  h.  der  Schnittpunkt  {k  ft).     Nehmen    wir  daher 

f^tS^nd  einen  Punkt  x  der  Verbindungslinie  ,  i)  ^'  |  und  ziehen 

^*'oh  ihn  eine  beliebige  andere  Gerade  l,  so  trifll  die  ent- 

^*'^chende  Gerade   Z,   die  Verbindungslinie    iÖiSiii   in   dem 

^P*^chten  entsprechenden  Punkte  Xi ;  insbesondere  entsprechen 

^^l^  auch  die  Punkte  SJ  und  iÖii   ebenso  wie  die  Punkte  33' 

'»»^a  SBi. 
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Diese  Auffassung  ermöglicht  es,  die  EUemente  zweier 
verschiedenen  Gebilde  zweiter  Stufe  in  eine  gegenseitige  Ab- 
hängigkeit von  einander  zu  versetzen,  so  dafs  nicht  nur 
jedem  Elemente  des  einen  Gebildes  ein  einziges  und  bestimm- 
tes Element  des  andern  Gebildes  entspricht  und  umgekehrt, 
sondern  auch,  wenn  z.  B.  die  gegebenen  beiden  Gebilde  Punkt- 
felder und  die  entsprechenden  Elemente  Punkte  sind,  solchen 
Punkten  des  einen  Punktfeldes,  die  auf  einer  Geraden  liegen, 
Punkte  des  andern  Punktfeldes  entsprechen,  die  ebenfalls  auf 
einer  Geraden  liegen.  Halten  wir  diesen  eben  angenommenen 
Fall  fest;  so  läfst  sich  die  Beziehung  folgendermafsen  her- 
stellen: Zwei  Ebenen  £  und  €^  seien  die.TiBger  zweier  Punkt- 
felder. In  der  Ebene  s  seien  zwei  feste  Punkte  S  und  :S' 
die  Mittelpunkte  zweier  ebenen  Strahlenbüschel,  dann  liefert 
ein  beliebiger  veränderlicher  Punkt  x  der  Ebene  £  die  Strah- 
len 133):  1  =  0;  und  \'£'x\=^x''  Iii  gleicher  Weise  seien  in 
der  Ebene  €^  zwei  frste  Punkte  fß^  und  ^[  die  Mittelpunkte 
zweier  ebenen  IStrahlenbüschel,  dann  liefert  ein  beliebiger  ver- 
änderlicher Punkt  \\  der  Ebene  £,  die  Strahlen  j:}},  ):|i -»  X| 
und  l^ilCil  =^  xi  Wir  können  nun  die  Punkte  x  und  Xt  in 
Abhängigkeit  von  einander  setzen  dadurch,  dafs  wir  einmal  die 
von  den  Strahlen  x  und  x^  (in  den  verschiedenen  Ebenen  t 
und  £])  beschriebenen  ebenen  Strahlen büschel  in  projekti- 
vische  Beziehung  setzen  und  zweitens  gleichzeitig  die  von 
den  Strahlen  x  und  Xi  beschriebenen  ebenen  Strahlenbüschel 
projektivisch  machen;  dann  wird  ein  beliebiger  Punkt  x  ^^^ 
Ebene  £  zwei  Strahlen  x  und  x  bestimmen,  denen  die  Strah- 
len X|  und  x'i  durch  jene  doppelte  projcktivische  Beziehung 
entsprechen    und    der   Schnittpunkt    (x^  xi)  =  Xi    ^ird    der 

können.     Dagegen  konstituieren   die   Bämtlichen  (icraden    im  Kaune 
ein  Gebilde  vierter  Stufe,  denn  eine  beliebige  Gerade  im  Raime 
kann  aufgefafst  werden  als  die  Schnittlinie  zweier  Kbenen  oder  mati 
mit  irgend  zwei  festgehaltenen  Punkton  O  und  Ci  in  je  einer  Kbest 
liegen.    Die  beiden  Ebcnon»  welche  sich  in  der  Geraden  «dmeidei, 
bestimmen   also  zwei  Ebcnenbündel  O  und  0|,  die  in  weiter  keiaer 
Abhängigkeit  von  einander  stehen,  aber  beide  von  doppelt-onendlicber 
Mannigfaltigkeit  sind.    Die  gesamten  Geraden  im  Haume,  deren  jfd« 
in  dieser  Weise  nur  einmal  erhalten  wird,  bilden  also  wegen  der  fiftr-. 
fachen  Willkürlichkeit  eine  Mannigfaltigkeit  von  vierfacher  UneBdlic^. 
keit  oder  ein  Gebilde  vierter  Stufe. 
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dem  willkürlich  gewählten  Punkte  x  d^i*  Ebene  s  entsprechende 
Punkt  der  Ebene  e^  sein.   In  gleicher  Weise  kann  umgekehrt 
der  einem  Punkte  ]D]  entsprechende  Punkt  x  gefunden  werden. 
Sollen  nun  aber  allen  Punkten  Xy  <^ie  auf  einer  Geraden  l 
liegen y  Punkte  Xi  entsprechen,  die  auch  auf  einer  Geraden, 
^19  U^ei^y  so  müssen  für  zwei  perspektivisch -liegende  Strah- 
lenbüschel £  und  iB'  die  mit  ihnen  projektivischen  Strah- 
lenbüschel  iB|    und    '^[    auch   perspektivische    Lage    haben; 
dies  ist  der  Fall,   sobald    der  Verbindungsstrahl  |SiB'|  für 
beiderlei    projektivische    Beziehung    den    Verbindungsstrahl 
1^1  ^'i|  zu  seinem  entsprechenden  Strahle  hat,  d.  h.  sobald 
in   dem    Strahlenbüschel  93    dem  Strahle  |J3^'|  der  Strahl 
ISfSil  im  Strahlenbüschel  iBi;  und  gleichzeitig  im  Strahlen- 
büschel S'  dem  Strahle  iö'«|  der  Strahl  |23'i23i|  im  Strah- 
lenbüschel iBi  entspricht.     Ist  dies   der  Fall,  so  wird  jeder 
Geraden  l  in  der  Ebene  s  eine  bestimmte  Gerade  li  in  der 
Ebene  £|  entsprechen,  und  die  vorige  Beziehung,  welche  nur 
die  Punkte  x  ^^^  h  der  beiden  Punktfelder  in  gegenseitige 
Abhängigkeit  von  einander  versetzte,  erweitert  sich  gleich- 
zeitig zu  einer  Abhängigkeit  der  Strahlenfelder,  dereu  Träger 
e  und  £]  sind.  Hierdurch  hört  auch  die  einzige  Unbestimmt- 
heit auf,  welche  die  vorige  Konstruktion  übrig  liefs,    näm- 
lich hinsichtlich  solcher  Punkte  Xy  ^^^  &^  ^^^  Verbindungs- 
linie I S  93' I  liegen;  ihnen  müssen  jetzt  Punkte  Xi  entsprechen, 
welche  auf  der  Verbindungslinie  |  $i  95i '  liegen^  und  die  beiden 
projektivischen   Punktreiheu  auf  den  beiden  entsprechenden 
Sirahlen  |SiB'{  und  |iBi$i|  sind  vollständig  bestimmt;  denn 
da  jetzt  den  Punkten  x  einer  Geraden  l  in  der  Ebene  e  die 
Punkte  Xi  einer  Geraden  Zj  in  der  Ebene  c,  entsprechen,  so 
mufs   einem  Punkte  jc,    der  gleichzeitig  in  zwei   Geraden  l 
und  r  der  Ebene  e  liegt,    derjenige   Punkt  X\  entsprechen, 
welcher  gleichzeitig  in  den  entsprechenden  Geraden  l^  und 
li  liegt,    d.  h.  der  Schnittpunkt  ({i  l[).     Nehmen    wir  daher 
irgend  einen  Punkt  x  der  Verbindungslinie  |  i)  23'  |  und  ziehen 
dureh  ihn  eine  beliebige  andere  Gerade  l,   so  trifiFt  die  ent- 
sprechende Gerade   Z,   die  Verbindungslinie    !©i2Ji|   in   dem 
gesuchten  entsprechenden  Punkte  r^ ;  insbesondere  entsprechen 
8ja\x  auch  die  Punkte  2)  und  33,,   ebenso  wie  die  Punkte  33' 
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Hierdarch  sind  die  beiden  Ebenen  £  nnd  C|,  sowohl  ab 
Trager  von  Punktfeldem,  wie  auch  ab  Trager  Yon  Strahlen- 
feldem  aufgefafst,  in  eine  gegenseitig  eindeutige  Abhiagig- 
keit  gebracht,  welche  die  Ausdehnung  der  projektiTiaclien 
Beziehung  auf  Gebilde  zweiter  Stufe  bt  und  kollineare 
Beziehung  genannt  wird. 

Bei  der  kollinearen  Beziehung  zweier  Ebenen 
€  und  f,  entspricht  jedem  Punkte  r  der  Ebene  e  ein 
einziger  bestimmter  Punkt  r,  der  andern  Ebene  C| 
und  umgekehrt;  jedem  Strahle  x  der  Ebene  9  ein 
einziger  bestimmter  Strahl  Xi  der  andern  Ebene  i^ 
und  umgekehrt;  einer  geraden  Punktreihe  in  der 
Ebene  £  eine  mit  derselben  projektiYiache  gerade 
Punktreihe  in  der  Ebene  f,  und  umgekehrt;  einem 
ebenen  Strahlenbüschel  in  der  Ebene  e  ein  mit  dem- 
selben projektiyisches  ebenes  Strahlenbüschel  in 
der  Ebene  £,  und  umgekehrt;  den  Punkten  und  Tangenten 
eines  Kegelschnitts  in  der  Ebene  €  also  wieder  die  Punkte 
und  Tangenten  eines  Kegelschnitts  in  der  Ebene  f,  n.  s.  f. 
Die  zur  obigen  Konstruktion  der  kollinearen  Beziehang 
verwendeten  Punkte  3?  9?'  und  3?i  3?i,  sowie  ihre  Yerbindnngi- 
strahlen  nehmen  keine  ausnahmsweise  Stellung  unter  den 
Paaren  entsprechender  Elemente  beider  Gebilde  in  Anspruch, 
sondern  ordnen  sich  allen  übrigen  Elementenpaaren  gleich- 
berechtigt ein,  sodafsdie  kollineare  Beziehung  zweier 
Ebenen  e  und  f,  Yollständig  bestimmt  wird 

l)  durch  yier  willkürlich  zu  wählende  Paare  ent- 
sprechender Punkte: 

a     b     c     t 
ai    b,     c,     b|, 

?on  denen  keine  drei  in  einer  Geraden  liegen 

Zur  Konstruktion  eines  beliebigen  Paares  entsprechende« -- 

Punkte  r  X\  setze  man  in  projekti?ische  Beziehung  die  beidt 
Strahlenbüschel: 

und  zweitens  die  beiden  Strahlenbüschel: 

b  v\cm!  A  b,  |a,c,c,r,  , 


j 
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K^a  willkürlich  gewählten  Punkte  t  üer  Ebene  f  entsprechen  de 
t"**-"»  lÄiit  der  Ebene  £j  sein.    In  gleicherweise  kann  umgekehrt 
*i^ac-  einem  Punkte  V[  entsprechende  Punkt  j;  gefunden  werden, 
S5<z»l.]en  nun  aber  allen  Punkten  x,  die  auf  einer  Cieraden  l 
^i ^^'jBgen ,  Punkte  u,  entsprechen,  die  auch   auf  einer  Ueradeu, 
^  m.    ■•       liegen,  so  miiasen  für  zwei  perspektivisch -liegende  Strah- 
le»:» "böschel   :ß   und   iC   die   mit  ihnen   projektivischen  Strah- 
le»:», lüschel    ^^i    und    'i^'i    auch    perspektivische    Lage    haben; 
«ü^s«  ist  der  Fall,   sobald    der  Verbindnngsstrahl   !'SS'!   für 
t>^5iJerlei     projektivische     Beziehung    den    Verbindungsstrahl 
l  =Ä^,iV,[  zu  seinem  entsprechenden  Strahle   bat,   d.  h.  sobald 
"»        dem    Strahlenbüschel   Si    dem   Strahle   -.'S'd'l   der  Strahl 
\  ^^3  ,öi'  im  StrahlenbHschel  '&,,  vmd  gleichzeitig  im  Strablen- 
bClschel  iS'  dem  Strahle    i*'^    der  Strahl  |i1'ri?i|  im  Strah- 
l^Äiabüschel  '^l  entspricht.     Ist  dies   der   Fall,  so   wird  jeder 
<-»«5raden  (  in   der  Ebene  t  eine   bestimmte  Gerade  /,  in  der 
£^V»ene  f,  entsprechen,  und  die  vorige  Beziehung,  welche  nur 
<li^  Punkte  r  nnd  v,   der  beiden  Punktfelder  in  gegenseitige 
Al^hangigkeit  von  einander  versetzte,   erweitert  sich  gleich- 
zeitig zu  einer  Abhängigkeit  der  Strahlen  fei  der,  deren  Träger 
c     und  f,  sind.   Hierdurch  hört  auch  die  einzige  Unbestimmt- 
heit auf,   welche   die   vorige  Konstruktion  übrig  liefs,    näm- 
licli  hinsichtlich  solcher  Punkte  v,  die  auf  der  Verbindungs- 
linie l^öiy'l  liegen;  ihnen  müssen  jetzt  Punkte  t,  entsprechen, 
'^^Ii'he  auf  der  Verbindungshuie    ü^i  ^J^J    liegen,  und  die  beiden 
P*"ojekti  vischen    Punktreiheu   auf  den   beiden  euteprochenden 
"**ahlen    SO"  und  |2*i^i|  sind  vollständig  bestimmt;   denn 
***  jetzt  den  Punkten  v  einer  Geraden  l  in   der  Ebene  *   die 
"Okt«  r,  einer  Ueraden  /,  in  der  Ebene  t,  entsprechen,  so 
™**'8    einem   Punkte   r,    der   gleichzt^itig  in  zwei   Geraden   l 
****<!    r  der  Ebene   *  liegt,    derjenige   Punkt  V|   entsprechen, 
^  sicher  gleichzeitig   in   den   entsprechenden  (Jcradeu   2,  und 
f'    Ik^,    d.  h.  der  Schnittpunkt  ((,(1).     Nehmen    wir  daher 
"«CHd  einen  Punkt  i  der  Verbindungslinie    'ü'^'l  und  ziehen 
"'■eil  ihn  eine  boliohigo  andere  Gerade  l,   so  trißl  die  ent- 
'*'"^chende   Gerade   /,   die  Verbindungslinie    l^yiS'i!    in    dem 
o^U^jhten  entsprechenden  Punkte  iij  insbesondere  entsprechen 
'*^">    auch  die  Punkte  S  und  '!}, ,   ebenso  wie  die  Punkte  ©' 


I 
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Hierdurch  sind  die  beiden  Ebenen  b  und  £|,  sowohl  all 
Träger  von  Punktfeldern,  wie  auch  als  Trager  von  Strahlen- 
feldem  aufgefaist^  in  eine  gegenseitig  eindeutige  Abhängig- 
keit gebracht,  welche  die  Ausdehnung  der  projektiTischen 
Beziehung  auf  Gebilde  zweiter  Stufe  ist  und  kollineare 
Beziehung  genannt  wird. 

Bei  der  kollinearen  Beziehung  zweier  Ebenen 
£  und  £|  entspricht  jedem  Punkte  j:  der  Ebene  s  ein 
einziger  bestimmter  Punkt  jr^  der  andern  Ebene  b^ 
und  umgekehrt;  jedem  Strahle  x  der  Ebene  b  ein 
einziger  bestimmter  Strahl  x^  der  andern  Ebene  b^ 
und  umgekehrt;  einer  geraden  Punktreihe  in  der 
Ebene  b  eine  mit  derselben  projektiyische  gerade 
Punktreihe  in  der  Ebene  b^  und  umgekehrt;  einem 
ebenen  Strahlenbüschel  in  der  Ebene  b  ein  mit  dem- 
selben  projektivisches  ebenes  Strahlenbüschel  in 
der  Ebene  b^  und  umgekehrt;  den  Punkten  und  Tangenten 
eines  Kegelschnitts  in  der  Ebene  b  also  wieder  die  Punkte 
und  Tangenten  eines  Kegelschnitts  in  der  Ebene  f,  n.  s.  f. 
Die  zur  obigen  Konstruktion  der  kollinearen  Beziehung 
verwendeten  Punkte  33  33'  und  33i  33i;  sowie  ihre  Yerbindung»- 
strahlen  nehmen  keine  ausnahmsweise  Stellung  unter  den 
Paaren  entsprechender  Elemente  beider  Gebilde  in  Anspruch, 
sondern  ordnen  sich  allen  übrigen  Elementenpaaren  gleich- 
berechtigt  ein,  so  dafs  die  kollineare  Beziehung  zweier 
Ebenen  b  und  b^  vollständig  bestimmt  wird 

1)  durch  vier  willkürlich  zu  wählende  Paare  ent- 
sprechender Punkte: 

a     b     c     b 
ai    b,    c,    b|, 

von  denen  keine  drei  in  einer  Geraden  liegea. 
Zur  Konstruktion  eines  beliebigen  Paares  entsprechender 
Punkte  X  V\  setze  man  in  projektivische  Beziehung  die  beiden 
Strahlenbüschel: 

albcbj:|  A  a,  |biC,b,r," 

und  zweitens  die  beiden  Strahlenbüschel: 

b  acbpl  A  b,  |a,c,D,jr,  , 
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wodurch,  sobald  %  gegeben  ist;  X\  vollständig  und  eindeutig 
bestimmt  wird.  Die  beiden  projektivischen  Punktreihen  auf 
|ab|  und  |a]b||  werden  bestimmt  durch  die  drei  Paare  ent- 
sprechender Punkte: 

a  und  a,,    b  und  b,,  (!ab|,  !cb|)  und  (|a,b,|,  !C|Di|); 

2)  durch  ein  Paar  entsprechender  Punkte  und 
drei  Paare  entsprechender  Strahlen,  die  sich 
nicht  in  einem  Punkte  schneiden: 

a     b     c     d 
a,    6,    c,    rfj, 

-welche  ersetzt  werden  können  durch  die  vier  Paare  ent- 
sprechender Punkte: 

a     (bc)      (bd)      (cd) 
a,    (6,c,)    (6,d,)    (c,rf,), 

wodurch  dieser  Fall  auf  den  vorigen  zurückgeführt  ist; 

3)  durch  vier  Paare  entsprechender  Strahlen: 

a     b      c     d 
a^    &|    C|     d^y 

von  denen  keine  drei  sich  in  demselben  Punkte 
schneiden. 

Zur  Konstruktion  eines  beliebigen  Paares  entsprechender 
Strahlen  xx^  setze  man  in  projektivische  Beziehung  die 
beiden  Punktreihen: 

a  {bcdx)  7\  «j  (6,  c,  d,  x^) 
b{acdx)  A  &i  (^\<^i^\^\)f 

wodurch,  sobald  x  gegeben  ist,  x^  vollständig  und  eindeutig 
bestimmt  wird.  Die  beiden  projektivischen  Strahlenbüschel^ 
deren  Mittelpunkte  (ab)  und  (a^bi)  sind,  werden  bestimmt 
durch  die  drei  Paare  entsprechender  Strahlen: 

a  und  a^,      b  und  &,       \{o>b),  {cd)\  und  \{a^b^),  (c^d^)' . 

Wir  können  aber  auch  die  kollineare  Beziehung  der  beiden 
£benen  dadurch  herstellen,  dafs  wir  von  den  je  sechs  Durch- 
^chnittspunkten,  welche  die  Ecken  der  vollständigen  Yier- 
sß^ite  sind: 
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(ab)       {ac)       (ad)       (6  c)       (bd)       (cd) 
(a,6,)    (a,c,)    (a,d,)    (6,c,)    (b^d^)    (c,df,) 

solche  vier  Paare  als  entsprechende  Punkte  wählen,  von  den< 
keine  drei  in  einer  Geraden  liegen,  was  bekanntlich  auf 
verschiedene  Arten  geschehen  kann; 
4)  durch   drei  Paare   entsprechender  Punkte  u 
ein  Paar  entsprechender  Strahlen: 

a     b.    c      d 
a,    b,    c,    rf,, 

welche   ersetzt  werden   können   durch   die    vier   Paare   e 
sprechender  Strahlen: 

|ab-      |ac|       'bc!      d 
:a,b,|    |a,c,|    lb,c,|    rf,, 

wodurch  dieser  Fall  auf  den  vorigen  zurückgeführt  ist 
Dagegen   können  zur   Bestimmung  der  kollinearen 
Ziehung  zweier  £benen  nicht   willkürlich  gewählt   werd^ 
zwei    Paare    entsprechender   Punkte    und    zwei   Paare   en 
sprechender  Strahlen;  denn  sollen  sich  entsprechen: 

ci     i      c     d 
ai    b,     c,    d, , 

so  müssen  auf  den  Verbindungslinien   jab    und    a|b|| 
Paare  entsprechender  Punkte  zweier  projektivischen  geraden 
Punktreihen  liegen,  nämlich: 

a      b     (;ab,  c)  '     (|ab|,  d) 
Ci^    b,     (  ajb,,  c,!)    (,a,b,|,  rf,), 

woraus  hervorgeht,  dals  jene  Elemente  nicht  alle  willkürlich 
gewählt  werden  dürfen;  liegen  sie  dagegen  so,  daCs  diete 
Bedingung  der  Projcktivität  erfüllt  wird,  dann  ist  die  koUi- 
neare  Beziehung  nicht  ausreichend  bestimmt,  indem  iwar 
mehr  als  vier  Paare  entsprechender  Punkte  bekannt  siml, 
aber  nicht  solche,  von  denen  keine  drei  Punkte  in  je  einer 
Geraden  liegen,  vielmehr  kennt  man  nur  die  beiden  Geraden 
|ab  und  aib,  mit  den  ganzen  auf  ihnen  liegenden  projek- 
tivischen Punktreihon  und  das  einzelne  Paar  eutsprecheiider 
Punkte  (cd)  und  (^Cic/j). 
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Zo  der  kollineareii  Bezieliung  i3er  beiden  ebeneu  Felder 
e  und  ^^,  bei  welcher  gleichartige  Elemente  einauder  ent- 
«preclien,  nämlich  die  Piinkle  des  einen  Feldes  den  Punkten 
des  andern  und  gleichzeitig  den  Strahlen  des  eiuen  Feldes 
tlie  Strahlen  des  andern  und  umgekehrt,  tritt  noch  eine  zweite 
lte;cieliung  zweier  ebenen  Felder  e  und  f,  zu  einander,  bei 
wacher  ungleichartige  Elemente  einander  entsprechen, 
niunlich  den  Punkten  des  eiuen  Feldes  die  Strahlen  des 
ajidem  nod  gleichzeitig  den  Strahlen  des  ersten  die  Punkte 
des  zweiten  uud  umgekehrt.  Diese  Art  des  Eutaprecheus 
■i^iTst  reziproke  Beziehung  nnd  kann  iu  ganz  analoger 
"  eise,  wie  die  feollineare  Beziehung  konstruiert  werden: 

Zwei   Ebenen    t    und    i,    sind    die   Träger    sowohl    von 

Punktr,  wie  auch  von  Strahlenfelderu.    lu  der  Ebene  f  seien 

**©i   feste  Punkte  ©  und  'ü'  die  Mittelpunkte  zweier  ebenen 

StrahienbÜBchel   und    v    ein    beliebiger  veränderlicher   Punkt 

der  Ebene  t,  welcher  die  Strahlen  jiörl  ^  .■'-'  und  |!ö'):|  =  x' 

uefert.     In   der  Ebene  *,   seien   dagegen   zwei   feste   Gerade 

**i    und   i'i   die  Träger   zweier   geraden   Punktreiheu    und   a-, 

^n     beliebiger    veränderlicher    Strahl,     welcher    den    festen 

^ätj^len  Ä,   und   b[   in   den   Punkten  {b,.>\)   und    (b'iJ't)    be- 

Segnet.      Wir   können  nun  den   Ptmkt   r  der  Eljene   f   uud 

^^n    Strahl   x,    der   Ebene   f,  in   Abhängigkeit  von  einander 

*®tzen  dadurch,  dafs  wir  einerseits  das  von  dem  Strahle  |2*r 

"^schriebene  Strahlenbüschel  mit  der  vom  Punkte  (bjn;)  be- 

**hriebenen  Punktreihe  uud  andererseits  das  von  Jem  Strahle 

■*"  r  I  beschriebene  Strahlenbüschel  mit  der  vom  Punkte  {b'ix,} 

~®*cliriebenen  Puaktreihe  in  projektivische  Beziehung  setzen  ; 

***H  wird  ein  beliebiger  Punkt  j  der  Ebene  e  zwei  Strahlen 

[■"tl  und  |2)'x|  bestimmen,   denen   durch  jene  doppelte  pro- 

j  .■^^tirische  Beziehung  zwei  Punkte  auf  den  Tri^em  t,  reap. 

*  Entsprechen,  deren  Verbindungslinie  der  bestimmte  Strahl 

*  >8t,  welcher  in  der  Ebene  e,  dem  willkürlich  in  der  Ebene  t 
^^^^^■ählten  Punkte  v  entspricht.  In  gleicher  Weise  kann  uni- 
?**'«ehrt  der  einem  Strahle  j,  in  der  Ebene  s,  entsprechende 

*>i-kt  r  in  der  Ebene  t  gefunden  werden.     Sollen  nmi  aber 

^d  Punkten  i:>  die  auf  einer  Cieraden  y  liegen,  Strahlen  x, 

**^ptechen,  welche  durch  einen  Punkt  i),  lauten,  so  müssen 

j«  zwei    perspektivisch   liegende  StrahlenbUschel   IU   und 
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3^'  die  mit  ihnea  projekti vischen  Punktreihen  b^  and  l[ 
auch  perspektivische  Lage  haben;  dies  wird  der  Fall  sein, 
sobald  der  Verbindungsstrahl  |S33'|  fQr  beiderlei  projektivi- 
sche  Beziehung  den  Schnittpunkt  {bib[)  zu  seinem  entspre- 
chenden Punkte  hat.  Setzen  wir  dies  fest,  dann  entsprechen 
nicht  nur  den  Punkten  j:  der  Ebene  £  die  Strahlen  x^  der 
Ebene  b^,  sondern  auch  den  Strahlen  y  der  Ebene  b  die 
Punkte  X)i  der  Ebene  £(  und  umgekehrt.  Zugleich  wird  hier- 
durch die  einzige  Unbestimmtheit  gehoben,  welche  die  all- 
gemeine Konstruktion  übrig  läfst,  nämlich  hinsichtlich  solcher 
Punkte  je,  die  auf  der  Verbindungslinie  I^SB'j  liegen;  ihnen 
müssen  jetzt  Strahlen  x^  entsprechen,  welche  durch  den 
Schnittpunkt  (bib\)  gehen,  und  die  projektivische  Beziehung 
der  Punktreihe  auf  j:S93'|  mit  dem  Strahlenbüschel  um  (&ibi) 
ist  vollstiLndig  bestimmt;  denn  da  jetzt  den  Punkten  je  einer 
Geraden  y  in  der  Ebene  a  die  Strahlen  x^  durch  einen 
Punkt  t)|  in  der  Ebene  £|  entsprechen,  so  muls  einem  solchen 
Punkte  ):,  welcher  gleichzeitig  in  zwei  Geraden  y  und  y 
liegt,  derjenige  Strahl  o;,  entsprechen,  welcher  gleichzeitig 
durch  die  entsprechenden  Punkte  ^i  und  9I  geht,  d.  h.  der 
Verbindungsstrahl  ,9il)i|.  Nehmen  wir  daher  irgend  einen 
Punkt  j:  der  Verbindungslinie  33  3)' |  und  ziehen  durch  ihn 
eine  beliebige  andere  Gerade  y,  so  liefert  der  entsprechende 
Punkt  t)i  mit  dem  Schnittpunkte  (bib\)  verbunden  den  ge* 
suchten  entsprechenden  Strahl  x^]  insbesondere  entspricht 
auch  dem  Punkte  33  der  Ebene  e  der  Strahl  b^  der  Ebene  <, 
und  dem  Punkte  35'  der  Ebene  s  der  Strahl  b[  der  Ebene  «,. 
Hierdurch  werden  die  beiden  Ebenen  €  und  e,,  sowohl  als 
Trager  von  Punktfeldern,  wie  auch  als  Trager  von  Sirahlen- 
feldem  aufgefafst,  in  eine  gegenseitig  eindeutige  Abhängigkeit 
gebracht,  bei  welcher  verschiedenartige  Elemente  einander 
entsprechen,  nämlich: 

Bei  der  reziproken  Beziehung  zweier  Ebenen 
£  und  £|  entspricht  jedem  Punkte  %  der  Ebene  § 
ein  einziger  bestimmter  Strahl  x^  der  Ebene 
£i  und  umgekehrt;  jedem  Strahle  x  der  Ebene  i 
ein  einziger  bestimmter  Punkt  j:^  der  Ebene  «|  und 
umgekehrt;  wenn  der  Punkt  j:  in  dem  Strahle 
y  liegt,  so  geht  auch  der  Strahl  x^  durch  den  Punkt 
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1^,;  einer  geraden  Punktreibe  in  der  Ebene  £  cnt- 
s  p  rieht  ein  mil  derselben  projektivisches  Strahlen - 
büschel  in  der  Ebene  £j  und  umgekehrt;  einem 
ebenen  Strahlenbüschel  in  der  Ebene  s  entspricht 
eine  mit  demselben  projektivische  gerade  Punkt- 
reihe in  der  Ebene  s^  und  umgekehrt;  den  Punkten 
und  Tangenten  eines  Kegelschnitts  in  der  Ebene  e  entsprechen 
die  Tangenten  und  Punkte  eines  Kegelschnitts  in  der  Ebene 
C|   u.  8.  f. 

Die  zur  obigen  Konstruktion  der  reziproken  Beziehung 
verwendeten  Punkte  3533'  und  Strahlen  bih[,  sowie  die  Ver- 
bindungslinie jener  und  der  Schnittpunkt  dieser  nehmen  keine 
Sonderstellung  ein  unter  den  Paareu  entsprechender  Elemente 
beider  Gebilde^  sondern  ordnen  sich  allen  übrigen  Elementen- 
paaren gleichberechtigt  eiu;  so  dals  die  reciproke  Be- 
asiehung  zweier  Ebenen  e  und  £,  auf  folgende  vier 
.^%.rten  bestimmt  werden  kann: 

1^  durch  vier  willkürlich  in  der  Ebene  €  zu  wäh- 
lende Punkte^  von  denen  keine  drei  in  einer 
Geraden  liegen,  und  vier  als  entsprechend  will- 
kürlich zu  wählende  Strahlen  in  der  Ebene  £,, 
von    denen    keine   drei    durch    denselben   Punkt 

laufen: 

a     b     c     b 

a,     6i     c,     d,; 

zvxr  Konstruktion  eines  beliebigen  Paares  entsprechender  Ele- 
ixa.«nte  j:  x^  setze  man  in  projektivische  Beziehung: 

a  jbcbj:,'  A  «1(61^1^1^:1) 

b|acb):|  A  61(01^1^1^1); 
^<3dareh,  sobald  j:  gegeben  ist,  a:^  vollständig  und  eindeutig 
*^^atimmt  wird;  die  Projektivität  der  Punktreihe  auf  ;ab|  mit 
^^m  Strahlenbüschel  um  (a|6|)  wird  bestimmt  durch  die  drei 
•^»are  entsprechender  Elemente: 

a  und  a,,    b  und  6,,    (jab;,  |cb|)  und  (a,6,),  (c^d^)] 

J  durch  vier  willkürlich  in  der  Ebene  s  zu  wäh- 
lende Strahlen,  von  denen  keine  drei  durch  den- 
selben Punkt  laufen  und  vier  als  entsprechend 
willkürlich  zu  wählende  Punkte  in  der  Ebene  £,, 
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von  denen  keine  drei  in  einer  Geraden  liegen: 

a      b      c     d 


b,    c,    b 


!• 


a 

b 

e 

d 

"i 

i^ 

Ci 

tii 

a 

b 

c 

b 

«1 

6. 

Ct 

d^, 

Die  Falle  1)  und  2)  sind,  wie  wir  sehen,  dorchans  überein- 
stimmend,  wodurch  ein  charakteristischer  Unterachied  zwi- 
schen reziproker  und  kollinearer  Beziehung  henrortritt. 

In  beiden  Fallen  können  wir  auch  die  Seiten  des  Vierecks 
in  der  einen  Ebene  den  Ecken  des  Vierseits  in  der  andern 
Ebene  entsprechen  lassen,  wenn  wir  nur  solche  Tier  Paare 
auswählen,  welche  von  einander  unabhängig  sind;  drei 
Punkte,  die  in  gerader  Linie  liegen,  sind  aber  ebenso  wenig 
von  einander  unabhängig,  wie  drei  Strahlen,  welche  durch 
einen  Punkt  gehen  (s.  o.).  Die  übrigen  beiden  Bestimmungs- 
arten können  wir  kürzer  ausdrücken  durch  die  blofse  Zu- 
sammenstellung der  Buchstaben: 

3) 


4) 


welche  beiden  Fälle  ebenfalls  übereinstimmend  sind. 

Dagegen    ist   ebensowenig   wie  bei   der  kollinemren 
Ziehung  die  reziproke  Beziehung  festzusetzen  durch  die  wil 
kürliche  Annahme  der  Elementenpaare: 

a      b      c     rf 

weil  im  allgemeinen  die  Bedingung  der  Projektivität  der 
Elementenpaare : 

a      b      V  '^b  ,  r)        (jab  ,  d) 

a^     6,      i.'»,&,),  c,        (fl,6|),  b,i 
nicht  erfüllt  ist. 

Bei  der   Beziehung  der  Gebilde  zweiter  Stil 
rücksichtlich  ihrer  entsprechenden  Elemente  sps 
tet  sich   also  die    allgemeine   Projektivität    wege- 
der  in   doppelter  Weise  auftretenden  Elemente  L 
zwei  verschiedene  Artt'u,  welche  wir  als  kollines 
ond    reziproke     Keziehung    unterschieden    habe 


*>ei   der  kolHnea- 
ren    Beziehung: 


bei   der  rezi- 
proken 
Beziehung : 
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deren  Natur  aher  im  wesentlichen  dieselbe  ist. 
Ebenso  wie  bei  zwei  ebenen  Trägern  a  und  e^  haben  wir 
aach  bei  zwei  Bündeln  D  und  O]  eine  kollineare  und  rezi- 
proke Beziehung  zu  unterscheiden;  bei  jener  entsprechen  sich 
allemal  gleichartige^  bei  dieser  ungleichartige  Elemente,  d.  h. 

die  Strahlen  des  Bündels  O  den  Strahlen 
des  Bündels  O, 

und  gleichzeitig 

die  Ebenen   des  Bündels  D    den  Ebenen 
des  Bündels  O, 

die  Strahlen   des   Bündels  O  den  Ebeden 
des  Bündels  D] 

und  gleichzeitig 

die  Ebenen   des   Bündels  O   den  Strahlen 
des  Bündels  O]. 

Die  Konstruktion  entsprechender  Elemente  dieser  in  der 
^men  oder  andern  Weise  auf  einander  bezogenen  Gebilde 
18t  hief  80  vollständig  analog  der  oben  ausgeführten  Kon- 
struktion, dafs  sie  derselben  ohne  alle  Schwierigkeit  nach- 
S^bildet  werden  kann,  und  eine  Wiederholung  daher  über- 
äüasig  ist;  wir  werden  ohne  weiteres  diese  Konstruktion 
*^oerall  anwenden^  wo  wir  ihrer  bedürfen,  indem  wir  auf  den 
®^eu  oben  durchgeführten  Fall  verweisen.  In  ganz  analoger 
^oise  können  wir  auch  ungleichartige  Gebilde  selbst  zu 
Einander  in  projektivische  Beziehung  setzen  und  zwar  sowohl 
y^cksichtlich  des  einen,  als  auch  des  andern  Systems  der  iu 
Auen  enthaltenen  Elemente,  nämlich 

die  Punkte  der  Ebene  £  zu  den  Strahlen  des  Bündels  0| 
^Od  die  Strahlen  der  Ebene  s  zu  den  Ebenen  des  Bündels  Op 

die  Punkte  der  Ebene  a  zu  den  Ebenen  des  Bündels  0| 
^^ci  die  Strahlen  der  Ebene  €  zu  den  Strahlen  des  Bündels  O,, 

*^^iiao  wie   wir  vorhin  in  projektivische   Beziehung  gesetzt 


I  die  Punkte  der  Ebene  e  zu  den  Punkten  der  Ebene  £, 

^  ^Hd  die  Strahlen  der  Ebene  f  zu  den  Strahlen  der  Ebene  £,, 

I  die  Punkte  der  Ebene  e  zu  den  Strahlen  der  Ebene  £, 

^  ^U:if)  die  Strahlen  der  Ebene  £  zu  den  Punkten  der  Ebene  €^, 

^mnym,  TlMOr.  d.  Oberfl.  8.  Ordn.  '28 
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die  Strahlen  des  Bändels  C  zu  deuStrahlendesBOndelsC, 
und  die  Ebenen  des  Bündels  C  zu  den  Ebenen  des  BOndeli  C  n 

die  Strahlendes  Bündels  C  zu  den  Ebenen  des  BOndels  Ci 
und  die  Ebenen  des  Bündels  C  zu  den  Strahlen  des  BOndelsC, ; 

bei  allen  sechs  Beziehungen  ist  die  Konstruktion  entspre- 
chender Elemente  im  wesentlichen  dieselbe  oben  angegebene, 
nur  die  Bezeichnung  jedesmal  eine  andere. 

Aus  diesen  Konstruktionen  geht  der  allgemeine  Satz 
hervor : 

Wenn  man  eine  Reihe  von  Gebilden  zweiter 
Stufe  hat,  von  denen  das  erste  mit  dem  zweiten, 
das  zweite  mit  dem  dritten  u.  s.  f.,  das  vorletzte  mit 
dem  letzten  in  projektivischer  Beziehung  steht 
id.  h.  in  kollinearer  oder  reziproker  Beziehung  je 
nach  der  Gleichartigkeit  oder  Ungleichartigkeit 
ihrer  Elemente)«  so  steht  auch  das  letzte  mit  dem 
ersten  in  projektivischer  Beziehung,  also  z.  B.: 

Wenn  zwei  Gebilde  zu  einem  dritten  in  rezi- 
proker Beziehung  stehen,  so  stehen  sie  za  ein- 
ander in  kollinearer  Beziehung. 


§  41.   Die  perspektivisoho  Lage  als  Ursprung  d6r 

Projekt  i vi jchen  Besiehung. 

Wenn  wir  eine  beliebige  Ebene  f  und  einen  aufserhail 
derselben  befindlichen  Punkt  Ci  nehmen  uud  jeden  Punkt  ]r 
der  Ebene  €   mit  C,    durch    einen   Strahl  a:,   verbinden, 
setzen  wir  dadurch  dii*  Punkte  der  Ebene  e  zu  den  Strahle 
des   Bündels   C|    in    eine   solche   Abhängigkeit,    wie   sie  i 
vorigen  Puragrapheu  betrachtet   wurde;  aber   die  beiden 
bilde,   Punktfeld   und  Strahienbündel ,  betinden  sich  in  eine 
besonderen   Lage,    welche    perspektivisch    genannt   wi 
In   der  That,    es   entspricht   nicht  nur  jedem   Punkte   r 
einziger  bestimmter  Strahl  ./,  und  umgekehrt,   sondern  au 
allen  Punkten  r,  die  auf  einer  Geraden  y  liegen,  entsprech 
Strahlen  ./, ,  welche  in  einer  Ebene  fj  =  [Ciy]  liegen  und 
Punktreihe,  welche  r  beschreibt,  ist  mit  dem  von  x^ 
benen   ebenen  Strahlenbüschel   projektivisch ,   weil    beide  G 
bilde  perspektivisch  liegen.   Oder,  wenn  wir  irgend  vier  Punk 


Jb 
r 


§  41.  Die  persp.  Lage  als  Ürspr.  der  projektiv ischen  Beziehung.    355 

et  1E>  cb  der  Ebeue  e,  von  deneu  keine  drei  in  eiuer  Geraden 
li^^^en,  mit  JDi  durch  die  Strahlen  ^|  6,  c^  di  verbinden,  so 
clc^  Mi  die  ganze  Beziehung  durch  die  vier  Paare  entsprechender 

imente : 

a     b     c     b 

ümmt  wird^   dann  zeigt  sich,    dais  auch  jeder  beliebige 
ikt  je  der  Ebene  e  in  dem   ihm  entsprechenden  Strahl  x'^ 
Bündels  O,  liegen  mufs;  denn  wegen  der  doppelten  Pro- 
üvität: 

a|bcb):|  A  «iL^i^i^i^il 

's  die  Ebene  [a^x^]  durch  den  Strahl  {ajc.  und  die  Ebene 
l^a     -ccj]  durch  den  Strahl  |b):  ,  also   der  Strahl  j-,   durch  den 
3)kt  X  gehen.     Dies  giebt  folgenden  Satz: 

Wenn    bei    zwei    kollinearen    Gebilden,    einem 

nktfelde  und  einem  StrahlenbQndel,  vier  Punkte 

3  Punktfeldes,    von    denen   keine    drei    in    einer 

Taden  liegen,  auf  den  entsprechenden  Strahlen 

^^  ^   StrahlenbQndels    liegen,    so    gehen    sämtliche 

^"t  ^fahlen    des   letzteren   durch    die    ihnen   entspre- 

»nden    Punkte    des   Punktfeldes,    d.   h.    es    findet 

'spekt^vische  Lage  statt. 

Die  perspektivische  Lage   beider  Gebilde   läfst  ebenfalls 
^nnen,  dafs  gleichzeitig  den  Strahlen  in  der  Ebene  s  die 
^^finen  des  Bündels  Oj  entsprechen  und  umgekehrt.    Ob  aber 
d  allgemein  in  dieser  Beziehung   gegebene  Gebilde  sich 
ler  in  eine  solche  perspektivische  Lage   bringen  lassen, 
*^t      ^iQ0  Fn^e,  die  wir  später  beantworten  werden.    (§  42.) 

Wenn    wir   zweitens    zwei    beliebige   Ebenen    £    und   £, 

**Ä<l^jj»|i  ijj  Beziehung  zu  einander  setzen,  dafe  wir  von  einem 

"^ücbig  im   Räume  gewählten  Punkt   O  Strahlen  x  ziehen, 

'^ovon  jeder  den  Ebenen   e  und   £,   in  zwei   entsprechenden 

"'•^i.kten  j:  und  >:,  begegnet,   dann  stehen  die  beiden  Punkt- 

*elfi^3P  e  und   f,    rücksichtlich   der   entsprechenden   Punkte  x 

^?^^  h  ^^  ^^^^^  solchen  Abhängigkeit  von  einander,  wie  wir 

**^     im  vorigen  Paragraphen  als   „kollineare  Beziehung*'  be- 

i  ^^'^chtet  haben;  aber  die  beiden  Punktfelder  befinden  sich  in 

t  23  ♦ 
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die  Strahlen  des  BvludelsO  zu  den  Strahlen  des  Bündels  C| 
und  die  Ebenen  des  Bündels  £>  zu  den  Ebenen  des  Bfindels  Z)i, 

die  Strahlen  des  Bündels  O  zu  den  Ebenen  des  BOndelsCf 
und  die  Ebenen  des  BündelsSD  zu  den  Strahlen  des  BfindelsOj ; 

bei  allen  sechs  Beziehungen  ist  die  Konstruktion  entspre- 
chender Elemente  im  wesentlichen  dieselbe  oben  angegebene^ 
nur  die  Bezeichnung  jedesmal  eine  andere. 

Aus    diesen   Konstruktionen    geht   der   allgemeine 
hervor : 

Wenn   man    eine    Reihe    von    Gebilden    zweite 
Stufe  hat,  von   denen   das  erste   mit  dem   zweite 
das  zweite  mit  dem  dritten  u.  s.  f.,  das  vorletzte  m 
dem    letzten    in    projektivischer    Beziehung    ste 
(d.  h.   in  kollinearer  oder  reziproker  Beziehung  ^ 
nach    der    Gleichartigkeit   oder  Ungleichartigk 
ihrer  Elemente)^   so   steht  auch  das  letzte  mit  d 
ersten  in  projektivischer  Beziehung,  also  z.  B.: 

Wenn    zwei  Gebilde    zu    einem    dritten  in  re  ^^  i- 
proker    Beziehung    stehen,    so    stehen    sie    zu    e:S^  xi- 
ander  in  kollinearer  Beziehung. 

§  41.   Die  perspektivisoho  Lage  als  Ursprung  der 

Projekt ivijchen  Beiiehung. 

Wenn  wir  eine  beliebige  Ebene  a  und  einen  außserlÄ  «»-Ib 
derselben  befindlichen  Punkt  Oj  nehmen  und  jeden  Punl^i^  J^ 
der  Ebene  s  mit  0|  durch  einen  Strahl  x^  verbinden^  »^ 
setzen  wir  dadurch  die  Punkte  der  Ebene  a  zu  den  Stralixlöß 
des  Bündels  C^  in  eine  solche  Abhängigkeit,  wie  sie 
vorigen  Paragraphen  betrachtet  wurde;  aber  die  beiden 
bilde,  Punktfeld  und  Strahlenbündel,  befinden  sich  in  e 
besonderen  Lage,  welche  perspektivisch  genannt  wi^^* 
In  der  That,  es  entspricht  nicht  nur  jedem  Punkte  p  ^^^ 
einziger  bestimmter  Strahl  a\  und  umgekehrt^  sondern  ^i^^*^ 
allen  Punkten  Xf  die  auf  einer  Geraden  y  liegen,  entspre« 
Strahlen  x, ,  welche  in  einer  Ebene  rj  =  [Oiy]  liegen  und 
Punktreihe,  welche  r  beschreibt,  ist  mit  dem  von  Xi  bescb*^^" 
beneu  ebenen  Strahlenbüschel  projektivisch,  weil  beide  (^^' 
bilde  perspektivisch  liegen.   Oder,  wenn  wir  irgend  vier  Punl^^ 
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c  b  der  Ebene  e,  von  denen  keine  drei  in  einer  Geraden 
en,  mit  Ci  durch  die  Strahlen  a^  b^  c^  di    verbinden,  so 
bl£s     die  ganze  Beziehung  durch  die  vier  Paare  entsprechender 

il^Kxiente: 

a     b     c     b 

^1    ^1    ^1    ^1 


'trimmt  wird,  dann  zeigt  sich,  dais  auch  jeder  beliebige 
P  13.3:^ Ist  f  der  Ebene  £  in  dem  ihm  entsprechenden  Strahl  x^ 
d^s      Bündels  O,  liegen  mufs;  denn  wegen  der  doppelten  Pro- 

a|bcbj:|  A  «i  U>^c^d^x^] 

ttÄtiPa  die  Ebene  [a^x^]  durch  den  Strahl  |a.v|  und  die  Ebene 
l'^i  ^x:^]  durch  den  Strahl  jbjCi,  also  der  Strahl  x^  durch  den 
^'U.nlct  X  gehen.     Dies  giebt  folgenden  Satz: 

Wenn  bei  zwei  kollinearen  Gebilden,  einem 
^^mktfelde  und  einem  StrahlenbQndel,  vierPunkte 
*eB  Punktfeldes,  von  denen  keine  drei  in  einer 
^^iraden  liegen,  auf  den  entsprechenden  Strahlen 
^«s  StrahlenbQndels  liegen,  so  gehen  sämtliche 
Strahlen  des  letzteren  durch  die  ihnen  entspre- 
chenden Punkte  des  Punktfeldes,  d.  h.  es  findet 
Perspektivische  Lage  statt. 

Die  perspektivische  Lage  beider  Gebilde  läfst  ebenfalls 
^kennen,  dafs  gleichzeitig  den  Strahlen  in  der  Ebene  €  die 
^h^nen  des  Bündels  0|  entsprechen  und  umgekehrt.  Ob  aber 
f^^i  allgemein  in  dieser  Beziehun<(  gegebene  Gebilde  sich 
.'^^Äler  in  eine  solche  perspektivische  Lage  bringen  lassen, 
^^    eine  Frage,  die  wir  später  beantworten  werden.    (§  42.) 

Wenn    wir   zweitens   zwei    beliebige   Ebenen    e    und  €^ 

.  ^^Urch  in  Beziehung  zu  einander  setzen,  dafs  wir  von  einem 

^*iebig  im   Räume  gewählten   Punkt   O  Strahlen  x  ziehen, 

^^Von  jeder  den  Ebenen   £  und   £,   in  zwei   entsprechenden 

^^kten  X  und  j:^  begegnet,   dann  stehen  die  beiden  Punkt- 

^«•tier  £   und   f,    rücksichtlich   der  entsprechenden   Punkte  v 

5^^    )C|  in  einer  solchen  Abhängigkeit  von  einander,  wie  wir 

^^      im  vorigen  Paragraphen  als   „kollineare  Beziehung'^  be- 

^^'^^htet  haben;  aber  die  beiden  Punktfelder  befinden  sich  in 

23* 
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einer  besonderen  Lage,  welche  perspektivisch  genannt  wird. 
In  der  That,  es  entspricht  nicht  nur  jedem  Punkt  y  ein  ein- 
ziger bestimmter  Punkt  ti  f  sondern  auch  allen  Punkten  r, 
die  auf  einer  Geraden  y  liegen,  entsprechen  Punkte  je,,  die 
auf  der  entsprechenden  Geraden  f/^  liegen,  weil  die  Ebene 
[Cy]  den  Träger  £,  in  der  Geraden  y^  schneidet,  und  die 
von  j:  und  Xi  beschriebenen  Punktreihen  sind  projektivisch, 
weil  sie  persi)ektivisch  liegen.  Oder,  wenn  wir  vier  beliebige 
Punkte  a  b  c  b  der  Ebene  £,  von  denen  keine  drei  in  einer 
Geraden  liegen,  mk  i?  durch  Strahlen  verbinden,  welche  der 
Ebene  £j  in  den  F^uukteu  aj  b|  c^  bi  begegnen,  so  dafs  die 
ganze  Beziehung  durch  die  vier  l'aare  entsprechender  Elemente 

a     b     c     b 
a,    b,    c,    bi 

bestimmt  wird,  dann  zeigt  sich,  dals  auch  die  Yerbindungi- 
strahlen  aller  übrigen  Paare  entsprechender  Punkte  x  Xi  dorch 
denselben  Punkt  C   (Perspektiviiütscentrum)  laufen   müssen. 
Denn  wegen  der  Projektivität: 

a|bcbx|  A  a,  |b,c,b,j:,| 

müssen  diese  beiden  ebenen  Strahlenbüschel  in  demselben 
Ebenenbüschel  liegen,  dessen  Axe  Oa  ist,  und  dessen  Ebenen 
iiiich  den  Punkten  b  c  ^  v  hingehen^  also  muis  der  Strahl 
vr,  mit  dem  Strahle  iaa,  (=  'Ca|  =  |Ca|  )  in  derselben 
Ebene  liegen  und,  wegen  der  Projektivität: 

b  acbv   A  b,  v\,c,  d,]c, 

muiä  auch  der  Strahl  'XX\  "^it  dem  bbj  in  derselben  Ebene  ■ 
liegen;  da  aber  aci^  und  bb|  in  einer  .Ebene  liegen,  so  < 
müssen  sich  alle  drei  Ebenen  in  demselben  Punkte  iD  schnei-  — 
den,  also  mul's  der  Strahl  vv,  durch  den  Punkt  C  gehen.. 
Ob  aber  zwei  allgemein  in  kollinearer  Beziehung  gegebenem 
Ebenen  ^  und  e^  sich  immer  in  eine  solche  perspektivisch^^ 
Lage  bringen  lassen,  ist  eine  Frage,  die  wir  spater  beant-  ^ 
Worten  werden. 

Wenn    man    drittens  die  Punkte  r  eines  Punktfeldes  ^ 
mit   irgend  zwei  aul'serhalb  der  Ebene  c  liegenden  Punkt! 
C    und    C,    durch    Strahlenpaare    oder    die   Strahlen   r 


»Strahlenfeldes  f  mit  C  und  0|  durch  Ebenenpaare  verbinde^  ^ 
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so  erhält  man  zwei  kollineare  Bündel  O  und  Oi  in  solcher 
AbbSngigkeit  von  einander,  wie  sie  im  vorigen  Paragraphen 
beibrachtet  wurde,  aber  in  einer  besonderen  Lage,  welche 
perspektivisch  genannt  wird;  der  dem  vorigen  durchaus 
ana^loge  Nachweis  hierfür  darf  wohl  übergangen  werden;  ob 
sioli.  2wei  allgemein  gegebene  kollineare  Bündel  immer  in  eine 
sololie  perspektivische  Liage  bringen  lassen,  ist  ebenfalls  eine 
Fraise,  die  wir  später  beantworten  werden. 

Während  in  diesen  drei  Fällen  die  kollineare  Beziehung 
Gebilde  zweiter  Stufe  aus  der  perspektivischen  Lage 
ergeht;  können  wir  auch  zu  der  reziproken  Beziehung 
Selctugen  aus  einem  mit  der  perspektivischen  Lage  sehr  nahe 
zusammenhängenden  Lagen  Verhältnis,  wenn  wir  uns  als 
HilfisiiQittel  eines  uns  bekannten  Gebildes,  des  orthogonalen 
Polarbündels,  (S.  45)  bedienen. 

Legt  man  durch  einen  Punkt  O  die  Strahlen  x  eines 
Strahlenbündels  und  zu  jedem  Strahle  x  die  Normalebeue  §, 
*^  bilden  die  Ebenen  S  ein  Ebenenbündel,  und  beide  zu- 
samjjien  bilden  das  orthogonale  Polarbündel.  Zu  jedem  Strahle 
^  gehört  eine  und  nur  eine  Normalebene  |  und  zu  jeder 
'^i>etae  ^  ein  und  nur  ein  Normalstrahl  x.  Die  Bündel,  welche 
^.  Und  I  beschreiben,  stehen  selbst  in  einer  reziproken  Be- 
'i^litmg  besonders  einfacher  Art,  indem  allen  Strahlen  x  in 
einer  Ebene  Normalebenen  §  entsprechen,  welche  durch  einen 
^^'^lil  gehen,  den  Normalstrahl  jener  Ebene,  und  dieselben 
Kinkel  mit  einander  bilden,  wie  jene. 

Wir  wollen  das  Ebenenbündel  |  das  komplemen- 
^^e  Bündel  des  Strahlenbündels  x  und  umgekehrt  das 
ptralilenbündel  x  das  komplemeniilre  des  Ebenenbündels  | 
^^     orthogonalen  Polarbündel  nennen. 

,  Wenn  wir  nun  eine  beliebige  Ebene  a  und  einen  aulser- 

^ll>  derselben  liegenden  Punkt  D]  nehmen  und  jeden  Punkt 

j     ^©r  Ebene    e    mit  Oj    durch    einen   Strahl    j',    verbinden, 

^^"B^n  Normalebene  5,    durch  Oj   gelegt  wird,   dann  setzen 

^  ^^^     die  Punkte  x  der  Ebene   £  zu   den  Ebenen  |,  des  Bün- 

j^*^    Oi   in  eine  solche  Abhängigkeit,    wie    sie   im  vorigen 

w^^^«igraphen    betrachtet    wurde;     aber    die    beiden    Gebilde, 

^i^tfeld  und  Ebenenbündel,   befinden   sich   in  einer  beson- 

«•^»^  Lage,  welche  der  perspektivischen  Lage  in  gewissem 


358     §  ^  I  •  ^^^  persp.  Lage  als  Urspr.  der  projektivischen  Beadehung. 

Sinne  verwandt  ist.  In  der  That,  es  entspricht  nicht  nur 
jedem  Punkte  r  der  Ebene  £  eine  bestimmte  Ebene  |,  des 
Bündels  C, ,  sondern  auch  allen  Punkten  X;  die  auf  einer 
Geraden  y  liegen,  entsprechen  Ebenen  |j,  die  durch  einen 
bestimmten  Strahl  y^,  den  Normalstrahl  der  Ebene  [Cij], 
gehen,  und  die  Punktreihe,  welche  jc  beschreibt,  ist  mit  dem 
von  I,  beschriebenen  Ebenenbüschel  projektivisch,  weil  dieses 
projektivisch  (gleich)  ist  mit  dem  von  |Ci):|  beschriehenen 
Strahlenbüschel,  welches  mit  der  Punktreihe  j:  perspekti- 
visch liegt. 

Es  läist  sich  auch  hier  ebenso  leicht  wie  vorhin  nach- 
weisen, dafs  wenn  wir  gemäfs  der  letzten  Konstruktion  vier 
unabhängige  Paare  entsprechender  Elemente: 

a    b    c    b 

«1    ß\   Yi  *i 

zur  Bestimmung  der  projekti vischen  Beziehung  wählen,  lU  Je 

übrigen  Paare  enb^prechender  Elemente  derselben  Konstruktiv  ^n 

genügen.  Denn  sind  a  b  c  b  vier  Punkte  der  Ebene  «,  v(  ^u 
denen  keine  drei  in  gerader  Linie  liegen,  und  werden  di^s.  -^ 
selben  mit  Ci  durch  die  vier  Strahlen  a,  6,  c,  d,  verbund^^:^D, 

so  ist  schon  oben  nachgewiesen,  dafs  ein  beliebiger  Pqnkti:^    jc 

auf  dem  entsprechenden  Strahle  x^  liegen  mufs;  sind  n  m  ^  p 
"i  ß\  y\  ^\  ^^^®  ^^^^  Normalebenen  der  vier  Strahlen  a,  6,  c,  <^i 
im  Punkte  C,,  so  wird  wegen  der  doppelten  Projekti  vi  tatr     — 

a  |b  c  b  v|  A  «i  [^i  ^i  ^i  »'il  A  «i  \ß\  Y\  *i  l\ I 
b  |a  c  b  vi  A  ^1  [«1  ^'i  ^^i  ^\]  A  ß\  |«i  Yi  *i  l\\ 

die  Ebene  \ci\X^]  auf  dem  Strahle  ja|Si  I  und  die  Ebene  [6,  ^^^^i^^ii 
auf  dem  Strahle  \ßiii\  normal  stehen,  folglich  auch  ^^-^^ 
Strahl  x,  auf  der  Ebene  5, ;  folglich  genügen  auch  j:  und  »i 

der  anfänglichen  Konstruktion  entsprechender  Elemente. 

In   ganz   analoger  Weise    können    femer    die    Punkt^^       ^ 
einer  Ebene  €  zu  den  Strahlen  a;,  einer  andern  Ebene  in    t-^^' 
Ziehung  gesetzt  werden,  indem  man  zuerst  die  Ebenen  €  -la^^^" 
^^    in   perspektivische   Beziehung   setzt    durch    ein    Strahl^-^' 
bündel  £)^,  von  dem  jeder  Strahl  x  den  Trägern  s  und  £f     -*° 
zwei  entsprechenden  Punkten  begegnet,  und  sodann  zu  dieö^^^ 
Strahlenbündel  Cj  das  komplementäre  Ebenenbündel  ninaici  ^ 
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dem  jede  Ebene  den  Trager  f,  in  dem  gesuchten  Strahle 
schneidet,  welcher  jetzt  dem  Punkte  v  der  Ebene  f  ent- 
icht;  dabei  entsprechen  gleichzeitig  den  Strahlen  x  der 
»ene  b  die  Paukte  r,  der  Ebene  £, ,  und  wir  haben  die- 
jenige Beziehung ,  welche  oben  die  reziproke  genannt  wurde, 
l>€fi    einer  besonders  einfachen  Lage  der  Gebilde. 

Endlich  können  wir  in  gleicher  Weise  die  Strahlen  x 
eines  Bündels  C  zu  den  Ebenen  |,  eines  zweiten  Bündels  Oj 
dÄdurch  in  Beziehung  setzen,  dafs  wir  von  dem  Ebenen- 
^Qndel  5|  das  komplementäre  Strahlenbündel  .r,  auffassen 
und  Ton  der  perspektivischen  Lage  der  beiden  Strahlenbündel 
^  S  ^  I   und  Oj  |x,  I  ausgehen. 

£s   ist  ersichtlich,    daCs  die   in   den  drei  letzten  Fällen 
'angenommene    besondere    Lage    zweier    reziproken    Gebilde, 
^nu  dieselben  allgemein  gegeben  sind,  immer  erreicht  werden 
tu ,   sobald   es  gelingt,  die   in   den  drei   ersten  Fällen  be- 
^^^■Ächtete  perspektivische  Lage  herzustellen  für  zwei  allgemein 
Begebene  kollineare  Gebilde.   Um  auf  diese  Frage  einzugehen, 
^•^ollen  wir  zunächst  für  den  Fall  zweier  kollinearen  Ebenen 
^    und  £,  einige  ausgezeichnete  Elemente  derselben  ermitteln, 
ködern  wir  von  der  perspektivischen  Lage  ausgehen,  um  diese 
•"Elemente  dann  bei  zwei  kollinearen  Gebilden,  die  allgemein 
S^geben  sind,  wiederzufinden. 

Es  seien  i  und  £,  die  Träger  zweier  ebenen  Punktfelder 
Und  £)  ein  beliebiger  Punkt  im  Räume  aulserhall)  beider 
^benen ;  die  Strahlen  x  des  Strahlenbündels  C  mögen  a  und  £, 
^'^  entsprechenden  Punkten  treffen,  dann  schneiden  die  Ebenen 
*  de«  Ebenenbündels  C  die  Träger  e  und  £,  in  entsprechenden 
strahlen.  Durch  C  lälst  sich  eine  Parallelebcne  zu  e^  legen, 
^^Iche  die  Ebene  t  in  der  Geraden  r  schneidet,  und  eine  Parallel- 
^beiie  zu  «,  welche  die  Ebene  a^  in  der  Geraden  g,  schneidet; 
«le  beiden  Geraden  r  und  q^  heifsen  die  Durch  seh nitts- 
_**iien  der  Parallelebenen;  sie  entsprechen  den  unend- 
^^a •  entfernten  Geraden  g*  und  r^  der  Träger  t  und  *,. 

Suchen    wir   nun  einen   solchen   Strahl   durch   das   Pro- 

^^«ticnscentrum  C  zu  ziehen,  welcher  gleich  geneigt  ist  gegen 

^^  beiden  Ebenen  e  und  a^\  dies  wird  leicht  dadurch  erreicht, 

^*Ä    wir  die  durch   die  beiden  Ebenen   a  und  £,    gebildeten 

^Uikel  und  Nebenwinkel  halbieren  durch  zwei  (zu  einander 
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rechtwinklige)  Ebenen  und  aus  dem  Punkte  C  auf  jede  dii 
Ebenen  ein  Perpendikel  fällen;  möge  das  eine  PerpendL 
in  0  und  Op  das  andere  in  o'  und  Oi  den  Ebenen  £  and 
begegnen,  dann  ist  klar,  dal's  sowohl  der  Strahl  <0C|  ,  als  ai 
der  Strahl  |  o'oii  der  Forderung  genügt,  zu  den  beiden  Ebei 
£  und  £|  gleich  geneigt  zu  sein.  Bezeichnen  wir  den  Sehn 
strahl  der  gegebenen  Ebenen  £  und  f)  in  doppeltem  Sij 
durch  s  und  5, ,  weil  in  ihm  zwei  verschiedene  Strahlen 
iuzidieren ,  dann  schneiden  sich  auch  die  beiden  HalbieruiM. 
ebenen  der  Neigungswinkel  zwischen  ££,  in  dem  Stn^^r^ie 
s{Si)  und  da  oo,|  die  Normale  auf  der  einen  Halbierung8eb^.^czie, 
o'o'i  die  Normale  auf  der  andern  Halbierungsebene  ist,  cci  «2!^  ^c\ 
aber  selb.st  in* einer  Ebene  liegen,  weil  (ooil,  |o'ci|)  ■=  C  ist^  so 
muls  diese  Ebene  der  beiden  Strahlen  coi  und  c'oi  f^  ^Dr- 
malebene  des  Schnittstrahls  s{s^)  sein.  Es  giebt  nur  «^  ^ne 
solche  Ebene  durch  C,  welche  zu  s(s^)  normal  ist;  dem^lrficen 
wir  uns  diese  als  die  Ebene  des  Papiers  (Fig.  13),  so  stel.  Jen 


Fig.  IX 

in  der  vorstehenden  Figur  c  und  c,  die  Durchschnittsliu^^** 
mit  den  Ebenen  €  und  £,  dar,  welche  auf  der  Ebene  ^^* 
Papiers  rechtwinklig  stehen;  der  Strahl  s(s^)  steht  in  d^* 
Uurchschnittspunkt  e(i>,)  der  Geraden  e  e^  normal  auf  ^^^ 
Ebene  des  Papiers:  die  durch  O  })arallel  zu  e  und  5* 
gezogenen  Strahlen  treffen  in  den  Punkten  r  und  q,  und  ^^^ 
in  diesen  Punkten  auf  der  Ebene  des  Papiers  errichtet^-^ 
talen  sind  die  Strahlen  r  und  q^.    Die  Halbierungslinie^ 


Wiakel  zwischen  dea  Strahlen  Ox\  und  |OfliJ  treffen 
in  den  Punkten  no,  und  o'oi,  von  denen  ersichtlich  ist,  dafs 
ox  =rc'  und  Oiq,  =  i:),i!i,  d.  h.  v  und  q,  die  Mitten  der 
Strecken  oo'  und  0|  o'i  sind. 

Die    Paare    entsprechender    Punkte    C0|    und  o'o'i    sind 

uun.     von  besonderer  Art  in  den  beiden  kollinearen  Ebenen; 

ilexm   da  'oe,|  gleich  geneigt  ist  zu  beiden  Ebenen  i  und  ;,, 

so     wird   ein   Ebenenbfischel,    dessen   Axe   |iM>||    ist,    gleiche 

Btrahlenbiiscbel   aus  den  Ebenen  i  und  £,  ausschneiden.     Es 

Bind    also  c  und  o,,  ebenso  o   und  ci  die  Mittelpunkte  je 

**'eier    gleichen    entsprechenden    Strahlenbüschel 

la   den  beiden  kollinearen  Ebenen,  und  es  ist  ersichtlich,  dafs 

uiese   die   einzigen  solcher  Art  sind,  aläo  nur  zwei  Paare 

Ton    gleichen  entsprechenden  StrahienbüBcheln  vor- 

kommen;  die  Verbindungslinie  |eu'l  steht  rechtwinklig  auf  r, 

ebenso  wie  die  Verbindungslinie  |üiCi|  rechtwinklig  aufg,  ist. 

Ferner  ist  aus  der  perspektivischen  Lage  ersichtlich,  dal's 

"'e  fco  in  vidieren  den  Strahlen  s  und  s,  Träger  zweier  gleichen 

^'^tsprechenden  Punktreihen  in  den  beiden  koUinearen  Feldern 

siiid    und  aal'ser  diesem  gieht  es  noch  ein  zweites  Paar  gleicher 

«öteprechender  Punktreihen  s'  und  a'i,  die  auf  folgende  Weise 

""Qittelt  werden; 

Der    unendlich-entfernte    Punkt    der   Schnittlinie   s(5,), 

"elcier  gleichzeitig  der  unendlich-entfernte  Punkt  von  r  und 

^^*x    q^  istj  enthält  zwei  entsprechende  Punkte  p"  ^pTi  ^^'^ 

"'»endlich-  entfernten    Punkte    von    r   und    q,    sind 

***o  zwei  entsprechende  Punkte.     Ziehen  wir  den  Pro- 

^^**ion»strahl  |0l)*|  =  lOptl-  ^o  wird  jede  durch  ihn  gelegte 

•***ie  die  beiden  Träger  e  und  t,  in  zwei  entsprechenden  Strah- 

.  **      schneiden ,   welche   beziehungsweise  parallel  zu  r  und  y, 

**d  und  die  Träger  zweier  entsprechenden  ähnlichen  Punkt- 

^*  lien   sein  müssen ,  weil  ihre  unendlich-entfernten  Punkt« 

_  Und   p*   entsprechende   sind.     Die  Träger  entsprechender 

^^*'licher  Punktreihen  laufen  also  parallel  den  Strahlen  r  und 

**  »      und   unter  diesen  kommt  insbesondere  aul'ser  dem  Paare 

*^><sher   entsprechender  Punktreihen  auf  s   und  s,  noch  ein 

^^«ites  Paar  gleicher   entsprechender  Punktreihen   vor.    Wir 

^^^Ochen  nur  in  der  Ebene  des  Papiera  durch  O  denjenigen 

■nderen  Strahl  zu  ziehen,  für  welchen  C  in  der  Mitte  liegt 


362    §  41*  I^i^  perap.  Ijoge  als  Urapr.  der  projektiTischen  Bedehimg. 

zwischen  den  beiden  Schnittpunkten  d'  und  ^i  mit  e  und 
dann    werden    die    beiden    in  S'  und  i\  auf  der   Ebene 
Papiers   errichteten  Senkrechten  s   und  s'i  dieses  zweite  Pa 
entsprechender    gleicher  Punktreilien  sein,    und    es    ist 
der  Figur  ersichtlich,  dafs  s  und  s'  parallel    zu  r  sind 
gleich  weit  von  r  abstehen,  ebenso  wie  s^  und  Si  parallel      sbu 
9i  sind  und  gleich  weit  von  q^  abstehen.    Es  giebt  also  zw^   ^i 
Paare    von    gleichen  entsprechenden   Punktreih  ^^  u 
in  den   beiden  kollinearen  Ebenen,   und  die  Figur  zeigt 
mittelbar,  dafs  der  Abstand  der  beiden  parallelen  Gerade: 
und  s  von  einander  gleich   ist  dem  Abstand  der  beiden 
sonderen   Punkte  Oi   und  Ci  von  einander,   während  der 
stand   der  beiden  parallelen  Geraden  Si  und  Si  von  einand.  ^r 
gleich  ist  dem  Abstand  der  beiden  besonderen  Punkte  c  um^d 
o'  von    einander,    indem   einerseits  8  und   $,  o   und  o'  sycw- 
metrisch  zu  r,  andererseits  Oi  oj  s\  Si  symmetrisch  zu  q^  lie^^^^n 
und  die  Verbindungslinie  ;oo'|  die   Strahlen  s  und  s   rechst- 
wincklig  durchschneidet,  ebensowie  {oiOi'  die  Strahlen  5,  urm^i 
s\  rechtwinklig  durschneidet. 

Wenn  man  einen  beliebigen  Projektionsstrahl  durch  ^ 
zieht,  welcher  in  r  und  y^  den  Ebenen  €  und  «,  begegne  "*» 
und  man  läfst  aus  r  und  X\  die  Perpendikel  auf  die  Ebec^^* 
des  Papiers  herab,  so  sind  die  Fufspunkte  derselben  hf^^^ 
ebensoweit  von  den  Punkten  r  und  cfi  entfernt,  wie  die  PanW^^ 
r  und  r,  bez.  von  den  Strahlen  r  und  g,  •,  die  Fufspunkte  i 
e  und  e^  mögen  x\  und  n,  heifsen,  dann  ist: 

^^  =  '^^^   oder  ri) .  q,  i)   «=  r C  q.  O  •=  konst. 

d.  h.  das  liechteck  aus  den  Abständen  zweier  ent 
sprechenden  Punkte  xj:\  der  beiden  kollinearei 
Ebenen  von  den  Durchschnittslinien  der  Parallel 
ebenen  (r  und  g,)  ist  von  unverändeter  Gröfse. 

Nennen    wir   dies   konstante   Ilechteck  die   Potenz  de0 
kollinearen   Beziehung,    so   ergeben   sich   als   besondere  Ele- 
mentenpaare   noch   zwei   Strahlenpaare  g  und  g^,  h  und  A, 
welche   die  Eigenschaft  besitzen,   dafs  g  und  h,   die  parallf 
zu  r  sind,   ebenso    weit  von  r  abstehen,   wie  g^  und  A|,  df 
parallel   zu  q^  laufen,   von  g,  abstehen,   fQr  welche  also  d 
konstante  Elechteck  in  ein  Quadrat  übergeht.    Diese  Strahk 


:* 


»■• 
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e  sollen  Potenzstrahlen  heifsen  und  lassen  sich  in 
^l^Äznentarer  Weise  mittels  des  Kreises  konstruieren.  Die 
l^o^ft^nzstrablen  gh  und  g^h^  treffen  offenbar  das  besondere 
hlenpaar  e  und  e^  in  denjenigen  Punkten  ^f)^^  l)i  welche 
^  Poienzpunkte  sind  für  die  beiden  projektivischen  Punkt- 
l^en,  deren  Trägsr  e  und  c,  sind ;  auch  sind  für  diese  beiden 
t^i.iKiktreihen  r  und  qj  die  Durchschnittspunkte  der  Parallel- 
sr^üilen  oder  die  den  unendlich- entfernten  entsprechenden 
lo^xikte. 

Wenn  wir  die  kollineare  Beziehung  der  beiden  Ebenen 

vind   f,,    welche    durch    die    perspektivische  Lage    hervor- 

:Brufen  wurde,  und  von  der  wir  im  Vorigen  die  wesentlichsten 

^gezeichneten  Elemente  kennen  gelernt  haben,   festhalten, 

er  den  einen  oder  den  andern  Träger  der  beiden  Gebilde 

die  gemeinschaftliche  festbleibende  Schnittlinie  s{s^),  be- 

^i^big  drehen,  so  wird  dadurch  die  perspektivische  Lage  nicht 

^if gehoben,    d.  h.    es    werden   immer   noch    sämtliche  Ver- 

ungsstrahlen  entsprechender  Punkte  ji'V|  durch  einen  und 

selben  Punkt  O   laufen;   aber  dieser  Punkt  C   verändert 

sioli  und  zwar  ist  es  leicht  zu  erkennen,   wenn  wir  z.  B.  €^ 

featbalten  und  €  um  die  Schnittlinie  s(s^)  drehen,  dais  der  Ort 

vouC  ein  Kreis  ist,  welcher  um  den  Punkt  qi  als  Mittelpunkt 

l>«schrieben  wird  in    einer  Ebene,  die   normal  steht  auf  der 

Sb€oe  £( ;  ähnlich  ist  es,  wenn  wir  e  festhalten  und  £|  drehen. 

^^    geht  hieraus  hervor,   dais  die  perspektivische  Lage 

u  nabhängig  ist  von  derNeiguug  der  beiden  Ebenen 

*     und   £,  zu    einander,    vielmehr   als   notwendige    und   hin- 

""^ichende  Bedingung  erfordert,  dais  in  der  Schnittlinie  beider 

-Träger  zwei  gleiche  entsprechende  Punktreihen  identisch  ver- 

®^igt  Hegen. 

§  42.    Besondere  Elemente  zweier  kollinearen  Ebenen. 
ZuTüokfühning  auf  die  perspektivische  Lage. 

Die    im   vorigen    Paragraphen    vermittelst   der   perspek- 

^^^•clien  Lage  gefundenen  ausgezeichneten  Elemente  zweier 

^llix^earen  Ebenen  finden   sich   nun  auch  wieder,   wenn  wir 

^     die  Gebilde    allgemein    etwa    durch    vier   beliebige  von 

^^^der  unabhängige  Elementeupaare  gegeben  denken. 
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Es  seien  a    b     c    b 

aj  b,   c,   b, 

vier  Paare  eDtsprechender  Punkte  der  beiden  kolline 
Ebenen  £  und  (j^  von  denen  keine  drei  in  gerader  1 
liegen.  Wir  haben  oben  die  allgemeine  Konstruktion 
gegeben,  um  zu  jedem  Punkte  r  der  Ebene  s  den 
sprechenden  Punkt  r,  der  Ebene  £|  zu  ermitteln.  Demi 
können  wir  auch  zu  den  sämtlichen  unendlich  entfer 
Punkten  der  Ebene  £,  die  entsprechenden  Punkte  der  Ehe 
konstruieren;  und  da  jene  auf  einer  Geraden  r"  liegen j 
müssen  diese  auf  der  entsprechenden  Geraden  r  liegen.  Eb 
konstruieren  wir  zu  der  unendUch-entfemten  Geraden  s"" 
Ebene  f  die  entsprechende  Gerade  $|  der  Ebene  £|  und  hi 
dadurch  die  Durchschnittslinien  der  Parallelebe 

r  und  ^1 

gefunden;  diese  werden  im  allgemeinen  bestimmte  im  1 
liehen  liegende  Strahlen  der  Ebenen  i  und  £,  sein, 
besondere  Annahme,  dals  sie  selbst  in  die  Unendliel 
fallen  (Affinitat)«  wollen  wir  später  betrachten.  Der 
endlich  -  entfernte  Punkt  der  Geraden  r  mufs  seinen 
sprechenden  Punkt  auf  der  Geraden  r^  haben,  und  di 
zugleich  auf  q'  liegt,  so  mufs  der  entsprechende  Punkt  gl« 
zeitig  auf  y,  liegen:  also  die  unendlich-entfern 
Punkte  der  Geraden  r  und  q^  sind  entspreche: 
Punkte  der  beiden  kollinearen  Ebenen:  wir  wo 
sie  bezeichnen  mit 

^'  =  ./,  3*)  und  p*  —  (r^.  j,); 

sie  sind  die  einzigen  beiden  unendlich-entfernten  Punkte 
kollinearen  Ebenen,   welche  einander  entsprechen;  jeder 
niden,  welche  zu  r  panillel  ist.  muis  daher  eine  Gerade 
sprechen,   welche   zu   q     parallel  läuft,  und  solche  zwei 
sprechende  Strahlen  nr?*ssei:  die  Träger  zweier  pr oje ktiris 
ähnliehenPunktreihen  sein,  weil  ihre  unendlich-entfen 
Punkte  einander  ent^prei  hen :  andere  entsprechende  Strsli 
die  Ti^iz^er  ähnlicher  Piinktreihen  wäivn,  können  nicht  ' 
konimen.    weil    es    nur   jenes    e:nzige    Paar    entsprechei 
unendlich-eatfeniler  Punkte  ir*  rT     snebt.     L'nter  den  i 
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liehen  Puaktreihen   können    aber  auch   gleiche  vorkommen, 
die  wir  aufsuchen  wollen. 

Denken  wir  uns  zunächst  in  der  Ebene  s  alle  Strahlen, 

die  rechtwinklig  zu  r  gerichtet  sind,  also  ein  Parallelstrahlen- 

bflschel,   dessen    unendlich-entfernter  Punkt  q*  in   einer  zu 

der  Richtung  von  f/^  rechtwinkligen  Richtung  liegt;    dann 

entsprechen  diesen  parallelen  Strahlen  in  der  Ebene  €^  solche, 

die    alle   durch  einen  bestimmten   Punkt  q,    der  Geraden  q^ 

'Äufen,  der  nämlich  dem  Punkte  q*  entspricht;  qj  wird  im  all- 

g'emeinen  ein  im  Endlichen  auf  der  Geraden  ^j  liegender  Punkt 

^^iii»    Durch  q,  geht  eine  einzige  bestimmte  Gerade  e, ,  welche 

$1   normal  steht,   und   dieser  entspricht  in  der  Ebene  e 

bestimmte  Gerade  e,    die  unter   dem   vorigen  Parallel- 

star&lilenbüschel  eine  besondere,  Stelle  einnimmt;  die  Gerade  e 

t^^flPe  r  in  dem  Punkte  r;  dann  entspricht  dem  Punkte  r  = 

(c  ^^    der  Punkt  r^  =  (^i»**)i  d.  h.  der  unendlich -entfernte 

Pixnkt  der  Geraden  e,.     Wenn   wir  also  andererseits  in  der 

Ebene  f,   ein  Büschel    von  parallelen  Strahlen,    die  auf  q^ 

r^olitwinklig  stehen,  gezogen  hätten,  so  würde  demselben  in 

dex*    Ebene  €  ein  Strahlenbüschel  entsprochen  haben,   dessen 

Mittelpunkt  r  ist. 

Die  ausgezeichneten  Strahlen  e  und  e, ,  welche  einander  ent- 
spireehen  und  aulserdem  normal  stehen  bez.  auf  r  und  q^  in 
den  Punkten  r  und  q^  sind  die  einzigen  ihrer  Art,  wie  hieraus 
®*'*^ellt;  die  Punkte  r  und  q,  sind  die  den  unendlich-entfernten 
^oti     ßß^     entsprechenden    Punkte.      Denken    wir    uns    nun* 
v*^ig.  14)  in  einem   beliebigen  Abstände  a  zwei  Parallele  zu 
^  S^zogen,  die  Strahlen  x  und  x\  so  entsprechen  ihnen  in  der 
-■^oeue  «,   zwei  Strahlen  Xi  und  ^1,   die  durch  q^  gehen  und 
B^^ich  geneigt  sind  zu  e, ;  denn  da  die  vier  Strahlen  x  x  e  g* 
^^^Oionisch  liegen,  so  müssen  auch  die  vier  Strahlen  .ri  XiCiqi 
^*lHoni8ch  liegen,  und  da  e,  zu  g,  rechtwinklig  ist,  so  müssen 
^t  Und  g,  die  Winkel  zwischen  Xi  und  /i  halbieren.    Denken 
'^*'  tms  femer  in  dem  gleichen  Abstände  a  zwei  Parallele  y^^ 
^^*^*^  ^  zu  ei  gezogen,  so  entsprechen  denselben  in  der  Ebene  e 
*^^ei  Strahlen  y  und  y  durch  r,  die  gleich  geneigt  sind  zu 
^   ^»id  r.    Wir  erhalten  dadurch  in  jeder  der  beiden  Ebenen 
*     UXid  «,   ein  Parallelogramm,  und  die  Ecken  dieser  beiden 
^^Bllelogranime  sind  einander  entsprechende  Punkte: 
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{xy)      {xy')      {xy)     {x  y) 
(xi  yi)     (xiyl)    {x\  yi )     {x[  yi) 

so   zwar,  dafs  in  dem  Parallelogramm  der  Ebene   £  x  und  x' 
ein  Paar  paralleler  Seiteu;  y  und  y   die  Diagonalen,  dag^^n 


P^iUf.- 


Fig.  14. 


*.  1, 


in  dem  Parallelogramm  der  Ebene  B\  yi  und  yi  ein  Pa«% 
paralleler  Seiten  und  Xi  x'i  die  Diagonalen  sind.  Jedes  diete^ 
Parallelogramme  hat  noch  ein  zweites  Paar  paralleler  Seitet^ 
die  einander  entsprechen: 

s     und     s 
Si     und     s'i, 

die  ersteren  laufen  parallel  zu  r,  die  letzteren  parallel  zu  f  - 
es  sind  daher  sowohl  s  und  6'j,  als  auch  s'  und  s't  Träg^ 
entsprechender  ähnlicher  Punktreihen;  da  aber  die  beid^ 
Parallelogramme  eine  Seite  gleich  haben  (=  a),  so  besitz 
jedes  der  beiden  Paare  entsprechender  ahnlicher  Punktreihc^* 
ein  l*aar  entsprechender  gleicher  Strecken,  folglicli  sind  d0 
Punktreihen  projektivisch-gleich.  Wir  haben  also  zwei  Paar*" 
entsprechender  gleicher  Punktreihen: 

s  und  Si  ,    s   und  ^i 

in  den  beiden  kollinearen  Feldern  a  und  £j  gefunden,  wobtf 
im  allgemeinen  der  Abstand  der  Strahlen  s  und  s  von  eii^ 
ander  ein   auilerer  stMu   wird,  als  der  Abstand    der  Strahlec-' 
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Si  und  8i  von  einander.  Es  ist  auch  unmittelbar  ersichtlich, 
dass  diese  beiden  Strahlenpaare  die  einzigen  Träger  ent- 
sprechender gleicher  Puuktreihen  sind  und  keine  andern  weiter 
vorkommen,  denn  auf  irgend  einer  andern  zu  q^  parallel  ge- 
zogenen Geraden  wird  durch  die  Strahlen  xi  x[  eine  Strecke 
abgeschnitten I  welche  verschieden  ist  von  der  Strecke^  die 
anf  der  entsprechenden  Geraden  durch  die  parallelen  Strahlen 
X  X    abgeschnitten  wird. 

Begegnen  die  Strahlen  s  s  dem  Strahle  e  in  den  Punkten 
^  d'  und  die  Strahlen  s^  s'i  dem  Strahle  e^  in  den  Punkten  S^  ^i, 
so  sind  auf  den  Trägern  e  und  e^  die  Punkte  r  und  qj  die 
den  unendlich-entfernten  entsprechenden  Punkte  und  aufser- 
dem  g  gj ,  i  i\  zwei  Paare  entsprechender  Punkte,  also  die 
konstante  Potenz  der  projektivischen  Beziehung: 

Wenn  wir  nun  auf  der  Geraden  e  die  Punkte  o  und  o' 
so  bestimmen,  dafs  sie  nach  beiden  Seiten  von  r  gleich  weit 
^öi  eine  Strecke  =  qi^i  abstehen,  so  werden  die  entsprechen- 
den Punkte  Ol  und  Oi  von  q,  nach  entgegengesetzten  Seiten 
*^Ji  gleich  weit  um  eine  Strecke  =  rg  abstehen.  Uiese  beiden 
'^^onderen  Punktepaare: 

0  und  0| ,     o'  und  o'i 

'^sitzen  die  Eigenschaft,  dafs  sie  die  Mittelpunkte  entsprechen- 
^^^  gleicher  Strahlenbüschel  in  den  beiden  kollinearen  Ebenen 
*'ud,  denn  nehmen  wir  auf  s  und  5,  irgend  zwei  entsprechende 
^Qnkte  r  Xi,  so  ist  S}c  =  i^Ti,  ferner  ist  nach  der  Kon- 
**tiktion  jer  Punkte  o  und  Oi : 

oS  =  3,0, 
^nd  die  beiden  bei  i  und  g|  rechtwinkligen  Dreiecke  oSr  und 
^>^iXi  sind  kongruent,  folglich  der  Winkel,  welchen  die 
^tfahlen  o2  und  oy  bilden,  gleich  dem  Winkel,  welchen 
^^e  entsprechenden  Strahlen  o,S,  und  OjiCi  mit  einander 
^^«chliefsen ,  und  da  dies  für  alle  Punktepaare  xr,  der 
strahlen  s  5,  gilt,  so  sind  die  entsprechenden  Strahlenbüschel, 

'^cren  Mittelpunkte  o  0,  sind,   einander  gleich-,   dasselbe  gilt 

"^    die   Strahlenbüschel    mit   den   Mittelpunkten   o'   und  oi. 

^iT  haben  also  zwei   Paare  entsprechender  gleicher 

^^^rahlenbüschel: 


368        §  42.    Besondere  Elemente  zweier  kollinearen  Ebenen. 

c  und  Ol ;     o'  und  Oi 

in  den  beiden  kollinearen  Feldern  €  und  a^  gefunden;  die 
Verbindungslinien  |co'|  und  |  Oi  ci  |  sind  die  vorhin  gefundenen 
besonderen  Strahlen  e  und  e^ ,  welche  bez.  auf  r  und  q^  recht- 
winklig stehen.  Es  geht  aus  der  Konstruktion  hervor,  dafs 
dies  die  einzigen  beiden  Punktepaare  sind,  welche  entsprechende 
gleiche  Strahlenbüschel  der  beiden  kollinearen  Felder  liefern. 
Verwandeln  wir  endlich  das  konstante  Rechteck: 

r^  .  qi^i  =  ro  .  qjOj 

in  ein  Quadrat  und  ziehen  in  einem  Abstände  gleich  der  Seit^^ 
dieses  Quadrats  zwei  Parallele  g  und  h  zu  dem  Strahle  r, 
werden  die  entsprechenden  Strahlen  g^  und  /i,   der  Ebene  8=^ 
parallel  zu  q^   laufen  in  demselben  Abstände  von  q^^  wie 
und  h  von  Vy  und  wir  haben  die  Potenzstrahlen: 

g  und  ^1 ,    h  und  A} 

der    beiden    kollinearen    Ebenen.      Dadurch    sind    samtlicl^^ 
ausgezeichneten  Elemente  der  kollinearen  Ebenen  i  and 
wiedergefunden^  welche  wir  früher  aus  der  perspektivifche 
Lage  heraus  ermittelt  haben. 

Umgekehrt  lassen  sich  nun  die  allgemein  gegebenen  beide 
kollinearen  Ebenen  leicht  in  perspektivische  Lage  bringe] 
Wir  brauchen  sie  nümlich  nur  im  Räume  so  zu  stellen, 
ein  Paar  entsprechender  gleicher  Punktreihen,  also  entwedi 
diejenigen;  deren  Träger  s  und  s^,  oder  diejenigen,  dere^ 
Triiger  s'  und  Si  sind,  in  der  Schnittlinie  der  EK)enen  t 
identisch  vereinigt  liegen,  dann  werden  die  kollinearen  Eben 
immer  in  perspektivischer  Lage  sich  befinden,  welches  ao 
ihre  Neigung  zu  einander  sei.  Denn  bringen  wir  die  gleic 
projektivischen  Punktreihen  auf  s  und  ^i  in  der  SchDittIin.£^ 
|££,  zur  Koinzidenz,  so  fallen  die  Punkte  ^  und  d,  zusamm 
folglich  schneiden  sich  in  diesem  Punkte  die  Strahlen  e  und 
also  liegen  die  vier  Punkte  o  o'  Oi  Ci  in  einer  Ebene,  and 
trefien  sich  die  Strahlen  |cOi  und  |o'oi|  in  einem  Punkte 
nehmen  wir  noch  auf  s{$^)  irgend  zwei  koinzidierende  Panlu  •' 
a(v\,)  und  b(b,),  so  haben  wir  einerseits  vier  von  einanA^ 
unabhängige  Paare  entsprechender  Punkte: 
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a    b     0    o' 
a,  b|    Ol  ol, 

^^elche  die  kollineare  Beziehung  yollstandig  bestimmen,  und 
andererseits  koinzidieren,  die  beiden  Strahlenquadrupel,  welche 
▼on  O  aus  nach  dem  ersten  Punktquadrupel  und  nach  dem 
zweiten  Punktquadrupel  hingehen-,  folglich  müssen  auch  die 
ganzen  Strahlenbündel,  welche  von  O  aus  nach  den  beiden 
Strahlenfeldern  hingehen ,  identisch  zusammenfallen ,  d.  h.  die 
koUinearen  Felder  liegen  perspektivisch  (S.  356).  Wir  haben 
^so  folgendes  Resultat: 

Es  lassen  sich  zwei  allgemein  gegebene  kol- 
lineare Ebenen  allemal  auf  zwei  wesentlich  ver- 
schiedene Arten  in  perspektivische  Lage  bringen, 
indem  entweder  das  eine  Paar  ^  ^i  oder  das  andere 
I^aar  s'  8\  entsprechender  gleicher  Punktreihen  in 
^or  Schnittlinie  beider  Ebenen  zur  Deckung  ge- 
^i^acht  wird;  dann  können  die  Ebenen  selbst  noch 
^m  die  festgehaltene  Schnittlinie  beliebig  gedreht 
Verden,  ohne  dal's  die  perspektivische  Lage  aufhört. 
^It  man  eine  der  beiden  Ebenen  fest  und  dreht  die  andere^ 
^  beschreibt  das  Perspektivit'ätszeutrum  einen  Kreis  ^  dessen 
Bbene  normal  steht  auf  der  festgehaltenen  Ebene,  in  welcher 
*ttch  der  Mittelpunkt  des  Kreises  liegt;  bei  dieser  Drehung 
^Snnen  die  Ebenen  zweimal  zur  Deckung  kommen;  in  dem 
^Uien  Falle  gelangen  die  ausgezeichneten  Punkte  o  und  Op 
^  dem  andern  die  Punkte  o'  und  oi  zur  Deckung^  so  dafs 
^^^  die  beiden  koinzidierenden  Ebenen  in  jedem  der  beiden 
^alie^  welche  auch  als  perspektivische  Lage  aufzufassen  sind, 
i^  einen  einzelnen  Doppelpunkt  und  eine  Doppelgerade  mit 
'^^  identischen  entsprechenden  Punktreihen  gemein  haben. 

Die  vorige  Untersuchung  läfst  sich  auch  als  besondere 
^^fgjabe  so  aussprechen: 

Es  sind  zwei  beliebige  ebene  Vierecke  abcb  und 

t  *  ^1  C|b,   entsprechend  gegeben;   die  Ebenen   dersel- 

^<i    sollen  im  Räume  so  gestellt  werden,  dafs   die 

?®y  Verbindungsstrahlen  !aa,  ,i^bil>  CC|  ,  jbb,  i  durch 

**^^n  und  denselben  Punkt  laufen. 

Die  Lösung  derselben  ist  im  Obigen  enthalten. 

%,  TlMOf.  d.  Ob«rfl.  2.  Onln.  24 
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§43.  ZnBammenfallende  kollineare  Ebenen.  Doppelelemente. 

Es  ist  eine  fundamentale  Frage,  deren  Beantwortung  für 
die  folgenden  Betrachtungen  unerlälslicb  ist: 

Wenn    zwei    kollineare  Ebenen  mit  ihren  Trä- 
gern beliebig  auf  einander  gelegt  werden,  giebt  e 
Punkte  und  Strahlen,  die  mit  ihren  entsprechende 
zusammenfallen,  und  wie  findet  man  solche   Dop 
pelelemente? 

Sei   die  kollineare   Beziehung   der  beiden  Ebenen  i 
£i   durch   ii^end   vier   von   einander  unabhängige  Paare  en 
sprechender  Punkte: 

a    b    c    b 

a,   b,   c,  D, 

gegeben  und  die  Konstruktion  eines  beliebigen  Paares  en 
sprechender  Punkte  r  Vt  durch  die  beiden  Paare  projektiyiscb 
StrahlenbQschel : 

a  b  c  b  r     A    ^i   t>i  Ci  b,  Tr 

b   a  c  b  T    A    b,   aj  Cj  b,  ti 

hergestellt,    so   würden,    wenn    wir   die  Trager    der   beides* 
Ebenen  t  und  f,  aufeinander  legen,  alle  vier  StrahlenbQada^' 
in  derselben  Ebene  enthalten  sein;  sobald  es  nun  vorkomsB-'t» 
dais  der  Schnittpunkt  zweier  Strahlen    a  T   und  ibr    mit  de0> 
Schnittpunkt  der  Strahlen     a,rii   und    biti     zusammenfallt 
d.  h.  alle  vier  Strahlen  in  demselben  Punkte  sich  schneideOf 
so  oft  werden   zwei   entsprechende  Punkte   der  beiden  koUi* 
nearen  Felder  koinzidieren  und  umgekehrt. 

Drehen  wir  um  v\  einen  veränderlichen  Strahl  faT|« 
welcher  ein  StrahlenbQschel  la^  beschreibt,  so  wird  der  entr 
sprechende  Strahl  a,  r,  wegen  der  ersten  Projektivität  eiB 
mit  dem  Strahlen büschel  (a)projektivisches  Strahlenbüschel  (a|) 
beschreiben  und  der  Ort  des  Schnittpunktes  (  a  ]c|,  ci,  tj  )  i** 
das  Erzeugnis  zweier  projektivischen  Strahlenbüachel,  d.  h.  eis 

Kegelschnitt  H^'.     Orehen    wir   um  b  einen    Teranderlich«» 

Strahl  b  r  ,  so  beschreibt  b,  r,  in  gleicher  Weise  ein  StnUsn- 
büschel.  welches  mit  dem  von  br  beschriebenen  projektiviifi' 
ist:    der  Ort  des  Schnittpunktes  ^  br  ,  |b|  ):|.)  ist  daher  eio 
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zweiter  Kegelscbuitt  S^^\  and  die  beiden  Kegelschnitte  haben 

offenbar  einen  Punkt  gemeinschaftlich,  nämlich  den  Schnitt- 
punkt: 

(|ab|,  |a,bj)  -(IBal,  |b,a,|), 

^v-elcber   ersichtlich    kein    Doppelpunkt   ist.     Aufser   diesem 

•F^uskte  haben  die  beiden  Kegelschnitte  ^^^^  und  ^^^^   im  all- 

S'exneinen  noch  drei  Punkte  gemeinschaftlich;  die  entweder 
s^l«  drei  reell  sind;  oder  von  denen  einer  reell  ist  und  die 
l>eiden  anderen  konjugiert-imaginär  auf  einer  reellen  Geraden 
en.  Jeder  dieser  drei  Punkte  besitzt  die  verlangte  Eigen- 
liaft;  da&sich  in  ihm  vier  Strahlen  |ci):j,  ;b  j:|;  |a,iCi  |>  |b,  ^rj 
;  ist  also  ein  Doppelpunkt. 
Die  Konstruktion  der  drei  Doppelpunkte  ergiebt 
;  sobald  die  beiden  kollinearen  Ebenen  durch  vier  Punkte- 


a    b    c    b 
a,  b,   c,   b, 

acif  einander  bezogen  werden,  folgendermafsen : 
Man  lege  durch  die  fünf  Punkte: 

a    a,    (|ab|,|aib,|)    (|ac|,  ja,  c,l)    (|ab|,  |a,  b,|) 

«inen  Kegelschnitt  ^Jf^  und  durch  die  fünf  Punkte: 

b    \    (|6a|,|bia,|)    (|bc|,|b,cn)    (|bb|,|b,b,|) 

«inen  zweiten  Kegelschnitt  ^'^g'^;  diese  beiden  Kegel- 
schnitte haben  aufser  dem  Punkte  (ja b|,  \ci^  b^\)  noch 
^'ei  andere  gemeinschaftliche  Punkte,  welche  die 
S^aachten  Doppelpunkte  sind. 

£■  Yersteht  sich  von  selbst,  dafs  auch  der  durch  die  fünf 

e"ci     (|ca|,  |c,a,|)     (|cbMqb,|)     (|cb|,|c,bj) 

«•l^gte  Kegelschnitt  Äf^  und  der  durch  die  fünf  Punkte: 

b    b,    (jba|,|b,a,,)    (,bb;,|b,bj)     (|bc|,  ib»  c,|) 

*^'*gtB  Kegelschnitt  ÄJ^*^  durch  dieselben  drei  Doppelpunkte 
*^*Äen  mub,  woraus  ein  geometrischer  Satz  folgt. 
.        ferner  ist  ersichtlich,   wenn  wir  die  drei  Doppelpunkte 
^^  Zusammenfallenden  kollinearen  Ebenen  durch 

24* 
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r  =  r,     i>  =  i)t     5  =  ii  bezeichnen, 

dals    die    Verbindungslinie     }ct»     zu    ihrem    entsprechen 
Strahl    tf  l)| '    hat,  d.   h.   mit  demselben   zosammenfaUt; 
Seiten  des  Dreiecks,  welches  von  den  drei  Dopj 
punkten    gebildet    wird,     sind    also    drei    Dopi 
strahlen  der  beiden   kolliuearen  Ebenen,  und  i 
sind  dies   im  allgemeinen    die  einzigen,   welche  yorkomj 
können;    denn    fQhren   wir   die    dual-gegenüberstehende 
trachtung  aus,  indem  wir  die  kollineare  Beziehung  dorch 
Paare  entsprechender  Strahlen  fixieren,  so  zeigt  sich,  dafs 
drei   solche  Doppelstrahlen  im  allgemeinen  vorhanden  s 
die    daher   mit    den    vorigen    Dreiecksseiten    identisch   i 
müssen.     Da    notwendig    eine    und    der    Schnittpunkt 
beiden   andern  reell   ist,    so  stimmt   dies   Resultat    mit  < 
vorigen  fiberein  und  wir  können  sagen: 

Werden  zwei  kollineare  Ebenen  b  und  c,  ] 
ihren  Tragern  beliebig  auf  einander  gelegt, 
fällt  immer  ein  reelles  Paar  entsprechender  Pnn 
und  ein  reelles  Paar  entsprechender  Strahlen  ; 
einander;  ist  ersteres  rti  und  letzteres  j;X|,'so  s: 
r  r,  die  Mittelpunkte  zweier  entsprechenden  k< 
zentrischen  Strahlenbüschel,  und  xxi  die  Trai 
zweier  entsprechenden  zusammenfallenden  Pun 
reihen;  jene  haben  ein  reelles  oder  konjugie 
imaginäres  Paar  Doppelstrahlen,  diese  ein  reel 
oder  konjugiert-imaginäres  Paar  Doppelpunk 
die  auf  den  vorigen  Doppelstrahlen,  liegen; 
zeichnen  wir  die  Doppelstrahlen  durch  y  «= 
und  z  =  r, ,  welche  bez.  in  den  Doppelpunkt 
^  =  5,  und  i>  =  \\  dem  Doppelstrahl  x  —  x, 
gegnen,  so  sind  die  Ecken  des  dadurch  erhal 
nen  Dreiecks  die  drei  Doppelpunkte,  die  Seil 
desselben  die  drei  Doppelstrahlen  der  beic 
kollinearen  Ebenen.  Die  beiden  kollinearen  : 
sammenfallenden  Ebenen  haben  also  im  allgen 
neu  drei  Doppelpunkte  und  drei  Doppelstrahl 
die  Ecken  und  Seiten  desselben  Dreiecks  ai: 
dieses     ist     entweder    ganz     reell,     oder     hat    i 
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eiKK  e  Ecke  und  die  gegenüberliegende  Seite  reell, 
rend  die  übrigen  Ecken  und  Seiten  konjugiert- 
ginär  sind. 

Wir  bemerken  noch,  dafs^  sobald  einer  der  drei  Doppel- 
purslfte  gefanden  ist,  die  Gerade ,  auf  welcher  die  beiden 
Obxrigen  liegen,  linear  zu  konstruieren  sein  wird,  indem  man 
ftlr  zwei  gegebene  Kegelschnitte,  von  denen  zwei  gemein- 
8clici,ftljche  Punkte  bekannt  sind,  die  andere  gemeinschaftliche 
Sekante  zu  suchen  hat  (Th.  d.  K.    S.  238). 

Eine    Ausnahme    hiervon    macht    der    besondere    Fall, 
^^  elcher  eintritt,  wenn  die  beiden  projektivischen  Puuktreihen, 
^rfche  auf  dem  einen  immer  reellen   Doppelstrahl  x  =  x^ 
liegen,  identisch  zusammenfallen,   also   auch  die  beiden  pro- 
jekti Tischen  *Strahlenbüschel,  die  ihren    Mittelpunkt    in    dem 
reellen  Doppelpunkt  j:  =  x,   haben,   identisch  auf  einander 
^eg^en.    Dann   haben   die    beiden   zusammenliegenden    kolli- 
nearen Ebenen  f  und  £,  unendlich  viele  Doppelpunkte 
ttn  d  unendlich  viele  Doppelstrahlen;  die  ersteren  liegen 
B&ikitlich  auf  dem  Doppelstrahle  x=  x^,  die  letzteren  gehen 
B^xntlich  durch  den  Doppelpunkt  v  &=  j:,;  diese  selbst  bilden 
noch  je  ein  isoliert  liegendes  Paar  Doppelpunkte  und  Doppel- 
strahlen.   Dieser  Fall  kann  nur  eintreten ,  wenn  x  a*j   eines 
der   beiden  besonderen  Paare  entsprechender  gleicher  Punkt- 
^ihen    s  s^ ,   also    x  Tt    eines    der  beiden   besonderen    Paare 
▼on  Mittelpunkten  entsprechender  gleicher  Strahlenbüschel  o  Oj 
^  welche  wir  oben  (8.  366  u.  367)  ennittelt  haben;  dies  ist  ein 
"^^Mnderer  Fall  von  perspektivischer  Lage,  denn  wir  erkennen 
^^icht,  wenn  wir  irgend  einen  Punkt  )>  der  Ebene  £  mit  dem 
^ppelpnnkte  p  =  Ti  verbinden,  dafs  der  entsprechende  Punkt 
)^ii  weil  |))]r;  ein  Doppelstrahl  ist,  auch  auf  demselben  liegen 
^nPs;  also:   die  Verbindungslinien  aller  Paare   ent- 
sprechender Punkte  laufen  durch  einen  festen  Punkt 
^*»  Xtf  und  ebenso  liegen   die    Schnittpunkte  aller 
^^i^re  entsprechender   Strahlen    auf   einer    festen 
Geraden  x  »^  x^.    In  diesem  Falle  müssen  auch  die  beiden 

"jerecke  I     ^       ^1   eine  solche  besondere  Lage  haben,  dafs 

'**^*   blofs  die  Verbindungslinien  ihrer  entsprechenden  Ecken 
^■Qrch  einen  und  denselben  Punkt  laufen,  sondern  auch  die 
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Schoittpunke  ihrer  entsprechenden  Seiten  auf  einer  und  der- 
selben Geraden  liegen. 

In    diesem    Falle    müssen    also    die    vorhin    ermittelieiK ^ 

Kegelschnitte  fi^/^  und  fi^*'  in  Linienpaare  zerfaUen,  die  ein< 

Gerade  gemeinschaftlich  haben.     Endlich  ist  noch  der  gan^ 
specielle   Fall    denkbar,    daCs    die    beiden    oben    ermittel 

Kegelschnitte  Si^^^   und  Si^^\  ohne  zu  zerfallen,  identisch  a 

einander  liegen.  Da  alsdann  vier  Punkte,  von  denen  kd 
drei  in  gerader  Linie  liegen,  mit  ihren  entsprechenden  koi 
zidieren,  so  müssen  die  beiden  kollinearen  Felder  ganz  koi 
zidieren,  d.  h.  identisch  auf  einander  liegen ,  so  dafii  jed 
Punkt  als  Doppelpunkt  und  jeder  Strahl  als  DoppelatraU  a.:ai- 
zusehen  ist. 

Wir  können   zu   dem   obigen  allgemeinen  Resultat  au  «rik 
durch  folgende  andere  Betrachtung  gelangen: 

Seien   s  und   e^   zwei    kollineare  Felder ,   deren  Eben 
beliebig  auf  einander  gelegt  werden  ^  dann  wird  jede 
in  doppeltem  Sinne  aufzufassen  sein,  nämlich  einmal  als 
Ebene  €  angehörig,  ==  {,  und  zweitens  als  der  Ebene  C| 
gehörig,  =  ^,,  mitbin 

Der  Geraden  /  entspricht  nun  in  der  Ebene  «j  eine  ^ 
zige  bestimmte  Gerade  /,  und  der  Geraden  g^  entspricht  v 
möge  der  kollinearen  Beziehung  in  der  Ebene  c  eine  ein: 
bestimmte  Gerade  f/;  dem  Schnittpunkte 

0 

entspricht  der  Schnittpunkt 

und  dies  ist  das  einzige  Paar  entsprechender  Punkte  auf  d^^ 
willkürlich   gewählten   Träger  l  =  g^i  denn   wäre  noch 
zweites  Paar  entsprechender  Punkte  auf  ihm   vorhanden, 
mülste  er  ein  sich  selbst  entsprechender  Strahl  (Doppelsti^^    * 
sein,  was  offenbar  nicht  der  Fall  ist,   da  er  ganz  beliebig   ^^ 
wählt  war.     Wir  können  also  sagen : 

Jede  beliebige  Gerade  in  der  Ebene  zweier  ^•*' 
sammenliegenden  kollinearen  Felder  enthält  ^*^ 
einziges,  immer  reelles  Paar  entsprechender  Punk  *  ^' 
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W"e: 


jetzt  die   willkürlich 


(lerade 


LD  genommene 

l  ^  3t   am  einen  beliebig  in  ihr  festgehaltenen  Punkt  drehen, 
der   in    beiderlei   Sinn    aufgefafst    durch   a  ^  b,    bezeichnet 
werde,  so  ist  leicht  zu  erkennen,   wie  das  Funktepaar  ()}p,) 
sich  bei  dieser  Drehung  verändert.     Es  wird  offenbar  wegen 
der  kollinearen  Beziehung  /,    sich   um  einen  festen  Punkt  ii, 
drehen  und  ein  mit  dem  von  l  beschriebenen  projektiviscbea 
i^trahlenbfischel  beschreiben ;  ebenso  wird  g  sich  um  einen  festen 
Punkt  b  drehen  und  ein  zweites  projektivischesStrahlenbiischel 
beschreiben;  der  Punkt  p  ^  {lg)  durchläuft  also  einen  Kegel- 
schnitt und  der  Punkt  p,  =  (/|(/,)  einen  zweiten  Kegelschnitt; 
heide  haben  den  Punkt  a  ^  b|  gemeinschaftlich,  und  jeder  durch 
a(b,)  gezogene  Strahl  schneidet  die  beiden  Kegelschnitte  in  dem 
Paar   entsprechender    Punkte  if  y»,.     Ua    die    beiden    Kegel- 
K:hti)tte  bich  aul'ser  in  dem  angenummeueu  Punkte  ii(.b,)  im 
allf^emeinen    noch    in    drei   andern    Punkten    schneiden,    so 
"^■Jmmt  es  dreimal  vor,   dafs  zwei  eutsprechende  Punkte  p  p, 
zusammenfallen;   dies  sind   die  drei  gesuchten  Doppelpunkte 
der  Leiden  zusammenliegenden  kullinearen  Ebenen,  ihre  Ver- 
"iödungslinien   die  drei  Doppelstrahlen.     Wenn  insbesondere 
der    Punkt  a  (b,)  mit  den  beiden  Punkten  a,   und  b  in  einer 
Geraden    liegt,    so    ist   dies    eine   Doppelgerade ;    die    beiden 
■^Igelschnitte     zerfallen     in     Linienpaare,     deren    einer    Teil 
™*ea^  Doppelgerade   und  die   beiden   andern  Teile  die  Ijeiden 
*«iiiem  Doppelstrahlen  sind.     Fallen  ganz  insbesondere  diese 
^**'Uen  zusammen,  ao  haben  wir  den  obigen  perspekti Tischen 
_   *Jl,  und   sind  die  beiden    Kegelaehuitte ,   ohne   zu  Kerfallen, 
"Jfcutiech,   so  liegen  die  beiden  kollinearen  Ebenen  identisch 
***r     einander.     Wir   haben    also    die   obigen   Resultate   voll- 
**^>«»dig  wiedergefunden.*) 

ti    hierbei    liugicicb    zu   eioer   gewiBBitn    Verwandt- 
pi»Ä  iwiEcbeD   den  Punkten   der  Ebene   und  den  Strahlen  derselben, 

Kku  wir  der  willkürlich   gewlhlteu  Goraden  (  =•  g,  den  einzlgeu  be- 

*^**u>iiteD  Schsittpniikt  der  entip  rechen  de  d  Geraden  $  ^  1,1,^1  saordnen. 
*'Vii)  (lutepricht  jedem  Str&hl  in  der  Ebene  ein  einziger  bestimmter 
^'«itikt  dereelben,-  drebt  »ich  der  Strahl  um  einen  festen  Punkt.  «0  be- 
^bra-iht  der  entaprechende  Punkt  einen  Kegelschnitt,  der  durch  drol 
***ta  I'unkte  der  Ebene  j^eht.  Jedem  Punkte  der  Ebene  entspricbt 
•'•'•  «in  Kegelichuitt;  bewegt  eich  der  Pnnkt  out  einer  geraden  Linie, 
*u   doKlil&utl   der  entsprechende  Kegelacbnitt  ein   Bflschel   tnil   vier 
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Mit  der  yod  uns  gelosten  Aufgabe  sind  zugleich  eini 
andere  gelöst,  deren  Ergebnisse  wir  im  Folgenden  braoch 
zunächst  die  dual-gegenüberstehende: 

Bei  zwei  kollinearen  Bündeln,  die  denselb 
Mittelpunkt  O  =  Ci  haben,  kommt  es  im  a 
gemeinen  dreimal  vor,  dafs  zwei  entsprechen 
Strahlen  zusammenfallen^  und  dreimal^  dafs  z 
entsprechende  Ebenen  zusammenfallen;  das  Dr 
kant  der  drei  Doppelstrahlen  und  das  Dreiflach 
drei  Doppelebenen  fallen  zusammen.  Von  dies 
Dreikant  und  Dreiflach  sind  entweder  sämtli 
Kanten  und  Flächen  reell  oder  nur  eine  Kante 
die  gegenüberliegende  Fläche,  die  beiden  and 
Paare  aber  konjugiert-imaginär.  Es  kann  aber  i 
vorkommen,  dafs  die  beiden  konzentrischen  kollinearen  Büssdei 
unendlich  viele  Doppelstrahlen  und  unendlich  viele  Doppel- 
ebenen  haben  (perspektivische  Lage);  von  jenen  liegt  alsüaim 
einer  isoliert  und  durch  ihn  gehen  nur  Doppelebenen;  alle 
übrigen  sind  dagegen  in  einer  Ebene  enthalten,  welche  selbst 
eine  isolierte  Doppelebene  ist.  Sind  endlich  die  beiden  Iros- 
zentrischen  Bündel  identisch,  so  ist  jeder  Strahl  in  ihnon 
Doppelstrahl  und  jede  Ebene  Doppelebene. 

Wenn  wir  andererseits  ein   ebenes  Punktfeld  c  und 


mit  demselben  kollineares  Strahlenbündel  O]  nehmen,  so  wi  ^ 
die  Frage,  ob  gewisse  Punkte  y:  in  den  ihnen  entsprechend^^ 
Strahlen  x,  liegen,  auf  die  oben  gelöste  Frage  zurückfQhre^^^|V 
Denn  denken  wir  uns  den  Träger  des  Punktfeldes  t  doppe^^ 
d.  h.  gleichzeitig  als  Träger  £,  eines  zweiten  Punktfeldes  IC^^^ 
welches  die  Strahlen  a-,  des  Strahlenbündels  Ci  auf  ihm  b^" 
stimuien,   so  ist  die  vorgelegte  Frage  mit  der  früheren  idei 
tisch,  ob  die  zusammenfallenden  kollinearen  Ebenen  £  und  « 


festen  Grundpunkteu ,  nämlich  den  vorigen  drei  festen   Punkten  (d 
einzigen  in  der  Ebene,  für  welche  eine  Gerade  durch    den  ihr  en' 
Rprecheuden  Punkt  geht)  und  aufserdem  demjenigen  als  vierten  Pnok 
welcher  der  Geraden  entspricht,  auf  der  der  ursprüngliche  Punkt  si« 
bewegt.   Diese  Verwandtschaft  hängt  nahe  zusammen  mit  der  bekuu^ 
ten  Stein  ersehen  Verwandtschaft  (Th.  d   K.  S.  302>,  auf  welche  dr: 
Betrachtung  eines  Kegelschnittbüschels  führt. 
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Doppelelemente  haben.     Wir  können  also  folgendes  Resultat 
aussprechen : 

Wenn  ein  ebenes  Punktfeld  s  und  ein  mit  dem- 
selben  kollineares    StrahlenbQndel   Oi   beliebig  im 
Räume    liegen,  so  kommt  es  im   allgemeinen  drei- 
mal vor,    dafs  ein  Punkt  x  des  Punktfeldes  in  dem 
ihm  entsprechenden  Strahle  o;,  des  Strahlenbündels 
liegt,  und  dreimal,  dafs  eineGerade  derEbene  £  in 
der  ihr  entsp  rech  enden  Ebene  des  Bündels  Df  liegt. 
Diese  drei  Strahlen  sind  die  Seiten  des  von  jenen 
drei  Punkten  gebildeten  Dreiecks.     Ecken  und  Sei- 
ten   dieses  Dreiecks  sind   entweder  sämtlich  reell,     ' 
oder    nur    eine   Ecke    und    die    gegenüberliegende 
Seite  sind   reell,    die  .beiden    anderen    Paare    aber 
konjugiert-imaginär.  Es  kann  aber  auch  vorkommen,  dafs 
unendlich  viele  Punkte  der  Ebene  £  in  den  ihnen  entsprechen- 
den   Strahlen  des  Bündels  d  und  unendlich  viele  Gerade  der 
Ebene  s  in  den  ihnen  entsprechenden  Ebenen  des  Bündels 
^1    liegen    (ohne    dafs   sämtliche    Strahlen   durch  die   ihnen 
^xitaprechenden  Punkte  gehen);   in  diesem  besonderen  Falle 
''^St  ein  Punkt  der  Ebene  £,  durch  virelchen  sein  entsprechen- 
der Strahl  geht,  isoliert  und  alle  übrigen  auf  einer  Geraden; 
^'Urch   ersteren    gehen    alle    Strahlen,    deren    entsprechende 
'^^'^Xien  durch  sie  selbst  gehen,  in  letzterer  liegen  alle  Punkte, 
^^i^B  entsprechende  Strahlen  durch  sie  selbst  gehen;   sie  ist 
^^her  selbst   ein  isolierter  Strahl    der  Ebene  £,   dessen  ent- 
^Pi^echende  Ebene  im  Bündel  Oi  durch  ihn  geht. 

^    *44.     Zwei  kollineare  Bündel  in  perspektivischer  Lage; 

die  auBgeseichneten  Elemente  derselben. 

Nehmen  wir  eine  beliebige  Ebene  £  und  zwei  aulserhalb 

.  ^*^Belben  liegende  Punkte  O   und  O,  im   Räume,  so  liefert 

^^**^r  Punkt  j:  der  Ebene  mit  O  und  Oj  verbunden  zwei  ent- 

^^^^chende  Strahlen  ,  O  r|  =  ^,  l^i  )^i  =  ^i;  und  jede  Gerade  g 

^^    Sbene  £   mit  C  und  C|  durch   Ebenen   verbunden  zwei 

^^t^prechende  Ebenen  5  und  g,  der  beiden  Bündel  C  und  O,, 

^^lole  in  perspektivischer  Lage   sich   befinden  und  dadurch 

kollineare  Beziehung  gesetzt  werden  (S.  3ö6).    Denn  nehmen 
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wir  irgend  vier  Punkte  a  b  c  b  der  Ebene  «,  Ton  denen  keine 
drei  in  einer  Geraden  liegen,  und  bestimmen  dorch  die  rier 
Paare  entsprechender  Strahlen: 

a    b    c    d 

a,    6,   Cj   rf, 

die  ganze  kollineare  Beziehung,  so  ist  unmittelbar  einzusehen, 
dals  alle  übrigen  Paare  entsprechender  Strahlen  xx,  sieb 
in  Punkten  r  der  Ebene  i  treffen  mGssen.  Aus  der  Pro- 
jekti?itat : 

a  [bcdxl     A     ^'i  [^i  ^i  ^i  ^i] 

folgt narolich,  weil  die  drei  Ebenenpaare  |a&],  [a|6|];  [at],  [aiCbY 
[nrf],  [«,</,]  sich  in  den  drei  Strahlen   ab  ,  jac  ,  |a  (  einer  Ebe«^^ 
schneiden,  dals  auch  das  Ebeneupaar  [ax],   [^i  x,]  sich    '^^ 
einer  Geraden  der  Ebene   €  schneiden  mufs  (S.  8)  und  a  '•^^ 
der  Projektivitat  der  Ebenen bQschel: 

b[acd  x]     A     ^1  '«I  f  1  «^  -'"il 
folgt,  dals  das  Ebenenpaar  [fcxj,  [&iX,]  sich  in  einer  Gerad^^'^ 
der  Ebene   s  schneiden  muls;  diese  beiden  Geraden   in  Ae.  er 
Ebene  f  schneiden  sich   aber  in  einem  Punkte  r  dersdb^P*'»; 
durch  welchen  sowohl  der  Strahl  x,  als  auch  der  Strahl       ^i 
gehen   mufs.   weil  alle  Tier  Ebenen   sich  in  dem   Punkte        ^ 
schneiden;    folglich    liegt    der  Schnittpunkt  jeder  zwei  eK3t- 
sprechender  Strahlen  x  x,  der  beiden  BQndel  in  der  Eben^    ' 
•  dem   {perspektivischen  Durchschnitt  i ;  also  stehen   auch  a^Kn- 
gekehrt  die  beiden  perspektivischen  Bündel  in  koUinearer  ^^ 
Ziehung.    Wir  können  demgemäis  folgenden  Satz  ausapreche^' 

Wenn    zwei    kollineare    Bündel    so    im    Rauxxie 
liegen.    daTs    vier   Paare   entsprechender   Strahlen 
^von  denen  keine  drei  eines  Bündels  in  einer  Ehe»* 
liegen    sich  in  vier  Punkten  treffen,  welche  in  ein«* 
Ebene  enthalten  sind,  dann  müssen  alle  Paare  exi  ^  ~ 
sprechender  Strahlen   sich  in  Punkten   treffen.  «!*• 
in  derselben  Ebene   liefen:  die   beiden  Bündel  t>^' 
finden  sich  dann  in  perspektivischer  Lage. 

Ist  die  koUineare  Beziehung  drr  Bündel  C  und  Cf 
mdii  hergestellt  durvh  die  {vn^fvktivische  Lage,   und  wird 
festgehalten,  so  können  \i:e  Gebilde  noch  in  gewisser  W 
ihre  l*igc    ver7tiAicru.   •  hi  c    Jats  siv   aut*horen  perspekti 


Hl.   Zw. 
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SU  liegen.  Wenn  nämlich  die  Verbindungslinie  der  Mittel- 
g>unkte  C  C,  feat  bleibt  und  die  Mittelpunkte  O  O,  auf  dieser 
:i'esten  Verbindungslinie  mit  den  Bündeln  sich  so  verschieben, 
«jafe  di(^  Strahlen  und  Ebenen  in  der  neuen  und  alten  L^e 
«inander  parallel  bleiben  (was  man  also  eine  parallele  Ver- 
schiebung ohne  Drehung  nennen  kann),  dann  bleibt  die 
unendlich -entfernte  Gerade  der  Ebene  t  unverändert;  es 
"bleiben  also  irgend  zwei  parallele  entsprechende  Strahlen  auch 
nach  der  Verschiebung  parall<;l;  eine  beliebige  durch  x)  C, 
l^elegte  Ebene  bleibt  nach  der  Verschiebung  ungeäridert,  also 
irgend  ein  Paar  entsprechender  Strahlen  in  dieser  Ebene  mufs 
«ich  auch  nach  der  Verschiebung  treffen;  endlich  bleiben  die 
in  der  Verbind ungalinie  |OC|j  vereinigten  entsprechenden 
«strahlen  auch  nach  der  Verschiebung  dieselben;  wir  erkennen 
also  die  Bedingung  der  perspektivischen  Lage  dadurch  als  er- 
füllt, dal's  vier  Paare  entsprechender  Strahlen  sich  in  Punkten 
treffen,  die  in  einer  Ebene  liegen.  Der  jedesmalige  perspekti- 
vische Durchschnitt  der  beiden  kollinearen  Bündel  ändert 
eich,  aber  bleibt  sich  bestiindig  parallel.  Wenn  daher  zwei 
kollineare  BQudel  einmal  in  perspektivische  Lage  gebracht 
werden  können,  so  ist  dies  noch  auf  unzählig  viele  andere 
.Arten  möglich,  die  in  einander  durch  parallele  Verschiebung 
Qbergeben;  insbesondere  können  auch  C'  und  C,  2ur  Deckung 
^langen. 

Gehen  wir  wiederum  von  der  anfänglichen  perspektivi- 
schen Lage  der  Bündel  C  und  0,  aus,  so  et^eben  sich  aus 
derselben  einige  besondere  Elementen  paare,  die  sich  bei  zwei 
allgemein  gegebenen  kollinearen  Bündeln  wiederfinden  kssen 
Es  ist  nämlich  klar,  dass  die  beiden  entsprechenden  Strahlen 
J  und  (/[,  welche  in  der  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte 
C'  C,  der  beiden  Brodel  vereinigt  sind,  die  Äxen  ent- 
sprechender gleicher  Ebenenbüschel  in  den  beiden 
kallinearen  Bündeln  sein  müssen,  und  es  ist  ferner  ersichtlich, 
aaTa  die  beiden  Ebenen,  welch«  durch  O  und  C,  parallel  zu  t, 
''■  b.  durch  die  unendlich -entfernte  Gerade  der  Ebene  i  ge- 
'^S^  Werden,  zwei  entsprechende  Ebenen  sein  werden,  welche 
'l'*'  Träger  entsprechender  gleicher  Strahlen  bSschel 
^•*.  weil  entsprechende  Strahlen  derselben  parallel  laufen. 
^■F   "«t  sodann  leicht  zu  sehen,  dal's  es  noch  ein  zweites  Paar 
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^i^zider  sind  (Th.  d.  K.  S.  32.);  die  Schenkel  der  entsprechen- 
den rechten  Winkel;  welche  gefunden  werden ,  indem  wir 
clvarch  O  und  O^  den  einzigen  Kreis  legen,  welcher  seinen 
ittelpunkt  in  der  Durchschnittslinie  der  Ebene  €  mit  der 
l)ene  des  Papiers  hat  Wir  haben  dadurch  zwei  ent- 
rechende rechtwinklige  Dreikante  r  5/  und  r,  5, /| 
fanden;  die  wiederum  einzig  in  den  beiden  Bündeln  sind, 
cichzeitig  sind  die  drei  Ebenenpaare : 

Q  =  lst']        a=[tr']        r  =  [rs] 

e  ZK  tsprechende  rechtwinklige  Dreiflache  in  beiden 
I^oliinearen  Ebenenbündeln  O  und  Ci.  Aus  bekannten  elemen- 
taren Eigenschaften  der  Figur  (Fig.  15)  folgt,  dafs  die  Strahlen 
^  isnd  t  Winkel  und  Nebenwinkel  zwischen  den  Strahlen  d 
xxrxd  d'  halbieren,  und  ebenso  die  Strahlen  Sy  und  t^  Winkel 
iiz&<]  Nebenwinkel  zwischen  den  Strahlen  d^  und  di  halbieren. 
"^önn  wir  die  oben  ermittelten  Paare  von  Ebenen  mit  den 
®*^t«p  rechenden  gleichen  Strahlbüscheln  in  den  beiden  kol- 
li^^eÄren  Bündeln  durch 

d  und  d, ,       8'  und  dl 

^©Zeichnen,  so  zeigt  die  Figur,  dafs  die  Ebenen  a  und  r 
^^inkel  und  Nebenwinkel  zwischen  den  Ebenen  8  und  d',  und 
gleichfalls  die  Ebenen  <y,  und  r,  Winkel  und  Nebenwinkel 
^^^ischen  den  Ebenen  8y  und  8\  halbieren,  umgekehrt  liegen  die 
•^^en  der  entsprechenden  gleichen  Ebenenbüschel  in  den  Ebenen 
^  ^Hd  Qy  und  sind  gleich  geneigt  gegen  die  Normalstrahlen  st 
^*^d  Sj  ty  in  diesen  Ebenen;  femer  gehen  die  Ebenen  der  ent- 
sprechenden gleichen  Strahlenbüschel  durch  die  Normalstrahlen 
^  "^ind  rj  und  sind  gleich  geneigt  gegen  die  Normalebenen 
^  '^   Und  6y  Tj . 

Aas  den  entsprechenden  rechtwinkligen  Dreikanten   und 

*^*^iflachen   fliefsen   noch   metrische  Relationen,   welche  die 

^^llineafe  Beziehung  in  gleicher  Weise  beherrschen,  wie  die 

^I^Hötante  Potenz  die  projektivische  Beziehung  einstufiger  Ge- 

J^^'de.    Seien  x  und  x^  ein  beliebiges  Paar  entsprechender  Strah- 

^^   der  beiden  kollinearen  Bündel;  dann  wird  die  Ebene  \rx] 

*^*'  entsprechenden  Ebene  [r^x^]  haben;  es  sind  aber  r  und  r, 

^^  A^en  zweier  Ebenenbüschel,  für  welche  die  Ebenenpaare 


9n 
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a  t  und  6^  Ti  die  eDtsprechenden  rechtwinkligen  Ebenenpaare 
(8.  10)  sind,  folglich  gilt  die  Relation: 

tg  ([rx],  [rsj) .  tg  (hrrj,  [r,ej)  =  konst 

oder,  wenn  wir  statt  eines  Winkels  das  Komplement  desselben 
setzen;  können  wir  anstatt  des  konstanten  Produkts  auch  den 
konstanten  Quotienten  setzen;  ähnliche  Relationen  gelten  auchcsf:«^ 
für  die  beiden  übrigen  Axenpaare  sSij  tt^\  wir  erhaltftir-^ ^^ 
also  drei  Eonstanten: 

(tg  ilrx],  [rs])  .  tg  ([r.ar,],  [r,<,])  -  *, 
I.    tg  ([sa:],  [st])  .  tg  ([s,x,],  [5,r,])  -=-  k, 
Itg  ([tx],  [tr])  .  tg  (U.x,],  [«,«,])  -  *,, 

die  aber,  wie  wir  leicht  erkennen,  nicht  von  einander 
abhängig  sind,   sondern   von   denen   eine   durch   die    beid« 
andern  ausgedrückt  werden  kann. 

In  der  That,  wenn  wir  ein  Dreikant  auffassen,  gebilA  ^^t 
von  zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Strahlen,  z.  B.  r  nn<L  $ 
und  dem  Strahle  x,  so  gilt  bekanntlich  die  Beziehung*): 


*)  Denn  denken  wir  uns  ein  rechtwinkliges  Parallelepipedon,  d 
Ben  drei  in  einer  Ecke  O  zusammenstofsende  Kanten  r st  seien 
dessen  Raunidiagonale  C'p  der  Strahl  x  sei,  so  folgt  unmittelbar,  wi 
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C'X.  :KC..  C.i^  lii«  Lliig«ii  der  litri  Kuiten  «1««  Pandleiepipcd* 
au>  der  Ki^ur  iFi«:    lA'' 


§  44.   Zwei  kollineare  Bündel  in  perspektivischer  Lage  etc.      383 

cos  (r,  x)  =  sin  (s,  x)  cos  (\sx]j  [sr\) , 

und  solche  Beziehungen  können  wir  durch  Vertauschung  der 
Strahlen  r  st  mit  einander  sechs  herstellen ,  die  also  lauten : 

(cos (r, x) •=  sin {ßjX) . cos ([«a:],  [sr])  =  sin (^,  x) . cos {\tx\  [tr]) 
cos (s,  a:) •=  8in(^,a:) . cos([/  x],  [^s])  =  sin  {r,x) . cos  {[rx],  [rs\) 
cos  (^,  a;)=sin(r,a;).cos([ra:],  [r<])  =  sin (s,a;).cos  {[sx],  \st])\ 

ans    diesen  Gleichungen  ergeben  sich  eine  grofse  Anzahl  an- 
dereT;   von  denen  wir  nur  einige  hervorheben  wollen.     Es 

folj^t;  ans: 

.    ,       N  COS  {tx)       cos  (s,  x) 

^  '     ^  "^  cos  ([ra;),[r*])        co8([ra;],[r«]) 

2  008  ff,  X)         C08([r4[rq)  ___  x^/r^^-,  r^^n 

^^Äfi   weiter: 

^11=  tg([54l^<]) 

folglich : 

3-      ^  {\rxl  \rs])  .  tg  {[sx\  [sf])  .  tg  ([^x],  [tr])  =  1 , 
and  da  in  gleicher  Weise: 

ist,  80  folgt  die  Bedingung: 

wonach  eine  der  drei  Konstanten  der  kollinearen  Beziehung 
▼on  den  beiden  andern  abhängt. 

Wir  bemerken  noch  folgende  Relationen: 


0?5.8in(«,a;)  =-^W 

«Q  =- O  $  .  cos  (f ,  ä) 

folglich  sin  (sx)  .  cos  {[sx],  [sr])  ^^  cos  (r,  x) 

und  aoch  0$  .  sin  (s, x)  »  $9i 

?8«.sin([«ar],  [»r])  =  «pD 

^Q  «O«p.cos(«,a;) 

sin  (8,  x)  .  sin  {[sx],  [sr])  =  cos  (t, x), 
woraus  durch  Quadrierung  beider  Qleichungen  hervorgeht: 

CO»*(r,  S)  -|-  cos*  (8,  X)  -|-  C0B*(i,  x)  =   1. 


384 


Aus 


und 


folgt: 
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•      ,         K  COS  («,  x) 

sin  (r,  X)  =  — ,,    \  r  \. 

/  N  COS  («,  ») 

cos  (r,  oS)  =  .    ,..  \-TrT\ 

f  <«  f. ')  -  .SlfM!.  ">«- 


4. 


^  l«;  ^;  —  cos  {[8XU  [8t\) 

^  l^  ^;  —  cos  ([txl  [tr]) ' 
woraus  u.  a.  folgt: 


5. 


tg(r,  x)  .  tg(5,  x)  .tg{t,x) 

1 


cos  i[ra:],  [r»J) .  cos([»a:3,  [8(]) .  cos ([*«],  [tr]) 

u.  s.  w. 

Ahnliche  Relationen  lassen  sich  ableiten,  wenn  wir 
beiden  entsprechenden  Dreiflache  q  0  t  und  Q^  <T|  r,  nehmi 
und  irgend   zwei   entsprechende  Ebenen  ^  und  g,  der  beid 
kollineareu  Bündel   auffassen;    da   wir   indessen    von  di 
Relationen  im  Folgenden  keinen  weiteren  Gebrauch  mach 
wollen,  so  übergehen  wir  sie  hier.     Ebenso  wollen  wir  aa< 
auf  die  Potenzebenen  und  Potenzstrahlen  hier   nicht  wei* 
eingehen. 

§  45.    Ermittelung  der  ausgezeichneten  Elemente  swei« 
kollinearen  Bündel  bei  beliebiger  Lage  derselben. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  gefundenen  ausgezei 
Elemente  zweier  kollinearen  Bündel :  die  entsprechenden 
winkligen  Dreikante  und   Dreiflache,   die  beiden   Paare  e 
sprechender    gleicher    Strahlbüschel    und    die    beiden 
entsprechender    gleicher     Ebenenbüschel    lassen    sich    ao 
unabhängig  von  der  perspektivischen  Lage  bei  zwei  allgeme 
gegebenen  kollinearen  Bündeln  ermitteln,  und  dadurch  gelin 
es,   zwei  allgemein  gegebene  kollineare  Bündel 
perspektivische  Lage  zu  bringen. 

Wenn  zwei  kollineare  Bündel  D  und  Cp  etwa  durch  t 
Paare   von    einander  unabhängiger  entsprechender  Eleme; 

I      1        7  l  gegeben  sind,  so  beantworten  wir  zuerst  die  F: 
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ob  es  in  dem  BOndel  O  einen  solchen  Strahl  x  und  die  Normal- 
ebene I  desselben  giebt^  dafs  die  entsprechenden  Elemente 
x,  tind  ||  im  Bündel  £)|  auch  zu  einander  normal  sind? 

Nehmen  wir  zwei  beliebige  entsprechende  Strahlen  x 
und  a;j  der  beiden  kollinearen  Bündel  O  und  Dj,  so  wird 
der  zum  Strahle  x  normal  gelegten  Ebene  ^  des  Bündels  O 
im  allgemeinen  eine  Ebene  ^j  entsprechen^  welche  nicht  auf 
dem  Strahle  x^  normal  steht.  Verändern  wir  aber  den  Strahl 
Xy  so  verändert  sich  mit  ihm  auch  |  und  beschreibt  das 
komplementäre  Bündel  £)  [^]  zu  dem  Strahlenbündel  0|:z;i 
(S.  357),  welches  zu  ihm  in  reziproker  Beziehung  steht; 
der  Ebene  ^  entspricht  nun  vermöge  der  gegebenen  kollinearen 
Beziehung  die  Ebene  g,  des  Bündels  Oi',  folglich  stehen  die 
Bündel  £)  [5]  und  0|  [S^]  in  kollinearer  Beziehung;  wenn  wir 
nun  auf  dem  Strahle  x^  eine  Ebene  §1  im  Bündel  D|  normal 
stellen;  so  beschreiben  bei  der  Bewegung  die  Ebenen  ^,  und 
^i  konzentrische  kollineare  Bündel;  denn  es  ist 

Bündel  Oj  [gj  kollinear  mit  O  fg] 

ii       O  [I]     reziprok    mit  O  |  j:| 

;;       ^\^\     koUinear  mit  O,  \Xy^  \ 

,;        Ol  |x,  I  reziprok    mit  Oi  [gl], 

folglich  ist  auch  das  Bündel  Oi  [g,]  mit  dem  Bündel  Oi  [II] 

kollinear  und  konzentrisch  und  sobald  es  sich  ereignet,  dais 

z^v^^i  entsprechende   Ebenen  |j   und  ^\   zusammenfallen;    ist 

oflfienbar    die   geforderte  Bedingung   erfüllt.    Dies  tritt  aber, 

wir   wissen  (S.  376),  im  allgemeinen  dreimal   ein,  und 

^  dieser  drei  Lösungen  der  Aufgabe    ist  immer   reell;    in 

Falle  zeigt  sich  aber,  dals  die  beiden  andern  Lösungen 

»lÄCih  reell  sein  müssen ;  denn  sei  das  eine  immer  reelle  Paar 

diL'bpreehender  Strahlen   r  und  r^   gefunden,   deren  Normal- 

el>^jien  Q  und  (>,  ebenfalls  entsprechende  Ebenen  sind,  so  werden 

^^'ta&tere    die  Träger    zweier    projektivischen    Strahlenbüschel 

der*  beiden  kollinearen  Bündel  sein,  welche  bekanntlich  immer 

^''^©i   reelle    Paare    entsprechender    rechtwinkliger    Strahlen 

*^i    und  tt^  haben  (die  Schenkel  der   entsprechenden   rechten 

'^mkel    st  und   s^t^)\    da    diese    reell    sind,   so   wird  auch 

**^    Paar  sSy^  die   oben  verlangte  Eigenschaft  besitzen,   dals 

oio  ^Normalebene  \r{]  =  a  des  Strahles  s  zur  entsprechenden 

^  Th«or.  d.  Oberfl.  2.  Ordn.  25 


386         §  ^ö*   Ermittelung  der  ausgezeichoeten  Elemente  etc. 

Ebene  hat  die  Normalebene  lr^i^']  =:  0^  des  Strahles  8^,  und 
dasselbe  gilt  von  dem  Strahlenpaar  tt^]  sobald  also  eine 
Lösung  der  Aufgabe  reell  ist^  müssen  auch  die  beiden  übrigen 
reell  sein.  Diese  drei  Strahlenpaare  rr^y  ss^  und  tt^  selbst  zu 
finden  ist  natürlich  ein  Problem  dritten  Grades  und  von  uns 
zurückgeführt  auf  das  Fundamentalproblem  des  §  43.  Be- 
merkenswert ist  für  unsere  vorliegende  Frage  der  Umstand^ 
dafs    die    beiden    entspjrechenden     rechtwinkligen 

Dreikante 

rst    und    fj  Sj  ^, 

der  kollinearen  Bündel  O  und  0|  immer  reell  vor- 
handen sind. 

(Den  besonderen  Fall,  dafs  die  in  den  Ebenen  q  und  g^ 
enthaltenen  Strahlenbüschel  einander  gleich  sind^  dafs  es  also 
unendlich  viele  Tripel  entsprechender  rechtwinkliger  Drei- 
kante giebt;  lassen  wir  hier  bei  Seite,  um  die  allgemeine 
Untersuchung  nicht  zu  unterbrechen.) 

Mit    diesen    entsprechenden    rechtwinkligen    Dreikanten 

sind    zugleich  die  entsprechenden  rechtwinkligen  Dreiflache 

gefunden : 

Q  =  [$t]        0  =  [tr]         T  «=  [r  s] 

Qi  =  [s^  t{]     <y,  =  [t^  rj     Ti  =  [rj  5,] . 

Um  nun  zu  ermitteln,  ob  es  entsprechende  gleich 
Strahlenbüschel  in  den  beiden  kollinearen  Bündel 
O   uud  Ol  giebt,   bemerken  wir  im  voraus,  da(s  die  Trage: 
derselben   notwendig  Ebenen  sein  müssen,  welche  durch 
Paar  der  entsprechenden  Normalstrahlen  r  r,  oder  s  s^  oder  t 
hindurchgehen;  denn  wäre  dies   nicht  der  Fall  und  |S, 
Ebenenpaar  der  gesuchten  Art,  so  wären  die  Schnittlinien  { £ 
und  I  Si  (>i  I  entsprechende  Strahlen  und  wegen  der  Gleichh 
der  Strahlenbüschel  auch  die  auf  diesen  Schnittlinien  rec 
winkligen   Strahlen  y  und  y^   entsprechend   in  den  Eben 
Sli;    dann    müfsten    sich    also    auch    die  Ebenen    [ry] 
[r|  Vi]  entsprechen  und  von  diesen  Ebenen  sind  die  Norm 
strahlen    \^q\    und    ^i(>i|,    welche   sich    auch    entspreche 
folglich  hätten  wir  ein  viertes  solches  Paar,  wie  es  zu 
der  Untersuchung   ermittelt  wurde;   es   giebt  aber  im 
meinen  nur  drei  solcher  Paare,  folglich  können  die  StrahA^ 
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HqI  and  |||  (>i|  nur  entweder  mit  s  und  5|,  oder  mit  t  und 
uns  t^  koinzidieren^  oder  die  Ebenen  ^g,  müssen  durch  r 
i3nd  r|  gehen;  in  welchem  Falle  die  Strahlen  yy^  mit  rr^ 
koinzidieren.  In  jedem  Fall  müssen  also  die  Ebenen  mit  ent- 
sj)rechenden  gleichen  Strahlenbüscheln  durch  eines  der  drei 
Paare  entsprechender  Normalstrahlen  gehen. 

Legen  wir  demnach  durch  die  Strahlen  r  und  r^   zwei 

entsprechende  Ebenen  |  und  ^^,  so  sind  in  den  projektivischen , 

■Strahlenbüscheln,    welche    diese    enthalten ,   nicht    nur    rr^ 

sondern  auch  die  Schnittlinien  \ri\  und  |r,  |,|  entsprechende 

Strsüilen,  und  diese  Strahlenpaare  schliefen  rechte,  also  gleiche 

^Vixikel    ein;   gäbe    es   nun    irgend  ein  drittes  Strahlenpaar 

^^  «a?,    in  diesen  projekti vischen  Strahlenbüscheln   von  der  Be- 

sclxafifenheit ,  dafs  der  Winkel 

{,  so  müfsten  die  Strahlenbüschel  projektivisch-gleich  sein ; 

haben  also  die  Ebenen  |  und  |j  so  zu  wählen,  dafs  dieser 
eintritt. 

Wenn  wir  uns  der  aus  der  Eigenschaft  der  konstanten 
"^^ti^nz  entspringenden  metrischen  Beziehungen  erinnern 
CS.    384),  wonach 

*^^     liefert  die  Bedingung  (rx)  =  (r,  Xi)  folgende: 

tg([txl  [tr])  _  .tg(ff,.r,],  r^r,]) 
COB ([rxl  [r3\)         COB  (fria:|  j,  [r,s,)J 

d^    j^  ^.    ^     cos  {[rxl  [rsj) 

■^^   aufserdem  haben  wir 

Wenn  wir  daher  die  beiden  Winkel: 

([r  a?],  [rs])  =.g?    ([r,  a;,],  [r,  5,])  =  g?, 
Zeichnen,  so   würden  dieselben  durch  die  Bedingungen  zu 


immen  sein: 


008  (pi  •'         tg  qp|  * 


^^^  da  die  oben  (S.  383)  gefundene  Bedingung  zwischen  den 
^^i  Konstanten  k^k2li.^  stattfindet: 


26 


1 
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I 


tCt  ICm  K«  *^*  L 

COS  (p  OB  k^  cos  9| 
^^2  sin  9  =  sin  <p^ 


Aus  diesen  beiden  Gleichungen    lassen   sich   die  Wei — i^vte 
Yon  g>  und  9,  ermitteln ,  nämlich: 


sin '9  = 


1  "~~/vj  Km 

C08V  = 


Aj-l 


^1 ^3      ^8 


X"""/?*  Ä«  Atj  ht^~~~'x 


8in^g)j 


008^9, 


\-k\ 


i-*JitJ       itjtj j 


D. 


Damit  hieraus  reelle  Werte  für  9  und  ^j  sich 
ist    einmal   nötig ,    dafs  die  Werte  für  sin^  9  cos^  q>  sin' 
cos  '^q>y    positiv,  und  zweitens,    dafs  sie  kleiner  als   1  sei 
Dies  wird  nur  der  Fall  sein,  wenn 

entweder  Äj  >  1     ^'3  >  1 

oder  k^  <'\     Ajj  <  1 ; 

ob  nun  eine  dieser  Bedingungen  erfüllt  wird,  d.  h.  ob  du«"^ 
r  und  r|  zwei  entsprechende  Ebenen  gehen,  welche  gleich  1^^ 
entsprechende  Strahlenbüschel  enthalten,  läfst  sich  a  prE 
nicht  entscheiden,  sobald  wir  die  Werte  der  Konstanten 
und  k^  nicht  kennen.  Aber  wir  wissen,  dafs  zwischen 
drei  Konstanten  k^  k.^  A'3  die  Bedingung  besteht: 

k^h2k^  t=s  1 , 

aus  welcher  folgt,  dafs  weder  alle  drei  gröfser,  noch  alle  A 
kleiner  als  1  sein  können;   es  sind  daher  nur  folgende 
Falle  möglich: 


*. 


41 
3tf 


i,  <  r  fc,  <  1 1 ÄJ,  <  1  i  A:,  >  1  *i  >  l 
fcj  >  1    fc.^  <  1 '  Ä2  >  1 1  *2  >  1   *2  <  1 

h  >  1  Ä"3  >  1  '*3  <  ^  h  <  1  fcs  >  1 


*,  >  1 

k,>  1 

*3<    1 


und  diese  sechs  Fälle  entsprechen  gerade  den  sechs  Bedin, 
welche  erfüllt  werden  müssen,  wenn  es  durch  eines  der 
Strahlenpaare    rr^,   ss^,    tt^    Ebenen    mit    entsprechen 
gleichen  Strahlenbüscheln  geben  soll,  nämlich: 

rr^  ssx  tt^ 

\  >  1    i,  <  1 


Äj  >  r  Ä'2  <  1 
*,>  11*3  <  1 


*3>    l'*3<    1 

Äj  >  1  I A,  <  1 


*2  >    1     t,  <   1 
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Da  nur  einer  der  obigen  sechs  Fälle  eintreten  kann,  und 
rch  das  Eintreten  eines  derselben  die  Dbrigen  fünf  aus- 
ichloasen  sind,  so  giebt  es  auch  nur  durch  ein  Paar  Normal- 
ahlen  Ebenen  von  der  verlangten  Beschaffenheit.  Wir 
onen  dieses  besondere  Paar  rr,,  nehmen  also  den  Fall  an: 

,<i 

,  >  1  nnd  haben  dann  die  reellen  Winkel  9  und  ip,  ans 

.>1 

Q  obigen  Gleichungen   zu  bestimmen  oder  einfacher  durch 
gende  elementare  Konstruktion  zu  ermitteln: 

Denken  wir  ans  (Fig.  17)  die  beiden  gegebenen  Bändel 
and  O,  so  im  Räume  gestellt,  dafs  die  besonderen  Strahlen 


uid  r^  parallel  laufen,  und  die  besonderen  Strahlen  s  und 
aqf  einander  falleu,  also  auch  t  und  f,  parallel  laufen,  and 
die  Ebene  des  Papiers  diejenige,  in  welcher  die  Strahlen- 
de 88,,  ttj  liegen,  während  rr^  normal  auf  der  Ebene  des 
■iers  stehen,  dann  sind  die  Winkel: 

drx],  [rsj)  =  fp    und     ([fiS:,],  [r,s,])  =  9), 

ifa.  die  beiden  Bedingungen: 
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8in  <jp,  kf       ^  ^  ^      ' 

^  =  k,        (k,  <  1) 

ZU  ermitteln  oder  was  dasselbe  ist,  es  sind  in  der  Ebene  {s^      t] 
oder   [s,  ^,]   zwei  Strahlen  x  und  a;,  durch  C  und  Oi   so 
ziehen,  dafs  L  (xs)  =  (p  und  L  (^i^i)  =  fpi  wird.    Schneid« 
sich  zwei  solche  Strahlen  im  Punkte  j:,  und  ist  t)  der  Fursponl 
des  aus  x  auf  |£)Oi|   herabgelassenen   Perpendikels,  so 
Ol)  .  tg  g)  =  O^  t) .  tg  qpj  und  Oy  .  sin  g)  «=  O,  ]C .  sin  <p^ ,  al 

^-=/c,      und     -^'=*,; 

durch  die  erste  Bedingung  sind  zwei  Punkte  t)  uncLi^' 
der  Verbindungslinie  |OOil  bestimmt,  die  durch  C  und 
harmonisch  getrennt  werden,  von  denen  also  der  eine  t)  z^ 
sehen,  der  andere  xf  aufserhalb  der  Strecke  DO,  liegt,  x\: —  -pJ 
da  Ä,  <  1  ist,  so  liegt  i)  näher  an  O,  als  an  O.  Denk  «o 
wir  uns  in   \)  und   \)    Perpendikel  auf  |DO,  |   errichtet,  ^ 

mufs  auf  diesen  der  gesuchte  Punkt  r  liegen;  aus  der  zweit^=^i^ 
Bedingung  folgt,  dais  der  Punkt  j:  auf  einem  bestimnit=:=2^ 
Kreise  liegt,  welcher  seinen  Mittelpunkt  in  der  Geraden  Od^i' 
hat,  und  für  welchen  die  Endpunkte  dieses  Durchmess^^*^ 
durch  O  und  O,  harmonisch  getrennt  werden.  Nennen  wii^^*"  ^ 
und  j'  die  Endpunkte  dieses  Durchmessers,  so  teilen  die  Punls — ^te 
j  und   j'  die   Strecke  OC,  in  dem  gegebenen  Verhältnis  m^^v 


da  aber     '  ^  =    —  =  k^lc^    und   k^  >  1   ist,   so  schliefist  ^Äw 

Punktepaar  jj'  das   vorhin   gefundene   Punktepaar  tst)'  gi^^ — ^iz 
ein;   wenn   wir    also   über    jj'   als  Durchmesser  einen   Ki^  ^^ 
beschreiben  und  in  t>  und  t>'  Normalen  auf  dem  Durchmes^**' 
jj'    errichten,  so  müssen  diese  Geraden  den  Kreis  in  reell  ^"^ 
Punktepaaren    schneiden;    diese    Schnittpunkte    liegen 
paarweise   mit  O  und  C,  in  vier  Geraden,  die    symmel 
liegen    zu     OOJ,    wie    aus    bekannten    Eigenschaften    A* 
Kreises  hervorgeht. 

Wir  finden   also   nur  zwei  Strahlenpaare  xx^  und  x'.r''*  * 
die  symmetrisch  liegen  zu   S5,    als  den  Forderungen  der  Au^*- 
gäbe  genügend,  und  die  FIbenenpaare  [rj]  =  d  und  [r,  xj  -=  ^^^  ** 
[rx]  =  d'   und   [ri^ij  =  ö[   sind  die  einzigen,   reell  vorbiu^  — ^^* 
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denen  Paare  yon  entsprechenden  Ebenen  der  beiden  Bündel, 
irelche  die  Trager  projektivisch-gleicher  StrahlenbQschel  sind. 
Sind  diese  nun  ermittelt,  so  ist  es  sehr  leicht,  die  Axen 
entsprechender    gleicher    Ebenenbüschel    in    den 
beiden  kollinearen  Bündeln  zu  finden.    Halten  wir  die 
vorige    Li^e,    in   welche    wir    die    beiden   Bündel   gebracht 
liaben  (Fig.  17),  fest,  so  liegen  die  Ebenen  [st]  und  [s^t^] 
mit  der  Ebene  des  Papiers  vereinigt,  und   da  das  Strahlen- 
jMksur  ss^  zusammenfallt,  so  liegen  die  in  diesen  Ebenen  ent- 
lialtenen  entsprechenden  Strahlenbüschel  perspektivisch;  ihr 
perspektivischer  Durchschnitt  ist,  da  tt^  parallel  laufen,  die 
Gerade  \j:t)\.    Wenn  wir  nun  von  D  auf  den  Strahl  x,  das 
P^Ypendikel  d  und  von  Oi  auf  den  Strahl  x  das  Perpendikel 
^t      föUen,  so  schneiden  sich  d  und  d^  offenbar  auf  der  6e- 
i^ckden  \x^\y  ^^^  ^^  daher  entsprechende  Strahlen  der  beiden 
-BOoidel.     Die  in  den  Ebenen  [rx]  =  d  und  [rjX,]  =  tfj  ent- 
haltenen Strahlenbüschel  sind  gleich;  nehmen  wir  daher  zwei 
h^liebige  entsprechende  Strahlen  yy^  dieser  gleichen  Strahlen- 
htlechel,  so  haben  wir  einmal: 

Z.(^,y)  =  Z.(^,,y,), 

fömer  der  Konstruktion  zufolge 

L  (a?,d)  =  L(:r,,d,) 
^^x^cl  drittens  der  Neigungswinkel 

L  {[xyl  [xd\)  =  L  {[x,y,l  [x,d,])  =  90«, 

folglich    sind    die    beiden   Dreikante  xyd  und    x^y^d^    kon- 
S^oent,  und  daraus  folgt,  dafs  auch  die  Neigungswinkel: 

Lildx],  [dy])     und     L  ([d,x,],  [d,y,]) 

^Haiider  gleich  sind.  Dies  heifst  aber,  wenn  wir  den  Strahl 
y  verändern,  nichts  anderes,  als  dafs  die  beiden  Ebenen- 
pQaehel,  deren  Axen  die  entsprechenden  Strahlen  d  d^  sind 
^^  den  kollinearen  Bündeln  einander  gleich  sind.  In  gleicher 
^^«ise  finden  wir  das  zweite  Paar  Axen  d'd'i  entsprechender 
Speicher  Ebenenbüschel  der  beiden  kollinearen  Bündel,  welche 
^yinmetrisch  zu  d  und  dy  liegen  in  Bezug  auf  die  Strahlen- 
P^^re  8t  und  8^  t^ . 

Wir  können  demgemäfs  folgendes  Resultat  der  vorigen 
^^tersuchung  aussprechen: 
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In  zwei  beliebig  gegebenen  kollinearen  Bün- 
deln O  und  Ol  giebt  es  allemal  ein  Paar  entspre- 
chender rechtwinkliger  Dreikante  rst  und  r,S|^,, 
deren  Kanten  (Normalstrahlen)  paarweise  durch 
Ebenen  verbunden  gleichzeitig  ein  Paar  entspre- 
chender rechtwinkliger  Dreiflache  qöz  und  Pii^fti 
(Normalebenen)  liefern.  Ferner  giebt  es  allemal 
zwei  Paare  entsprechender  gleicher  Strahlen- 
büschel in  den  Ebenen  d  und  d,,  d'  und  di;  diese 
Ebenen  gehen  durch  ein  Paar  Normalstrahlen  (rr,) 
und  sind  gleich  geneigt  zu  den  in  diesen  Normal-, 
strahlen  sich  schneidenden  Normalebenen.  End- 
lich giebt  es  allemal  zwei  Paare  Axen  entspre- 
chender gleicher  Ebenenbüschel  d  und  d^,  d'  und  dl\ 
diese  liegen  in  einem  Paare  Normalebenen  (qQi) 
und  zwar  denjenigen,  welche  auf  dem  vorigen  Paar 
N  or  m  als trahlen(rri)  senk  recht  stehen.  Die  Strahlen- 
paare dd'  und  didi  sind  gleich  geneigt  zo  den 
Normalstrahlen  st  und  ^|/,,  in  deren  Ebenen  sie 
liegen. 

Nachdem    wir    diese    ausgezeichneten    Elemente    zweiei 
koUiueareu  Bündel  ermittelt  haben,  ist  es  nun  leicht,   di< 
Bündel   in   perspektivische  Lage   zu   bringen;    wir   branehei 
sie  nämlich  nur  so  im  Räume  zu  stellen ,   daTs  entweder  da_^8 
auiigezeiohnete    Strahlen  paar    Jrf,   oder  d'd[   in    die  Verbir=zi- 
duug^linie   der   Mittelpunkte    C  C^    hineinfallt    und   al8dan_^«n 
um  diese  /usammeufalleuden  entsprechenden  Strahlen   so 
drehen.  daTs  die  eut^i^prechenden  gleichen  Ebenenbüschel,  den 
Axen  ii'  und  (/,  oder  d  und  d'i  sind,  identisch  auf  einander  fallej 
dann   l>etiuden   sich    die  Bündel    allemal    in   perspektivisch 
Lage;    denn    K^eu   wir  durch     CCt     eine  beliebige  Ebei        ig> 
:%o  enthält  :iie  zwei  zusammenfallende  entsprechende  Eben^^SD, 
aUo   mü$:>er.    irgend  zwei   eut:>prevhende  Strahlen    in  dies — '  cp 
Kbeneu    sivl;    treffen:    legen    wir   aber    drei  solcher  Eben .     cd 
durvh     C  C .     und    tusseu  in   jeder  derselben  ein    beliebi^S^ 
Stnihleuj'ikir   au:\    so   erhalten   wir  drei   TreSponkte,    dnir    ch 
welche   eine  Kbeue  c  bvsriniiiit   wird:  diese  schneidet  die       in 
CC.     vcrt^iuiiTtei:   ^trAhle:■    :n  einem   vierten   Punkte,  LMJod 
>«ir    kör.ncr,    uäiiit    sigeu.    .ii.'s    vier  Paare    entsprechem.^^ 
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Strahlen  sich  in  vier  Punkten  einer  Ebene  t  treffen,  wodurch 
^<^  perspektivische  Lage  nachgewiesen  ist  (S.  378).  Haben 
*ir  «Dt"  die  eine  oder  andere  Weise,  durch  Vereinigung  von 
dt^^  oder  von  d'il',  perspektivische  Lage  herbeigeführt,  so 
könneu  wir,  wie  schon  auf  S.  379  bemerkt  wurde,  die  beiden 
Bflndel,  ohne  sie  zu  drehen,  parallel  mit  sich  ao  verschieben, 
""als  die  Strahlen  äd,  oder  d'di  und  zugleich  die  ganzen 
^beQeDbüscbel ,  deren  Axeu  sie  sind,  unverändert  bleiben; 
''1*  perspektivische  Lage  bleibt  dabei  erbalten,  während  der 
Pw^pektivische  Durcbachuitt  sich  parallel  verschiebt.  Hieraus 
^Jgt,  dafs  sich  zwei  kollineare  Bündel  immer  auf 
iDeudlich  -  viele  Arten  in  perspektivische  Lage 
'fingen  lassen;  diese  zerfallen  in  zwei  wesentlich  ver- 
iedene  Gruppen,  je  nachdem  die  entsprechenden  gleichen 
ib«nenbÖ8chel ,  deren  Axen  d  und  d,  sind,  oder  diejenigen, 
n  Axen  rT  und  di  sind ,  zur  Deckung  gebracht  werden. 
Knerhalb  derselben  Gruppe  küuncn  noch  durch  parallele 
crschiebung  die  Mittelpunkte  der  Bündel  zur  Koinzidenz  ge- 
**»cht  werden. 

Während  aus  den  vorhergehenden  Untersuchungen  er- 
"«Ut,  dal's  sowohl  zwei  allgemein  gegebene  kollineare  Punkt- 
■eider,  als  auch  zwei  allgemein  gegebene  kollineare  Strahlen- 
bQndel  allemal  auf  die  perspektivische  Lage  zurückgeführt 
Verden  können,  und  wie  dies  bewerkstelligt  wird,  lassen  sich 
**Ag«gen  zwei  kollineare  Gebilde,  von  denen  eines 
^iQ  «benesPunktfeldfund  das  andere  ein  St rablen- 
''Ondel  O,  ist,  im  allgemeinen  nicht  in  perspektivi- 
"'^he  Lage  bringen,  d.  h.  in  eine  solche  Lage  bringen, 
lOafij  jeder  Strahl  des  Bündels  durch  den  ihm  entsprechenden 
Vunkt  des  Pnnktfeldes  geht;  denn  wäre  dies  möglich,  ao 
IChIc  auch  die  Punktreihe,  welche  auf  der  uneudlich-ent- 
[«niten  Geraden  g^  der  Ebene  *  liegt,  mit  dem  ihr  ent- 
'ii^endea  bestimmten  Strahlen büschel  des  Bündels  C,  per- 
'cktiviBch  gelegt  werden  können.  Dies  ist  aber  imallgenieineu 
■cbt  möglich;  denn  die  Puuktreihe  auf  i/,  mit  jedem  Punkte  o 
Kaumes  verbunden  liefert  ein  bestimmtes  Strahle nbüschel 
.  welches  sich  immer  gleich  bleibt,  wo  auch  o  liegen  mag 
h.  zwei  Strahlen  von  irgend  einem  Funkte  o  nach  a^  und 
lehliei'sen  denselben  Winkel   mit  einander  ein,   wie  zwei 
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Strahlen  von  einem  andern  Punkte  o'  nach  a^  und  b^]; 
wenn  daher  dieses  Strahlenbüschel  o  dem  Strahlenbfischel 
im  Bündel  O, ,  welches  den  Punkten  von  g^  entspricht, 
nicht  projektivisch  gleich  ist,  so  läsfl;  sich  letzteres  nicht 
mit  der  Punktreihe  auf  g^  perspektivisch  legen:  also  laneo 
sich,  da  diese  Bedingung  im  allgemeinen  nicht  erfüllt  n 
sein  braucht,  zwei  kollineare  Gebilde  s  und  d  nicht  in  per 
spektivische  Lage  bringen. 

Ist  aber  insbesondere  die  Bedingung  erfüllt,  daTs  irgend 
ein  Strahlenbüschel,  welches  nach  der  Punktreibe  auf  g^  der 
Ebene  e  hingeht,  projekiivisch- gleich  ist  mit  demjenigen 
Strahlenbüschel  in  der  entsprechenden  Ebene  y^  des  Bfln- 
dels  D],  welches  den  Punkten  auf  g^  entspricht,  dann  bnn 
perspektivische  Lage  der  beiden  Gebilde  auf  folgende  Art 
hergestellt  werden: 

Man  errichte  auf  der  Ebene  y^  die  Normale  ;},  und  soche 
denjenigen  Punkt  p  der  Ebene  £,    welcher  dem  Strahle  pt 
des  Bündels  0|  entspricht.    Dann  stelle  man  das  Bündel  T-  « 
so,  dafs  der  Strahl  j>j  durch  den  Punkt  p  geht,  die  Ebene  f^i 
der  Ebene  f  parallel  wird,  und  das  Strahlenbüschel  in  de' 
Ebene  y,   mit   der  entsprechenden  Punktreihe   auf  g^  pe^' 
spektivisch  liegt,   was  durch   Drehung  des  Bündels  Ci  v<^ 
den   Strahl  p,   immer  möglich  ist.     Dadurch  ist  zwar  nocb 
nicht  die  perspektivische  Ls^e  erreicht;  aber  man  kann  jet^ 
den  Mittelpunkt  d  des    Bündels,   ohne  dasselbe   zu  drehet» ▼ 
so  auf  dem  Sirahle  p^  parallel  mit  sich  verschieben,  dafs  eis> 
beliebiger  Punkt  r  der  Ebene  s  auf  den  ihm  entsprechendef* 
Strahl   rj   zu  liegen   kommt;   denn   nimmt  man  einen  belle' 
bigen  Punkt  r  der  Ebene  s,  und  triffk  |prl  die  Gerade  g^i^ 
d^,  so  entspricht  dem   Strahle  Ipr^^l   eine  Ebene  des  Bto- 
dels  O,,   die  durch  p^  und  ^^,  also  auch  durch  r  geht,  wkI 
in   dieser  Ebene   liegt  der  Strahl  r, ;   man   kann   also  dorcb 
parallele  Verschiebung  des  Bündels  O,  längs  des  Strahles  pi 
es  bewirken,  daGs  r,  durch  r  geht;  dann  hat  man  vier  StraUeO 
des  Bündels  O],  von  denen  keine  drei  in  einer  Ebene  liege»« 
nämlich    die  Strahlen   p^   r,    und    irgend   zwei    Strahlen  ii<* 
Bündel  Ci,   welche   durch   die  ihnen  entsprechenden  Punkt«? 
auf  g^  gehen,    und  solchen   vier  Strahlen   entsprechen  W^ 
Punkte   der  Ebene  £,  die  bez.  auf  denselben  liegen;  folglich* 
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'tnßssen,  wie  oben  nachgewiesen  ist,  sümtliche  Sti'ahleu  des 
BQnileU  tlurcii  die  ihDen  entsprechenden  Punkte  der  Ebene 
geheil,  d.  h.  es  findet  perspektivische  Lage  statt.  Dieselbe 
wird  auch  noch  durch  eine  zweite  Steliuug  des  Bündels  er- 
reicht, die  wir  dadurch  erhalten,  dafs  wir  von  der  eben  erhal- 
tenen Lage  das  Spiegelbild  des  Bündels  nehmen  iu  Bezug 
auf  die  Ebene  t.  Es  lassen  sich  demnach  die  beiden  (Jebilde, 
auch  wenn  die  vorausgesetzte  Bedingung  erföllt  wird,  nur 
»nf  zwei  Arten  in  perspektivische  Lage  bringen. 

1§  46.  iQvolutorisohe  liage  zweier  zuaammenliagenden 
kol linearen  Ebenen. 
Bekanntlich  lassen  sich  zwei  beliebige  projektiviscbe 
rade  Punktreihen  mit  ihren  Trägern  allemal  so  auf  einander 
;en,  dafs  wenn  in  irgend  einem  Punkte  derselben  v  und 
»t  vereinigt  sind,  die  entsprechenden  Punkte  r,  und  i)  zu- 
sammenfallen, und  sobald  dies  nur  einmal  stattfindet,  tritt 
es  immer  ein,  wo  man  auch  die  vereinigten  Punkte  v(l)|) 
auf  dem  gemeinsamen  Träger  wählen  mag.  (Th.  d.  K.  S.  49.) 
Sin  dieser  involutorischen  Lage  der  beiden  projektivi- 
«chen  Punktreihen  analoges  Aufeinanderlegen  zweier  kolli- 
oearen  Ebenen  wollen  wir  jetzt  aufsuchen.  Seien  zwei  kolli- 
"earr  Ebenen  i  und  «,  so  auf  einander  gelegt,  dafs  es  zunächst 
Hur  einmal  vorkomme,  dafs  den  zusammenliegenden  Punkten 
'i  ■*"  b,  die  ebenfalls  vereinigten  Punkte  a,  ^  b  entsprechen ; 
^na  ist  klar,  dafs  die  Verbindungslinie  |iib|  =■  i,n,  eine 
*^op|»elgerade  der  beiden  kollinearen  Ebenen  sein  muis,  und 
d»  die  derselben  angehi'irigen  beiden  projektivischeu  Punkt- 
''eihen  einmal  das  Paar  |ab|  auf  |b|a,|  liegend  haben,  so 
'iegen  sie  involutorisch ,  also  sämtliche  Paare  entsprechender 
eicher  Strecken  dieser  beiden  projektivischen  Punktreihen 
[  Wien  verkehrt  auf  einander  (Th.  d.  K.  §  16).  Die  beiden 
Doppelpunkte  der  kollinearen  Ebenen  auf  der  Doppelgcraden 
>!'>Qiieii  entweder  reell  oder  konjugiert- imaginär  sein  (hjper- 
'"hsche  oder  elliptische  Punktinvolution);  der  dritte  Doppel- 
^jonkt  mui«  aber,  wie  wir  wissen  (8.  372),  immer  reell  sein; 
1  wir  ihn  p  =  p, ,  dann  wird  er  der  Mittelpunkt  einer 
<lileiUDTolution  sein,  welche  mit  der  Punktinvolution  auf 
,  perspektivisch  liegt.    Nehmen  wii  ■ 
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nun  an;  dafs  aufser  den  auf  der  Doppelgeraden  g{g\)  inToh- 
torisch  liegenden  Punktepaaren  x())i)  und  Xt  (9)  i^ocb  irgend 
ein  anderes  Paar  in  der  Ebene  der  beiden  vereinigt  liegenden 
kollinearen  Felder  b  fj  vorhanden  wäre^  welches  die  gleidie 
Eigenschaft  besäise;  nämlich  dafs 

c  =  b,     und     c,  =  b 

wäre,  dann  würde  sogleich  folgen ,  dass  auch  der  Strahl  jcb 
mit  seinem  entsprechenden  |  b]  C] '  zusammenfiele ;  wir  hatten 
also  zwei  Doppelstrahlen  und  ihr  Schnittpunkt 

(|ab|,  |cb|)  -=(|b,a,l,  |b,c,|) 

müfste  daher    ein  Doppelpunkt   der  vereinigten  kollinearen 

Ebenen  sein  (Fig.  18). 
Aus    gleichem  Grande 
müsste    aber   auch  der 
Punkt: 
(|cic!,;bb|)  =  (M,!,|a,c,|) 

ebenfalls  ein  Doppd- 
punkt  sein  und  der 
Punkt: 

(ab,,bc;)=(|b,c,!,|a,M 
auch  ein  Doppelpunkt; 
dieVerbindungslinie  der 
beiden  letzten  Punkte 
müfste  mithin  ein  neotf 
Doppelstrahl  $mm$^t^ 
und  auf  ihm  werden 
nicht  blofs   die   beid^ 

eben    verbundenen 
Punkte     Doppelpunkt* 
sein ,  sondern  auch  i^ 
beiden  Schnittpunkte  mit  den  vorigen  Doppellinien  ab:  ■=»  ti*< 
und  leb  =  ^1  c, '.    Wir  haben  also  auf  s  =  5,  zwei  zusamm«*** 
liegende   projektivisehe  Punktreihen,   welche  vier  Paare  c^^' 
sprechender  Punkte  zusammenliegend  haben ;  folglich  möfi**^ 
6'  und  j;,  identisch   auf  einander  liegen.     £s  sind  also  5  U^ 
Sy    ein    I*aar    der    besonderen     oben     (S.     366)     ermittel*^ 
projektiviseh     gleichen     sich     entsprechenden    Punktreih^^ 


Fig.  18. 


i  46.    Involutor.  Lage  zweier  zusammenliegenden  kollin.  Ebenen.     397 

welche   identisch    auf  einander  liegen  und  der  Schnittpunkt 
(!ab|,  |cb|)  =  0  =  (|b|a||,  |biCi|)  =  o,  ist  ein  Doppelpunkt, 
welcher  die  beiden  besonderen  Punkte  o  o^  (S.  367)  vereinigt, 
in  denen  die  Mittelpunkte  entsprechender  gleicher  Strahlen- 
büschel der  beiden  kollinearen  Ebenen  liegen.     Die  beiden 
bollinearen  Felder  liegen    also  in  der  Weise  auf  einander, 
^wie  wir  sie   oben  als  einen  besonderen  Fall  perspektivischer 
Ijage  erkannt  haben   (S.  369).     Femer  bemerken  wir,    dafs 
auf  dem  Strahle  |  a  b ,'  =  ;  bj  a|  |   zwei  involutorisch  liegende 
Punktreihen  vereinigt  sind^  also  auch  die  den  unendlich-ent- 
fernten Punkten  dieses  Strahls  in  beiderlei  Sinn  entsprechen- 
den  Punkte  vereinigt  sein   müssen  und   zwar  in  demjenigen 
Punkte,    welcher   in    der  Mitte    liegt    zwischen    den    beiden 
Doppelpunkten ;  dasselbe  gilt  von  den  Strahlen  !  c  b  I  =  { bi  C|  L 
Wenn  wir  daher  zu  dem  Strahle  5  =  5,  eine  Parallele  ziehen, 
€3ie   ebensoweit  von  ihm  absteht  wie  von  dem  Doppelpunkte 
c  OB  0|,  so  mufs  diese  Parallele  r  =  q^   diejenigen  Geraden 
vereinigen,    welche  in  doppeltem  Sinne    den   unendlich-ent- 
fernten Geraden  der  Ebene  €  und  e^   entsprechen.     Dies  er- 
fordert aber  eine  Bedingung,  welche  bei  kollinearen  Ebenen 
im  allgemeinen    nicht  erfüllt  ist,  dafs  nämlich  die  Gerade  r 
gleichweit  absteht   von   o  und  5,  und  andererseits  q^  gleich- 
^weit  absteht  von  Oj   und  5,.     Wir  wissen  (S.  362),   dafs  im 
allgemeinen  bei  zwei  kollinearen  Ebenen  die  früher  mit  den 
Snehstaben  s$'  o  o'  und  SiSi  Oi  oi   bezeichneten   ausgezeich- 
neten Elemente   immer    so    liegen ,    dafs    der    Abstand    der 
parallelen  Geraden  ss'  von   einander   so  grofs  ist,   wie  die 
Entfernung    der   Punkte    Oi  ol,    der   Abstand   der    Geraden 
Si  s'i   von  einander  gleich  ist  der  Entfernung  der  Punkte  o 
Qnd  o'  von  einander.     Hier  wird  aber  gefordert,  dafs  diese 
l'^iden  im  allgemeinen  verschiedenen  Abstände  einander  gleich 
•«ien,  d.  h.  dafs 

der  Punkt  o     in  der  Geraden  s 

>9  1?  ^        77         >;  f7  ^ 

7f  ;;  *^l       »         79  77  ^1 

i>        79      Ol    „     „        „  s,     liege; 

*•*   dies  der  Fall,  dann  werden  die  Geraden  r  und  g, ,  welche 
^^^ischen  den  Paaren  von  Parallelen  s  s'  und  s  s[  in  der  Mitte 
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liegeO;  so  auf  einander  gelegt  werden  können^  dafs  ein  Paar  ent- 
sprechender gleicher  Punktreihen  (ss^)  identisch  zasammen- 
fallen,  dagegen  das  andere  Paar  entsprechender  gleicher  Pankt- 
reihen  (ss\)  zu  einer  gleichseitig -hyperbolischen  Punktinfo- 
lution  sich  gruppieren ,  deren  Doppelpunkte  der  unendlich-ent- 
fernte Punkt  und  der  endliche  Doppelpunkt  o  «»  0|  sind^  (denn 
verfolgen  wir  auf  s  und  s  zwei  gleiche  und  gleichlaufende 
PunktreiheU;  so  siiid  der  Konstruktion  zufolge  die  entsprechen- 
den Punktreiheu  auf  s^  und  ${  gleich,  aber  ungleichlaufend). 
Dies  ist  aber  die  vorhin  geforderte  Lage,  für  welche  die  beiden 
Paare  von  Punkten  existieren: 

ab;      c    b 
b,   a,;     b,   c,. 

Ist  nun   die    angegebene    metrische    Bedingung  fBr  die 
beiden  kollinearen  Felder  erfüllt^  und  sind  sie  in  solche  Lige 
gebracht,  dafs  gleichzeitig  5  «=  S|  und  o  =  Oj  auf  einander  lie* 
gen,  dann  befinden  sie  sich  in  involutorischer  Lage,  denn 
alsdann  wird  immer,  wo  auch  ein  Punkt  ):  »»  ^^  iu  doppeltoo 
Sinne  aufgefaist  wird,    der   entsprechende  Xi   i^t   dem  entr 
sprechenden   t)   zusammenfallen.     In    der   That,    alle  dnieb 
0  =  Ol  gehenden  Strahlen  müssen  Doppelstrahlen  sein;  m^* 
jedem   solchen  Strahl  sind  also  zwei   entsprechende  projekti' 
vische    Punktreihen  vereinigt,  und  dieselben   müssen   infoln' 
torisch    liegen,    weil    der  Schnittpunkt   des  Strahls   mit  dem 
vereinigten  Strahlen  r  =  g,  diejenigen  Punkte  enthält^  welche 
den  unendlich- entfernten  Punkten  entsprechen ;  da  diese  ab^ 
zusammenliegen,  so  ist  die  involutorische  Lage  nachgewieiea  9 
nehmen  wir  nun  einen  beliebigen  Punkt ):  *«  )}|  der  zusammen' 
liegenden  kollinearen  Ebenen,  so  mufs  dem  Strahl  |oT  der^ 
selbe  Strahl    Oj  Xt\   entsprechen,   d.  h.  x  und  j:^   müssen  mi^ 
0   in    gerader  Linie  liegen,  und    wegen    der    involutorischei» 
Eigenschaft    der    beiden    zusammenliegenden   projektivischec» 
Punktreihen  mufs,  wenn  y  mit  X)^  koinzidiert,  auch  n  mit  X% 
zusammenfallen,  w.  z.  b.  w.     Noch   bemerken   wir,  da&  tixM- 

solches  Punktepaar       und    '  immer  harmonisch  getrennt  win^ 

durch  den  Punkt  0  und  die  Gerade  6^ ,  weil  diese  die  Doppel — ' 
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punkte  der  Involution  enthalten  ^   deren  Träger  die  Doppel- 
fiferade  \xt)\  =  \t)^rt\  ist.  ^ 

Das  Resultat    der  vorigen  Untersuchung   läist  sich  also 
zmasammenfassen : 

Wenn  zwei  kollineare  Ebenen  so  auf  einander 
9«legt   werden   können,    dafs   zweimal   die   involu- 
borische  Bedingung  erfüllt  wird;  d.  h.  dem  in  dop- 
E>  altern   Sinne    aufgefafsten    Punkte   d  =  bj    zusam- 
enfallende  Punkte   ai  =  b    und  noch   ein   zweites 
al   einem   Punkte   c  «=  b^    (der    nicht  auf   der  Verbin- 
diiuigslinie  des  vorigen  Paares  liegt)    zusammenfallende 
E^  nnkte    Ci  «» b    entsprechen^    dann    wird   sie   immer 
^  pfüllt;  und  die  kollinearen  Ebenen    liegen    invo- 
l^ntorischy   d.   h.  jedem   Punkte   j:  =s  t)^    entprechen 
Zusammenfallende  Punkte  lCi  =  t).  Die  Verbindungs- 
linien   aller    solcher    Paare    konjugierter    Punkte 
X  ««t)!  und  Vi'^^    laufen  durch  einen  festen  Punkt 
o  «KsO|,  einen  Doppelpunkt;  gleichzeitig  entsprechen 
jedem    in    doppeltem    Sinne     aufgefafsten    Strahl 
a;  «»y^    der    kollinearen   Ebenen    zwei    zusammen- 
fallende   Strahlen    x^  =  y    und    die    Schnittpunkte 
Solcher    Paare    konjugierter    Strahlen    x  =  y^    und 
o;,  ■■  y   liegen   sämtlich    auf   einer   festen    Geraden 
*•««,,  einem  Doppelstrahle.    Alle  durch  den  festen 
^unkt  0  "»  0|  gehenden  Strahlen  sind  Doppelstrah- 
len und  alle  auf  der  festen  Geraden   $^=s^   liegen- 
^Qn   Punkte    sind    Doppelpunkte     der    zusammen- 
biegenden kollinearen  Ebenen.    Jedes  Paar  konju- 
gierter   Punkte    wird    durch    o    und   s    harmonisch 
getrennt    und  jedes    Paar    konjugierter    Strahlen 
allenfalls.     Da  durch  zwei  nicht  in  derselben  Geraden  lie- 

gende  Paare  ^        und  ^  die    kollineare    Beziehung    der 

b,ai  b,  c,  * 

oeiden  Ebenen    !      -.        ^  [  vollständii?  bestimmt  ist,  so  ist 

I  a,  b,  q  b,  J  ^  ' 

•^   die    kollineare    Involution    von    Punktepaaren    in   der 

Bbene    durch    zwei    Paare    konjugierter    Punkte   vollständig 

bestimmt. 

Eine  solche  Beziehung,   wie  sie  die  involutorische  Lage 
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zweier  kollinearen  Ebenen  liefert,  ist  auch  „harmonis 
Yerwandtschaff  *)  genannt  worden  und  liefertals 
formationsprinzip  aufgefafst  bemerkenswerte  Resultate,  z. 
bewegt  sich  der  Punkt  j:  auf  einem  Kreise,  so  beschreibt  d 
entsprechende  Punkt  Xx   einen  Kegelschnitt;   hat  jener  Kr^-^ 
zum   Mittelpunkt  den   reellen  Doppelpunkt  o  «»  0|,  so  h^^ 
der  entsprechende  Kegelschnitt  diesen  Punkt  zum  Brennponkr^ 
und  dies  ist  eine  Quelle,  aus  welcher  in  ungezwungener  Wei9^ 
die    Breiinpunktseigenschaften     des    Kegelschnitts    aus  d^^^ 
Eigenschaften    des   Kreises  abgeleitet  werden  können.    W 
die  Möglichkeit  der  involutorischen  Lage  zweier  kollinetre 
zusammenfallenden  Ebenen  betriiH;,  so  zeigte  unsere  BetrKiv- 
tung  Folgendes: 

Zwei    allgemein    gegebene     kollineare   Ebene 
lassen  sich  nicht  involutorisch  auf  einander  leget» 
vielmehr  müssen  sie  die  Bedingung  erfQllen,  daC 
die  besonderen  Strahlenpaare  ss    und  8i8\y  welch 
die   Träger   entsprechender   gleicher    Punktreihe  : 
der  beiden  kollinearen  Ebenen  sind,  in   der  eine 
Ebene  denselben  Abstand  von  einander  haben,  wi 
in  der  andern  Ebene.     Ist  diese  Bedingung  erfüllt 
und  werden  die  Ebenen  alsdann  so  zusammengelegt 
dafs    das    eine    Paar    s s.     identisch    zur     Decknn 
gelangt,     dann     befinden    sie    sich     in     involutors- 
scher   Lage,   und   es    fallen   die    der    unendlich-enc- 
fernten  entsprechenden   Geraden   r   und   g,   zusaok 
men,     sowie     ein     Paar     entsprechender     gleiche- 
StrahlenbQschel  o   und  Oj. 

Hieraus    folgt,     dafs    die    involutorische    Lage     iwei^ 
kollinearen    Ebenen,    insbesondere    aus    der    perspektivische- 
Lage   auf  folgende    einfache   Weise    hervorgebracht    werd 
kann: 

Man  versetze  zwei  beliebig  liegende  ebene  Trager  «  oi*^ 
£,    dadurch  in   kollineare   Beziehung  zu   einander,   dals 
durch   einen  Punkt  C,   der  von   beiden  Ebenen   gleich  wi 
absteht,  Strahlen  zieht  und  jeden  Strahl  in  zwei  entspreche«*- 

•)  Milinowski:  Zur  Theorie  der  Kegelschnitte ,  BorchardfiJ» 
nal  f.  reine  u.  augew.  Mathematik.     Bd.  86,  S.  290. 
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Piinkteu  T  und  i',  die  Ebeneu  t  und  f,  treffen  lälet. 
Dreht  man  hierauf  die  eine  Ebene  mit  ihren  Punkten  um  die 
fest^ehalteue  Durchschnittslinie  s(s,)  so  weit  herum,  bis  die 
aufanglich  dem  Punkte  O  zugekehrten  Seiten  beider  Kbentn 
zusammenfalien,  dann  betindeji  sich  die  zusammenliegenden 
kolIioeareD  Ebenen  in  involutorischer  Lage.*) 

Die  dual- gegenüberstehende  Uutersuchung  zweier  kol- 
linearen  Bündel,  welche  konzentrisch  in  inrolutoriache  Lage 
gestellt  werden  sollen,  wird  hier  unterlassen,  weil  sie  der 
vorstehenden  ohne  Schwierigkeit  nachgebildet  werden  kann 
oder  durch  die  Perspektive  zweier  involutorisch- zusammen- 
liegenden kollinearen  Ebenen  erhalten  wird.  Wir  heben  nur 
das  Resultat  hervor: 

Gehen  durch  einen  Punkt  O  ein  fester  Strahl  il 
Dod  eine  feste  Ebene  d,  so  lassen  sich  alle  Strahlen 
und  Ebenen  d)irch  O  dergestalt  paarweise  einander 
zuordnen,  dai's  irgend  einem  Strahle  x  derjenige 
Strahl  X,  entspricht,  welcher  zu  den  drei  Strahlen 
<i,  Ö[dx]\,  X  der  vierte  harmonische  dem  x  zugeord- 
nete ist,  und  irgend  einer  Ebene  l  diejenige  Ebene 
l,  entspricht,  welche  zu  den  drei  Ebenen  ft,  [<I,  S^  ], 
I  die  vierte  harmonische  der  Ebene  l  zugeordnete 
■  st.  Dann  bilden  xx^  und  ||,  entsprechende  Elemente  zweier 
komen Irischen  kollinearen  Bündel  in  involutorischer  Lage.  Der 
Stralil  (i  und  alle  Strahlen  iu  der  Ebene  d  (durch  C)  sind 
l^oppelatrahlen ,  die  Ebene  ä  und  alle  Ebenen  durch  d  sind 
Uoppelebenen  der  konzentrischen  kollinearen  Bündel.  Zwei 
allgemein  gegebene  koIÜneare  Bündel  lassen  sich  nicht  in  eine 
'"'che  i n Fol u torische  Lage  bringen,  sondern  nur  dann,  wenn 
^^  die  Bedingung  erfüllen,  dal's  die  beiden  besonderen  Strahlen- 
Paare  dd'  und  liidi,  welche  die  Axon  entsprechender  glei- 
•^her  Ebenenbüschel  sind,  (S.  380)  in  beiden  Bündeln  gleiche 
'•»akel  einschüelsen. 

Hiernach  ergiebt  sich  vermittelst  der  perspektivischen 
"*ge  folgende  einfache  Konstruktion  für  die  involiitorische 
•^^tge  zweier  kollinearen  Bündel: 

'}  Siehe  A.  i'.  Hobius:  Theorie  der  collineiirtiD  Involution  vou 
iklttpiMren  in  der  Ebene  and  im  Baumej  Berichte  d.  K.  S&chi. 
tllMh.  der  Wiiseoacbaaen,  36.  Okt.  IS&O. 

ThHr.  A,  Obufl.  %.  OnlD.  36 
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Man  nehme  zwei  beliebige  Punkte  D  Of  und  lege  d 
die  Mitte  ^l  zwischen  denselben  eine  beliebige  Ebene  €. 
zieht  man  zwei  kollineare  Bündel  O  und  Of  so  auf  einaod 
dafs  jeder  Punkt  j:  der  Ebene  e  mit  O  und  0|   yerbonA. 
zwei  entsprechende  Strahlen  x  und  x^  der  beiden  Bündel  liefi 
und  verschiebt  darauf  das  eine  Bündel  auf  der  festgehalte 
Verbindungslinie  |£)0]  |,  ohne  es  zu  drehen,  parallel  mit  si 
bis  0|  mit  D  zusammenfallt,   dann  befinden  sich  die  beicS^E 
kollinearen  Bündel  in  involutorischer  Lage. 

§  47.    Trüineare  Lage  zweier  zusammenliegenden 

kollinearen  Ebenen. 

Da  zwei  allgemein  gegebene  kollineare  Ebenen  nich^  in 
involutorische  Lage  gebracht  werden  können ,  so  wollen  ^vir 
die  Frage  in  folgender  Art  erweitem:  ^ 

Lassen  sich  zwei  kollineare  Ebenen  so  a 
einander  legen^  dafs  entsprechende  Punkte  in  d 
Weise  auf  einander  fallen: 

a     b      c    auf  resp. 
b,     Ci     a, , 

d.  h.  wenn  in  einem  beliebigen  Punkte  zwei  nicht  entsprecheo« 
Punkte  a  =  b,  vereinigt  sind,  die  ihnen  entsprechenden  Punt*-^ 
a,  und  b  auf  ein  anderes  Paar  entsprechender  Punkte  c  ue»" 
c,  fallen,   oder  dafs  zwei  entsprechende  kongruente  Dreiecl^^ 
in  cyklischer  Yertauschung  auf  einander  fallen. 

Hier  zeigt  sich  zunächst,  dafs  dies  immer  stattfinde  ^^ 
sobald  es  einmal  eintritt.    In  derThat,  nehmen  wir***? 
dafs   die    drei    Paare    entsprechender   Punkte    aaj,  bbp  ^^* 
zweier  zusammenliegenden  kollinearen  Ebenen  in  der  Wei«^ 
auf  einander  fallen: 

a      b      c      auf  resp. 

bi     c,     a, , 

und  sei  'jcx^  ein  beliebiges  viertes  Paar  entsprechender  Püi»J^^ 
wodurch   die   kollineare  Beziehung  gerade  bestimmt  ist;     *^ 
zeichnen  wir  den  mit  j:  zusammenfallenden  Punkt  der  Ebei*^     \ 
durch  i),  und  den  mit  Xi  zusammenfallenden  Punkt  der 
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e  durch  j,  so  lassen  sich  die  entsprechenden  Punkte  X)  und  ji 
konstruieren,  und  es  zeigt  sich,  dafs  dieselben  zusammenfallen 
müssen;  denn  wir  haben: 


A  c|ab):jj:| 
A  c|baj:j:,|, 

woraus  folgt;  dals  sich  die  drei  Geraden: 

in  einem  Punkte  schneiden  müssen;  zweitens  ist: 

b|ca):^|  A  t),|c,a,j:,t),j 
A  a|bcj:,j:| 

A  (i\cinx\, 

^^oraus  folgt;  dafs  sich  die  drei  Geraden: 

|cj:|,     |aj:J,    |b^| 
ix^     einem  Punkte  schneiden  müssen;  endlich  ist: 

c\aij:t)\  A  c,|a,bi):ii),| 
A  fclcax'i;:! 
A  ilacrhif 
^^^oiraus  folgt,  dafs  sich  die  drei  Geraden: 

|cij:|,    \ih\,    Ict)i 

>Q  einem  Punkte  schneiden  müssen ;  von  den  drei  Bedingungen, 
^af»  sich 

\<^V\)     \^Ti\)     I  Cl)  I  in  einem  Punkte  treffen, 
\f>r\,    Icjr.l,     |ai)|  „       „  „  „ 

\Wr\,     \axi\,     it)]  „       „  „  „ 

'^chen  schon  zwei  zur  Bestimmung  des  Punktes  t)  aus ,  sobald 

^^  die  vier  Paare  entsprechender  Punkte   {     ^  zur  Be- 

la,b^Ci^, 

Ziehung  beider  Ebenen  auf  einander  als  gegeben  auffassen. 

Wir  können  nun  in  analoger  Weise  den  Punkt  jj  kon- 
'^'^ieren,  denn  wir  haben: 

26* 
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A6i|aiCi):,9,|, 

also   schneiden  sich  |Ct]Ci|y   l^i^il,  l<^iiil  ui  einem 
ferner  ist: 

Mcia,j:,gi|  A  6|ca}:j| 

ACi|a,b,9,):,| 

A  Ci|biai)r,i),|, 

also  schneiden  sich  laiiCi',  |C|^i|;  |b|g||  in  einem  Punkte; 

lieh  ist: 

Ci|aibij:,jJ  A  c|abj:5| 

A  ai|b,q9,j:,| 
Aa,|c,b,ri)},|, 

also  schneiden  sich  \hxh\7  l^i^tl>  Uiitl  in  einem  Punkte,  ^^oo 
den  drei  Bedingungen,  dafs  sich 

|l^i^il>  \^i  hlf  kiiil  ^  einem  Punkte  treffen, 
I  ^1 9i  I  >  I  '^i  J^i  1 7  I  ^1  Ji  I    ff       ff  fy  II 

reichen  schon  zwei  zur  Bestimmung  des  Punktes  )|  ans,  ^^^ 
wir  erkennen  durch  Vergleich  ung  der  Bedingungen  2.  «*^^ 
1 .,  dafs  die  je  drei  Linien  in  2.  identisch  sind  mit  den  gleicb- 
stelligen  Linien  in  1 .,  folglich  ist  auch  der  Punkt  t)  mit  d^*"^ 
Punkt  j,  identisch,  d.  h.  es  liegen  die  Dreiecke: 

V     t)      i      und 

^i     Ji     Vi 
cyklisch  auf  einander  w.  z.  b.  w. 
Wir  haben  also  den  Satz: 

Wenn  zwei  kollineare  Ebenen  so  auf  einan^l^' 
liegen,  dai's  einmal  die  Dreiecke: 

a     b      c       und 
b,     c,     a, 

(wo  aa|,  bb, ,  c  c,  Paare  entsprechender  Ponk*^ 
sind)  cyklisch  sich  decken,  so  findet  dies  i0»^^' 
statt,  d.  h.  wenn  irgend  einem  in  doppeltem  81^^* 
aufgefafsten  Punkte  jC  — 9i  die  Punkte  je,  und  9  e«*^' 
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sprechen,  so  liegen  dieselben  immer  mit  einem 
Paare  entsprechender  Punkte  j  }|  zusammen,  näm- 
lich Xt  mit  j  und  X}  mit  2|. 

Es  gruppieren  sich  demgemäfs  zwei  in  dieser  Weise  auf 
einander  liegende  kollineare  Ebenen  zu  Tripeln  von  Punkten, 
und  wir  wollen  das  dadurch  entstehende  Doppelgebilde  tri- 
lineare Lage  der  beiden  zusammenliegenden  kollinearen 
Ebenen  nennen. 

Fassen  wir  zwei  solche  cyklisch  auf  einander  liegende 
Dreieckspaare,  wie  oben,  auf: 

a     b      c        und  j:     i)  j 

*i     c,     aj  ^i    g,  Xi, 

so  wissen  wir,   dafs  diese  beiden  Dreiecke  auf  dreifache  Art 

perspektivisch*)  liegen,  nämlich: 

\^V\}  l^il;   \^^\  treffen  sich  in  einem  Punkte. 

'  l^^i;  \^J^\}  |cj|        V         V      »>        i>  »> 

l^il;    |6^l;  |CJ:|        „  „        M         „  „ 

Diese  drei  Punkte  bilden  ein  neues  drittes  Dreieck,  welches 
vox  den  beiden  ersten  abhängt;  bezeichnen  wir  seine  Ecken 
durch 

^'<^3:|,  |bji)  =  I,  so  ist  (|ai):J,  |b,  j,|)  =  l,  =  (Icjl,  |aJ)i)  =  n 
(  ^iUbi);)  =  m,  „  „  (|a,j,|,  |b,t),|)  =  m,  =  (|ci)|,|a):|)  =t 
(1^9l,|b)r|)  — n,    „    „   (|a,i),|.jb,)r,l)  =  n,  =(|c)rl,|aj|)  =m, 

^ii*  haben  also  gefunden: 

l  =  nti 

m  =  tti 

n  =  Ij, 
^*  h.  wir  haben  ein  drittes  Paar  cyklisch  auf  einander  liegen- 
^®r  entsprechender  Dreiecke: 

I      m    u 
^i^  können  also  den  Satz  aussprechen: 


^  Vergl.  J.  Bosanes:  Über  Dreiecke  in  perspektivischer  Lage 
^**d  H.  Schröter:  Über  perBpektivisch  liegende  Dreiecke,  Math.  An- 
^en  Y.  Clebach  und  Nenmann.    Bd.  II,  S.  549  u.  568. 
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Wenn  man  bei  zwei  auf  einander  liegenden  k  c^   /. 
linearen  Ebenen    in  trilinearer  Lage  zwei  cykliaci^i 
auf  einander  liegende  Dreiecke  auffafst,  so  Ue.g^^a 
dieselben  auf   drei  verschiedene  Arten    perspekt    i- 
visch;  d.h.  SO;    dafs   drei  Verbindungslinien    ibr^^r 
Ecken  durch  einen  Punkt  laufen.   Die  drei  dador^  h 
erhaltenen  Perspektivitätscentlra  bilden  ein  driit^=^t 
Dreieck;  welches  gleichfalls    aus  drei  cyklisch  i^c::if 
einander  liegenden  entsprechenden  Punktepatr^^n 

der    beiden    kollinearen    Ebenen    besteht.      Solei ic 

drei  Dreiecke  bilden  eine  in  sich  zurückkehreD^=le 
Gruppe,  indem  je  zwei  dieser  drei  Dreiecke  dr^  i- 
mal  perspektivisch  liegen,  und  die  drei  Perspekt  i- 
vitätscentra  die  Ecken  des  dritten  Dreiecks  sind — 

Die  letzte  Behauptung  lesen  wir  unmittelbar  aus  unsec^^o 
obigen  Bezeichnungen  ab,  indem  wir  erkennen,  dals 

al|      |bn|  |cm|  sich  im  Punkte  x  schneiden, 

ibm|    icl|  |an|  „     „  „        ^        „ 

icn|     |am;  |bl|  „     „  „        g        ,,        , 
und  ebenso: 

(^1      l^i       iii^l    sich  im  Punkte  a  schneiden , 

h\        \m\       '.^V\         .,         n  f,  i  77  , 

U^l      m-      njl     „     „       „       c       „ 

Wir  wissen  ferner,  dafs  wenn  zwei  Dreiecke  perspek- 
tivisch liegen ,  die  drei  Schnittpunkte  ihrer  entsprechenden 
Seiten  sich  auf  einer  Geraden  befinden  (Th.  d.  K.  S.  *^'* 
Bezeichnen  wir  demgemäfs  die  Seiten  des  Dreiecks  a^^ 
durch 

a  =  jbci    b  ==  |ca|    c—   ab| 
und  des  Dreiecks  ]ci)j  durch 

•^•  =  h)il  y  =  \ix    e  —  \xt)\, 

so  werden  die  entsprechenden  Strahlen  a,  6,  c,  x,  y,  fi   ^^ 
a  b  c  X  y  e  folgende  sein: 

a,  =  !b,c,  —  iab!  =  c  Xj  =  n,jj  —  ijci^  —  jr 
^  "=  c,a,  —  bc|  =a  y,  =  ^^jr^  _|ij^_x 
c,  =  aib,.  =  .ca,  =i       ^,  =   ,:,!,,,  _   jr.  —  y, 
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woraus  zunächst  folgt,  dafs  die  Dreiseite: 

a  b  c        und        x  y  z 
6,  c,  a,  yi  01  x^ 

cyklisch  auf  einander  liegen,  d.  h.: 

Wenn  zwei  zusammenliegende  kollineare  Fel- 
der rücksichtlich  ihrer  Punkte  in  trilinearer  Lage 
sich  befinden,  so  befinden  sie  sich  auch  rücksicht- 
lieh  ihrer  Strahlen  in  trilinearer  Lage. 

Aus  der  dreifach  perspektivischen    Lage  folgte  dafs  die 
Schnittpunkte: 

(ax)     (be)    (cy)     auf  einer  Geraden  l  liegen, 
(az)     {by)    (ex)      „      „  „        m     „ 

(ay)    (bx)     icz)      „      „  „        n      „ 

Diese  drei  Geraden  bilden  selbst  wieder  ein  neues  Drei- 
sei t,  welches  mit  seinem  entsprechenden  cyklisch  sich  deckt: 

l     m     n 

^^  diese  auf  einander  liegenden  Dreiseite  ein  zyklisches 
^^*ahlentripel  bilden,  so  bilden  ihre  Ecken  wieder  ein  zykli- 
^oes  Punkttripel,  wie  aus  der  Umkehrung  des  vorigen  Re- 
sultates folgt;  wir  haben  also  zwei  neue  Tripel: 

I  m  n        und        l  m  n 
nti  tii  t,  m^  n,  l^ 

^^B  den  beiden  gegebenen  abgeleitet  und  können  nun  aus 
.  ^^Ben  in  gleicher  Weise  wieder  zwei  neue  ableiten,  und 
^^©m  wir  sie  mit  den  früheren  paarweise  in  Verbindung 
*^tzen  und  die  daraus  entstehenden  neuen  Tripel  wiederum 
^^ter  einander  verbinden,  können  wir  immer  mehr  und  mehr 
*^lcher  Tripel  konstruieren,  welche  allmählich  das  Operations- 
^Id  der  Ebene  immer  enger  überspinnen. 

Es  drangt  sich  jetzt  die  Frage  auf,  ob  zwei  allgemein 
^^gebene  kollinearc  Felder  sich  immer  in  trili- 
^^a^er  Lage  zur  Deckung  bringen  lassen,  und  wie 
*^e8  geschieht? 

Es  ist  hierzu  nur  nötig,  ein  einziges  Paar  entsprechender 
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Tripel  zu  cjklischer  Deckung  zu   bringen,    dann  wird  A  j 
bei  allen  übrigen  von  selbst  der  Fall  sein.    Werfen  wir  i^l 
zwei  gegebene  kollineare  Ebenen  zunächst  beliebig  auf  ei 
ander,    so    haben    die   ausgezeichneten    Geraden    r   und     ^^^ 
welche   den   unendlich -entfernten   Geraden  entsprechen ,    <MMe 
Eigenschaft  y   dafs  ihre  unendlich-entfernten  Punkte  entspr-«. 
chende  sind;  wir  bezeichnen  sie  durch 

a*     und    clT  . 

Der  Punkt  a"^  liegt  vereinigt  mit  einem  gewissen  Ponk'^^ 
b*  des  andern  Feldes,  und  der  Punkt  af  liegt  vereinigt  ni  ^ 
einem  gewissen  Punkte  c*  des  andern  Feldes;  den  Punkte^ 
bf  und  c'  entsprechen  zwei  bestimmte  auf  den  Geraden  ^ 
und  g,  liegende  Punkte  b  und  C| ;  wenn  wir  nun  die  beide- ^* 
auf  einander  liegenden  kollinearen  Ebenen,  ohne  sie  &>  ^^ 
drehen,  parallel  mit  sich,  d.  h.  so,  dals  jede  der  Geraden  '^ 
und  g,  mit  sich  parallel  bleibt,  auf  einander  verschieben,  bi 
b  und  C|  zusammenfallen,  dann  haben  wir  zwei  auf  einand^ 
liegende  cyklisch  sich  entsprechende  Dreiecke: 

a*     b      c' 
b*     Cj    af, 
also  ist  die  trilineare  Lage  erreicht. 

Wir  können  dazu  noch  auf  eine   andere  Art  gelanget- 

es  giebt  nämlich,  wie  wir  wissen,   zwei  besondere  Gerade 

und  e,    in  den  beiden  kollinearen  Ebenen,   welche  sich  en 

sprechen   und   beziehungsweise  rechtwinklig  stehen    auf  de 

Geraden   r  und  g,    (S.  365\     Legen  wir  nun  die  gegeben 

beiden  kollinearen  Ebenen  so  auf  einander,  dafs  die  GeraA-^ 

e  auf  g,  fallt  und  die  Gerade  e^  auf  r,  dann  liegen  die  beide^^ 

Dreiseit« : 

e      g*     r 

cyklisch  auf  einander  und  bilden  drei  Paare  entsprechender^ 
Strahlen,  folglich  beünden  sich  die  zusammengelegten  koll-i' 
nearen  Ebenen  wiederum  in  trilinearer  Lage.  VVir  könn^^ 
uns  statt  des  besonderen  Strahlenpaares  e  e,  auch  eines 
dem  Strahlenpaares  bedienen  Wenn  wir  durch  irgend 
Punkt  a  der  Geraden  r  Strahlen   ziehen  in  der  Ebene  f, 


f 
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ihen  denselben  in  der  Ebene  £|  Strahlen ;  welche 
i  parallel  laufen  nach  einem  Punkte  af  hin,  also  mit 
1  gewissen  Winkel  q>  bilden.  Ziehen  wir  nun  durch 
solchen  Strahl  l,  der  mit  r  auch  den  Winkel  q>  bildet, 
imen  seinen  entsprechenden  Strahl  2|  y  so  lassen  sich 
len  Ebenen  s  und  s^  derartig  auf  einander  legen,  dafs 
I  und  gi  mit  l  zusammen  liegt,  weil  beide  Paare  den- 
^inkel  einschliefseU;  also  liegen  die  beiden  Dreiseite: 

r      l      q' 

L  auf  einander,  und  wir  haben  wieder  trilineare  Lage, 
ben  also  das  Resultat: 

'ei   allgemein    gegebene    kollineare   Ebenen 
sich     auf    unendlich  -  viele    Arten     zu     tri- 
er  Lage  vereinigen. 

bleibt  jetzt  noch  die  Frage  übrige  wie  die  Doppel- 
e  bei  zwei  zu  trilinearer  Lage  vereinigten  kollinearen 
beschaffen  sind ;  da  im  allgemeinen  immer  ein  reeller 
punkt  0  =  0|  und  ein  reeller  Doppelstrahl  l^^l^  vor- 
ist; so  braucht  nur  die  Frage  beantwortet  zu  werden, 
I  Doppelpunkte  auf  diesem  reellen  Doppelstrahl  be- 
L  sind,  und  hier  zeigt  sich,  dafs  dieselben  immer  kon- 
imaginär sein  müssen.  Denn  nehmen  wir  irgend  einen 
]C  OS  ^^  dieses  Doppelstrahles  l^^l^,  so  müssen  die  in 
»i  Sinn  ihm  entsprechenden  Punkte  J:^  und  t)  auch  auf 
»ppelstrahle  liegen,  weil  die  Verbindungslinien  {):^|  =  2 
1^,1  SS  2^  auf  einander  liegen;  die  Punkte  Xi  ^^^  9 
femer  wegen  der  trilinearen  Lage  auf  einem  Paare 
chender  Punkte  }  uud  },  sich  befinden,  folglich  liegen 
len  in  dem  Doppelstrahle  2 ««  2,  befindlichen  projek- 
n  Punktreihen  selbst  trilinear  zusammen  (Th.  d.  E. 
Fassen  wir  insbesondere  die  zusammenliegenden 
ch- entfernten  Punkte  q*  und  xT  des  Doppelstrahls 
auf,  so  müssen  die  ihnen  entsprechenden  Punkte  qj 
lie  Durchschnittspunkte  der  Parallelstrahlen)  auf  einem 
entsprechender  Punkte  j:  und  ^|  liegen  wegen  der 
ren  Lage;  da  aber  wegen  der  konstanten  Potenz 
j:^  BS  konsi  ist,    und  zugleich  xj:  >»  ]C|q|    wird,    so 
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müssen    j:  j:^    die  besonderen  Punkte  g  gi  oder  1^  ^|  der  pro- 
jektivischen  Punktreihen  sein,  welche  wir  Potenzpunkte  ge- 
nannt haben.     Für  die  trilineare  Lage  der  beiden  auf  I  •»  /, 
zusammenliegenden  projektivischen  Punktreihen  gilt  also  als 

Bedingung  die  Lage: 

T      g      q*    auf  resp. 

daher  sind  sie  gleichlaufend  und  der  Abstand 

mithin  rq  <  c^l)]  dies  ist  aber  die  Bedingung  dafür,  dfcf« 
die  Doppelpunkte  der  beiden  zusammenliegenden  projektiri- 
schen Punktreihen  H,  konjugiert -imaginär  sind  (Th.  d.  K- 
S.  42).     Wir  schlielsen  also: 

Bei  zwei  in  trilinearer  Lage  zusammenliegea- 
den  kollineareu  Ebenen  ist  allemal  nur  einer  der 
drei  Doppelpunkte  und  einer  der  drei  Doppel- 
strahlen reell;  die  auf  diesem  liegenden  beiden 
andern  Doppelpunkte  sind  konjugiert- imaginir  t 
und  die  auf  dem  Doppelstrahl  vereinigten  projek- 
tivischen Punktreihen  befinden  sich  selbst  in  tri - 
linearer  Lage. 

Die  dual-gegenüberstehende  Untersuchung  für  zwei  ko«»* 
zentrisch  gelegte  kollineare  Bündel  in  trilinearer  Lage  wollet 
wir  hier  nicht  mehr  durchführen,   weil  sie  ohne  Schwieri^^' 
keit  der  vorigen  nachgebildet  werden   kann   oder  durch  ü^ 
Perspektive  des  vorigen  Resultats   erhalten    wird.     Wir 
merken   nur,    dais    sich  zwei  kollineare   Bündel  O   und  C 
dadurch   am    einfachsten   in  trilineare   Lage    bringen 
dafs  man   die  entsprechenden  rechtwinkligen  Dreikanie 
selben    (S.  381)   rst  und   r,  s^  t^    ermittelt  und  dieselbeo 
zur  Deckung  bringt,  dafs  auf  einander  fallen 

rst     auf  resp. 

was  immer  möglich  ist. 

Die  im  Vorigen  behandelte  Frage  läfst  sich  yerallgem 
uern  und  zeigen,  dafs,  wenn  zwei  kollineare  Ebenen  so 
einander  liegen,  dal's  einmal  entsprechende  Vielecke  cjkli 
zur  Deckung  gelangen: 
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a  b  c  b  . . .  m  n 

bj  C)  b|  e^  •  • .  Uj  a| 

in  dies  immer  eintritt,  mit  welchem  Punkte  xi'^i)  ^^^ 
beginnen  mag.     Am  einfachsten  ist  der  zunächst  iie- 

Fall: 

a     b     c     b 

bi    c,    bi    a,, 

^Ichem  diese  vier  Paare  entsprechender  Punkte  gerade 
estimmung  der  kollinearen  Beziehung  ausreichend  sind ; 
ergeben  sich  der  reelle  Doppelpunkt  und  der  reelle 
sistrahl  der  zusammenliegenden  kollinearen  Ebenen  un- 
bar,  nämlich  als  Doppelpunkt: 

(|ac|,  |bb!)  =  (|b,b,|,  |c,a,|) 
Ja  Doppelstrahl: 

bi,  |cb|).  (|abi.  |bc|)!  =  |(|b,c,„  la.b.l),  (;a,b,i,  :c,b,|)|, 

»  zeigt  sich,  dafs  die  auf  dem  Doppelstrahl  vereinigten 
cÜTischen  Punktreihen  involutorisch  liegen  und  zwar 
elliptische  Punktinvolution  bilden. 

^enn  man  durch  abcb  denjenigen  einzigen  und  völlig 
nmten  Kegelschnitt  legt;  fQr  welchen  die  Punktepaare 
d  bb  einander  harmonisch  trennen  (harmonischer  Kegel- 
tt),  so  sind  für  diesen  Kegelschnitt  jener  Doppelpunkt 
jener  Doppelstrahl  Pol  und  Polare,  und  alle  in  gleicher 

8  durch  eine  beliebige  Punktgruppe  |        ?      [  gelegten 

(schnitte  haben  dieselbe  ideelle  doppelte  Berührung, 
1  fQr  samtliche  der  obige  Doppelpunkt  und  Doppelstrahl 
md  Polare  sind;  jedoch  müssen  wir  hier  darauf  ver- 
m,  auf  die  allgemeine  Frage  weiter  einzugehen,  viel- 
den  Leser  auf  die  darüber  veröffentlichten  Arbeiten 
jisen.*) 

Siebe  J.  Lüroth:  Das  Imaginäre  in  der  Geometrie  und  das 
len  mit  Wfirfen,  Math.  Ann.  Bd.  XI,  S.  84,  und:  Über  cyklisch- 
ctivische  Punktgmppen  in  der  Ebene  und  im  Räume,  Math.  Ann. 
HI,  S.  303,  sowie  H.  Reim:  Wie  müssen  zwei  projektivische 
Felder  auf  einander  gelegt  werden ,  damit  entsprechende  kon- 
be  Polygone  cyklisch  zusammenfallen?  Inaug.-Dissertatioo.  Bres- 
7». 
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§  48.    Besondere  Fftlle  kollinearer  Besiehung:  Affliiititi 

Ähnliohkeit,  Gleichheit. 

Wir  ziehen  jetzt  den  bisher  (S.  364)  ausgeschlossenen 
Fall    in  Betracht,    wenn    bei   zwei   kollinearen    Ebenen  die 
unendlich -entfemteD   Geraden  einander  eutsprechen,  also  r 
mit  q^  und  ^j  mit  r"^  zusammenfallen  (ohne  dafs  dabei  die 
Punktreihen  auf  diesen   unendlich-entfernten  entsprechendeo 
Geraden  gleich  zu  sein  brauchen);   in  diesem  Fidle  nenna 
wir  die  kollineare   Beziehung  Affinität,    und   die   ebenen 
Felder  selbst  affin.   Nehmen  wir  irgend  zwei  entsprechende 
Strahlen  x  und  x^   der  affinen  Ebenen  b  und  «,,  so  sehen 
wir,  dafs  dieselben  Träger  projektivisch-ähnlicher  Puuktreiben 
sein  müssen,  weil  die  unendlich-entfernten  Punkte  {xq*)  und 
(^1^7)  entsprechende  sind.     Da  bei   ähnlichen  Punktreiben 
entsprechende  Strecken  in  konstantem  Verhältnis  zu  einander 
stehen,  so  wird ,  wenn  a  b  c  irgend  drei  Punkte  des  Strahles 
X  und  a|  b|  Ci    die  entsprechenden  Punkte   des  Strahles  x% 
sind,  die  Beziehung  gelten: 


OC  OiCi 

Da  bei  affinen  Ebenen  die  unendlich-entfernten  Gerad^--^ 
einander  entsprechen,  so  genügen  zur  Bestimmung  der 
Ziehung  drei  beliebig  angenommene  Paare  enispi 
chender  Strahlen  abc  und  a^h^c^  (die  nicht  durch  eine^ 
Punkt  gehen),  also  ein  wirkliches  Dreiseit  oder  Dreieck 
jeder  der  Ebenen  b  und  £|  bilden  (S.  347);  dann  ist  zu  jede^^' 
beliebigen  Geraden  g  in  der  Ebene  «  die  entsprechende 
rade  ^,  in  der  Ebene  £,  zu  konstruieren  etwa  auf  folgende  Ai 

Seien  abc  und   aj  b,  c,   die  Ecken  der  beiden  zur 
Ziehung  der  affinen  Ebenen  b  und  £,    gegebenen   Dreieck^ 
und  möge    eine  beliebige  Gerade   g  den   Seiten    .bc  ,     ex 
ab;  des  ersten  Dreiecks  in  den  Punkten  X  ^  l  begegnen, 
dals  also  bekanntlich: 

rc     Da     )S 

ist,  dann  bestimme  man   auf  den  Seiten  des  entsprechenA^^si 
Dreiecks  a,  b,  c,  die  Punkte  j:,  r>j  \^   so,  dals  die  Verhall 
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?l=?i^;     i£_5«ii.     h^  =  iqi   ihrem   Werte   und   Vor- 

zeichen  nach  dieselben  werden,  dann  werden  die  drei  Punkte 
Xi  t)i  }t  cl^^  Ebene  £,  in  der  entsprechenden  Geraden  g^  liegen^ 
denn  es  ist  auch: 

hh  .  Ml  .  J'i»  =  1 . 
rici  '  t)ia,  '  ai6,        ' 

dorch  zwei  dieser  Verhältnisse  ist  also  das  dritte  schon  be- 
stimmt, wie  denn  auch  durch  zwei  der  Punkte  Xi  9i  ii  ^^^ 
Gerade  g^  schon  bestimmt  wird.  Da  man  zu  jeder  Geraden 
g  der  Ebene  e  die  entsprechende  Gerade  g^  der  Ebene  e^ 
konstruieren  kann^  so  kann  man  auch  zu  jedem  Punkte  j:  den 
entsprechenden  Punkt  x^  konstruieren  etwa  wie  folgt: 

Man  bestimme  den  Schnittpunkt  (|a):|,  |bc|)<=»b  und 
(\bx\7  ;ca|)  «»  e  und  bestimme  die  Punkte  b|  und  Cj  in  der 
übene  s^,  so  dais 

4„  .«L*.;    1«  =  -'i«i,  dann  ist 

(|ct,b,|,  |biC,|)  =  Vr 

Da  jedes  Paar  entsprechender  Geraden  die  Träger  ahn- 
iiclier  Punktreihen  sind,  so  fragt  sich,  ob  unter  diesen  ahn- 
liobeii  Punktreihen  auch  gleiche  vorkommen.  Dies  wird 
der  Fall  sein,  sobald  nur  irgend  ein  Paar  entsprechender 
gleicher  Strecken  x^  '^  V\  ^)i  10  den  affinen  Ebenen  vor- 
l^ommt;  tritt  dies  nämlich  ein^  so  werden  die  Verbindungs- 
luiien  \xt)\  und   \Xt^t\  die  Träger  entsprechender  ähnlicher 

I*Uiktreihen  sein  und,  da  das  Verhältnis  — ^-  =   1   ist,   so 

^^Baen  die  Punktreihen  gleich  sein;  aber  nicht  nur  diese, 
••^Jidem  jede  Gerade^  die  zu  \x^\  parallel  ist,  wird  zur  ent- 
^^echenden  Geraden  in  der  Ebene  s^  eine  Parallele  zu  |  ^1  ^i  | 
"^Den,  und  diese  beiden  neuen  Geraden  werden  ebenfalls 
LY^i^^ —  entsprechender  gleicher  Punktreihen  sein,   wie  offen- 


^^^  einleuchtet.  Wir  erhalten  also  zugleich  ein  ganzes 
System  von  entsprechenden  gleichen  Punktreihen,  die  in  jeder 
^^^  £jbenen  s  und  e«  ein  Büschel  von  Parallelstrahlen  bilden. 
^le  Vorliegende  Frage  läfst  sich  also  auf  folgende  reduzieren: 
^enn  abc  und  ai  b)  Cj  die  zur  Bestimmung  der  affinen 
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Fig.  19. 


sollen   in   den  Seiten  jbc;  und   |b,C||    zwei    solche  Punki^  ^ 
und  Xi  bestimmt  werden,  dafs 


1) 
2) 


fcir, 


und 


Bic, 

a  ):  =  a,  Xi 

wird,  dann  sind  die  Geraden  \ax\  und  \cliX\\  offenbar  Tri^^^ 
entsprechender  gleicher  Punktreihen  (Fig.  19). 

Um  diese  elementare  Aufgabe  zu  lösen,    stellen  wir 
nächst  folgende  kleine  Rechnung  an: 

Bekanntlich  gelten  die  Beziehungen: 


ar' 


xh.xc 


+ 


br.Bc    '     cjr.cb  ' 

a.bj 


Aus  der  Bedingimg  aj:  «=  a|)C|   folgt: 
vi  .   xc   +  ab^  .  -\l    +  ac^ 

Bezeichnen  wir  den  unbekannten  Wert: 


hx_ 
b|C| ' 


hx_ 
bc 

er 
cb 


=     w 


=  ^  ,  also 


=  1— M;=1«?«  ,  folglich 


C|b, 


^\^r.  =  wii.-l) 


so  ergiebt  sich: 
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(b,cj  —  bc»)  w  (tP  —  1)  +  (c,a*  -  ca»)  w 
+  (a,b|  -ab»)(l-«>)  =  0; 
lehnen  wir  die  drei  gegebenen  Werte: 

bi  cj  —  b  c^  =  a 
qaj  —  ca^  =  ß 

rgiebt  sich  für  w  die  quadratische  Gleichung: 

a  «?^  +  (^  —  y  ""  ")  w  +  y  =  0, 
Iie  Qur  dann  reelle  Wurzeln  hat,  wenn 

«2  ^  ^2  ^  y2  _  2  (^y  +  ya  +  aß)  >  0.*) 

Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  giebt  es  durch  den  Punkt  a 

reelle  Strahlen,  welche  den  Bedingungen  der  Aufgabe 
igen.     In   gleicher   Weise    können    wir  von  der  Ecke  b 

der  Ecke  c  des  Dreiecks  a  b  c  ausgehen  und  die  analoge 
achtung  anstellen.  Wie  aus  der  Symmetrie  der  gefundenen 
ngung  hervorgeht  rücksichtlich  der  Gröfsen  cc  ß  y^  bleibt 
i  dabei  ungeändert;  es  giebt  also  auch  durch  b  und  durch 
ei  Strahlen  von  der  verlangten  Art.  Es  ist  aber  leicht  zu 
unen,  dafs  diese  keine  neuen  Richtungen  liefern;  denn 

einer  der  beiden  auf  b  c  gefundenen  Punkte  von  der 
Lügten  Art  und  ziehen  wir  durch  b  eine  Parallele  zu  a  X) 
he   der  Gegenseite    ca   in    dem  Punkte  t)  begegnet,  so 

der  entsprechende  Punkt  i),  wegen  der  Affinität  der 
len  durch  die  Bedingung  gefunden: 

1\1l  =  il  -a  i^  =  ii^ 
CiOi         ca        er         CiTi' 

ich  ist  |b|^||  parallel  |jCi  aj;  da  sich  femer  verhält 

\)B  Sc        CtS|  ^)|S| 

ax        CT  "^  Ciri        atXi 

ax  =^1^1   is*;    80    folgt    auch   ^b  =  ^jb^;    folglich 

\)  und  ^,  die   gesuchten  Punkte   auf   {ca|  und    Iciaj; 

*n   wir   drittens  durch  c  und    z^   Parallele   zu   {ax]    und 

i|,  welche  den  Gegenseiten  |ab|   und   ja,  bj  in  j  und  j, 


)  Eine   Bedingung,  welche   Möbias  im  barycentrischen   Calcnl 
)  ohne  Beweis  angegeben  hat. 
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begegnen,  so  sind  dies  die  gesuchten  Punkte  auf  der  dritten  Drei- 
ecksseite. Die  neuen  Richtungen  fallen  also  mit  den  fr&heren 
zusammen;  wir  können  mithin  sagen,  es  giebt  nur  zwei  be- 
stimmte Richtungen  in  der  Ebene  s  und  die  entsprechen- 
den in  der  Ebene  £|  von  solcher  Bescha£Penheity  dais  zwei  ent- 
sprechende Gerade  in  den  afßnen  Ebenen ,  die  diesen  Rich- 
tungen parallel  laufen,  die  Trager  entsprechender  gleiche 
Punktreihen  sind.  Wird  die  vorige  Bedingung  dagegen  nichl 
erfQllt;  so  giebt  es  überhaupt  keine  gleichen  entsprechenden^^^ 
Punktreihen  in  den  affinen  Ebenen.  (Welches  ist  die  ein^^^-^i- 
fachste  geometrische  Interpretation  dieser  Bedingung?) 

Nachdem  wir  uns  über  die  Möglichkeit  der  Auflösun^c-^^^, 
unserer  vorliegenden  Aufgabe  orientiert  haben,  labt  sich  niK:::^^]^ 
die  Konstruktion  selbst  auf  rein-geometrischem  Wege,  etip^^  ^^g 
wie  folgt,  herstellen: 

Wenn  wir  in  dem  Dreieck  a  b  c  von  a  das  Perpendilg"  ^|^^| 
a  p  auf  b  c  herablassen ,  so  lassen  sich  die  Punkte  der  C^^  q^ 
raden  jbc|  paarweise  ordnen,  symmetrisch  liegend  zu  p,  iL  ^^.  j^ 
wenn  j:x'  ^^^  solches  Punktepaar  ist,  so  wird 

sein;    die    Punktepaare    xx'    bilden    dann    eine   gleichse^E^i^. 
hyperbolische    Punktinvolution.      Dieser    entspricht    in  J^r 

Ebene  £,    auf  der  Geraden  |b,  cj  ebenfalls  eine  gleichse: 
hyperbolische  Punktinvolution,  gebildet  von  denjenigen 


paaren  Xi  v'ij  welche  gleich  weit  abstehen  von  dem  Punkt^^^  h 
der  dem  Punkte  p  entspricht.    Dies  folgt  aus  der  Ahnlick^i^ 
der  Punktreihen  auf  |bc|  und  jb,  c,  |,  welche  durch  die    -4i5f. 
nität  der  Ebenen   gegeben  ist.     Zweitens   können   wir    aber 
auf  der  Geraden  jb,  C| ;  eine  zweite  gleichseitig-hyperboliscie 
Punktinvolution  herstellen,  deren  einer  Doppelpunkt  der  Fufs- 
puukt  v^,    des  aus  a|  auf  [bicj   herabgelassenen  Perpendilrels 
ist;  die  Punktepaare  i)il)'i  genügen  also  der  Bedingung: 

^1  qi  =  qi  t/i . 

Wir  können  endlich  die  Punktinvolution  (jc  x)  zu  der 
Punktinvolution  (i))  \)[)  dadurch  in  Beziehung  setzen,  dafs 
wir  mit  demselben  Radius  einmal  um  a  einen  Kreis  schlagen; 
welcher  die  Gerade  |  b  c  |  in  dem  Puuktepaar  y:  je'  triß, 
und  zweitens  um  aj  einen  Kreis  schlagen,  welcher  die  Gerade 
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in  dem  Funktepaar  it]  t^j  schneidet;  derugeroäle  ent- 
spricht dem  Puiiktepaar  xx'  f^as  Punktepaar  iiilju  und  die 
beiden  von  diesen  Funktepaaren  bescliriebenen  InTolutioneii 
werdeu  dadurch  in  prüjektivisclie  Beziehung  gesetzt  Um  dies 
zu  erkennen,  brauchen  wir  uns  nur  ein  Büschel  konzentrischer 
Kreise  zu  denken  und  durch  dieselben  einmal  in  dem  Ab- 
standu  a^  vom  Mittelpunkte  eine  Sekante  und  zweitens  in 
dem  Abstände  n,  C|,  vom  Mittelpunkte  eine  andere  Sekante 
tu  ziehen,  dann  schneidet  ein  und  derselbe  Kreis  immer 
entsprechende  Funktepaare  xv  und  i^j  i)i  auf  den  beiden 
Sekanten  aus;  die  beiden  Involutionen  werden  also  durah 
dasselbe  Büschel  konzentrischer  Kreise  ausgeschnitten  und  ein 
solches  Büschel  ist  ein  epecieller  Fall  eines  Kegelschnitt- 
bflschei»  (Th.  d.  K.  S,  345);  die  Involutionen,  welche  xx 
und  Ui  Op  beschreiben,  sind  daher  projektivisch.  Keruer 
sind  auch  die  von  den  Funktepaaren  r  t'  und  ii  xl  be- 
schriebenen Punktinvolutiouen  projektiviacb ,  wie  unmittelbar 
aus  der  Ähnlichkeit  der  Punktreihen  hervorgeht,  deren  Träger 
|bc|  und  {b,  c,|  sind;  folglich  müssen  auch  die  von  t)i  ^f 
und  T|  Ci  beschriebenen  Punktin voliitionen  auf  demselben 
Träger  |b,  t,  [  projektivisch  sein,  d.  h.  es  gehört  nach  unserer 
Konstruktion  zu  jedem  PiinktepHar  i)]t)i'  ein  bestimmtes  ent- 
sprechendes Funktepaar  TiL''\.  Sobald  es  nun  einmal  vor- 
kommt, dafs  einer  der  Punkte  t;i  »l  mit  einem  des  ent^ 
^rechenden  Punktepaars  xt  i'i  zusammenfällt,  wird  die 
Anfgabe  gelöst  sein.  Wir  reduzieren  die  Funktinvolutioneii 
(ti  ij)  und  (t)i  1)1}  leicht  auf  einfache  Strahlen büaehel  (Th.  d.  K, 
^^b  266),  indem  wir  uns  in  bekannter  Weise  eines  Uilfskegel- 
^^■bnitts  bedienen.  Legen  wir  z.  B.  durch  a,  einen  beliebigen 
^^Keg^l schnitt  C'^'  (oder  Kreis),  so  durchbühren  die  Strahlen- 
paare |a,  iTi'  und  |a,  ri|  den  Kegelschnitt  in  Funktepaaren, 
ilereu  Seimen  durch  einen  festen  Punkt  Xo  der  Ebene  t, 
laufen ;  ebenso  durchbohren  die  Strahlenpaare  !  n,  i),  |  und  ai  l)i  | 
den  Kegelschnitt  O"  in  Punktepaaren,  deren  Sehnen  durch 
einen  zweiten  festen  Punkt  \\  der  Ebene  r,  laufen;  dadurch 
Erhalten  wir  Xa  und  »g  als  Mittelpunkte  zweier  einfachen 
fcätnihlenbüschel,  welche  projektivisch  sein  müssen  wegen  der 
Projektivität  der  Punktinvolutionen;  diese  projektiviachen 
~  tzahlenbUschel  liegen  aber  perspektivisch;  denn  in  dem  un- 
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endlich-entfernten  Punkte  von  |b|  c,  |  fallt  sowohl  ein  Punkte- 
paar  der  Involution  {xi  Ti),  als  auch  das  entsprechende  Punkte- 
paar  der  Involution  (t)|  ^i)  zusammen;  ziehen  wir  also  durch 
ai  eine  Parallele  zu  b,  cj,  so  durchbohrt  dieselbe  den  Kegel- 
schnitt O^^  in  einem  Punkte,  dessen  Tangente  sowohl  j^  ab 
t)o  enthält  und  zwei  entsprechende  Strahlen  der  beiden 
Strahlen büschel  vereinigt;  diese  liegen  also  perspektiTiieh, 
und  ihr  perspektivischer  Durchschnitt  wird  eine  Gerade  rnHj 
welche  dem  Kegelschnitt  C^^^  in  zwei  Punkten  begegnet,  die 
mit  cii  verbunden  auf  bi  C]  |  die  beiden  gesuchten  Punkte  l>e- 
stimmen,  welche  die  Losungen  der  Aufgabe  enthalten;  je 
nachdem  die  konstruierte  Gerade  den  Kegelschnitt  in  iwei 
reellen  Punkten  schneidet,  berührt  oder  nicht  schneidet, 
werden  die  beiden  Auflösungen  reell  oder  zusanunenfallen^ 
oder  konjugiert-imaginär  sein,  wofür  die  algebraische  Be- 
dingung vorhin  ermittelt  ist. 

Wir  haben  also  folgendes  Resultat  : 

Es  giebt  in  zwei  affinen  Ebenen  entweder  g»^ 
keine  oder  in  jeder  Ebene  zwei  bestimmte  Biclm.  ' 
tungen  (die  auch  zusammenfallen  können)  von  der  Be  ^ 
schaffenheity  dafs  jede  zu  einer  solchen  Richtnn  ^ 
parallele  Gerade  und  die  ihr  entsprechende  di  ^ 
Träger  projektivisch  -  gleicher  Punktreihen  de  ^ 
affinen  Ebenen  sind.  Die  Bedingung  dafür,  dais  der  ein ^ 
oder  der  andere  Fall  eintritt,  ist  auf  S.  415  angegeben  wordecB-« 

Sind   in   den  beiden  gegebenen  affinen  Ebenen  f  und  ^s 
zwei  gleiche  entsprechende  Punktreihen  vorhanden  and  ver^ 
mittelst  der  vorigen  Konstruktion  gefunden,  so  lassen  sieb  di^ 
Ebenen  allemal  in  perspektivische  Lage  bringen  dadurch,  dal^ 
wir  in  der  Schnittlinie  der  Träger  zwei  entsprechende  gleich^ 
Puuktreihen  identisch  vereinigen;  dann  befinden  sie  sich  alleiD»l 
in  porspektivischer  Lage,  unabhängig  von  ihrer  Neigung  rt» 
einander.    Denn  die  in  der  Schnittlinie  1(1^)  vereinigten  glei- 
chen entsprechenden   Punktreihen   vertreten   zwei  Paare  ent- 
8i)rechender  Punkte  vi  b  =  vij  b, ;   nehmen  wir  noch  ein  drittci 
Paar  (c  C|)  beliebig  an,  so  ist  die  affine  Beziehung  vollständig 
bestimmt;    da    die    unendlich-entfernten    Geraden  <;*  und  y7 
beider   Ebenen    entsprechende    sind    und  in   einer  Ebene  i* 
liegen ,    so    trittl    diese   den  Verbindungsstrahl    |  c  c,  f   in  den 


48.    Besondere  E^le  kollinearer  Beziehung:  Affinität  etc.      419 

dlich-entfernten  Punkte  SD*,  welcher  Projektionspunkt 
leiden  affinen  Ebenen  ist.  Jede  durch  |  c  C|  |  gelegte  Ebene 
ndet  nicht  nur  2  =  {,  in  zwei  vereinigten  entsprechenden 
:ten,  sondern  auch  (/•  und  ^«  in  entsprechenden  Punkten; 
ich  liegen  die  entsprechenden  Punktreihen  auf  ^r*  und  g^ 
lektivisch  und  haben  zu  ihrem  Projektionspunkt  den 
dlich-cntfemten  Punkt  O*  von  IccJ.  Hieraus  folgt, 
alle  übrigen  Projektionsstrahlen  \XTi\  durch  denselben 
:t  iD"^  laufen  müssen,  also  die  affinen  Ebenen  in  per- 
dvischer  Lage  sich  befinden.  Wir  haben  also  folgendes 
bnis: 

Zwei  affine  Ebenen  lassen  sich  entweder  gar 
it  oder  auf  zwiefach-unendlich-viele  Arten  in 
ipektivische  Lage  bringen,  indem  inderSchnitt- 
eihrer  Trager  zwei  entsprechen  de  gl  ei  che  Punkt- 
en derselben  zur  Deckung  gebracht  werden. 
Verbindungslinien  aller  Paare  entsprechender 
kte  bilden  dann  allemal  ein  Bündel  von  Parallel - 
.hlen. 

Die  im  Vorigen  gelöste  Aufgabe  läfst  sich  demnach  auch 
ussprechen : 

Es  sind  zwei  beliebige  ebene  Dreiecke  abc  und 
C|  gegeben;  dieselben  sollen  im  Räume  so  ge- 
lt werden,  dafs  die  drei  Verbindungssti-ahlen 
I,  Ibbjl,  {cC]|  parallel  laufen. 

Es  ist  unmittelbar  einzusehen,  dafs  entsprechende  gleiche 
hienbüschel  bei  zwei  affinen  Ebenen  nicht  vorkommen 
len,  denn  waren  xVi  die  Mittelpunkte  entsprechender 
!her  Strahlenbüschel  der  affinen  Ebenen  e  s^,  so  müfsten 
imendlich-entfemten  Geraden  ^r*  und  gT  in  entsprechenden 
ihen  Punktreihen  geschnitten  werden,  was  im  allgemeinen 
t  der  Fall  zu  sein  braucht.  Oder  anders  ausgedrückt: 
TX)  i  und  Xi  t)i  äi  entsprechende  Dreiecke  der  affinen 
aen,  und  sollen  j:  und  j:^  die  Mittelpunkte  entsprechender 
ther  Strahlenbüschel  sein,  so  müssen  nicht  allein  die 
kel  zwischen  den  Strahlen  |):t)|,  \vi\  und  ^tit),  j,  ;]i*ij| 
:h  sein ,  sondern  auch  die  durch  x  zu  1 1) }  |  parallel  ge- 
ne   Gerade    mufs   mit   \xt)[  und  | r j^ '    dieselben   Winkel 

sn,  wie  die  durch  Xi  mit  1 1),  j^  |  parallel  gezogene  Gerade 

27  ♦ 
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mit  den  Strahlen  r.  Tj  and  ij ;,  ,  weil  die  unendlich-ent- 
fernten Punkte  Ton  r ;  und  r,  ;,  entsprechende  siod. 
Daraas  würde  aber  folgen,  dals  die  Dreiecke  r  P  }  and  t,  p,  ;,, 
weil  sie  gleiche  Winkel  haben,  einander  ähnlich  sein  mfifsteo^ 
und  da  alsdann  jedes  Paar  entsprechender  Pankte  mit  den 
entsprechenden  Panktreihen  auf  g^  and  gf  Terbanden  iwei 
gleiche  Strahlen büschel  liefern  malste,  so  müfsten  alle  ent- 
sprechenden Dreiecke  ähnlich  sein,  also  auch  die  zur  Be 
Stimmung  der  affinen  Beziehung  gegebenen  a  b  c  and  a,  b|  Cj, 
was  nicht  der  Fall  zu  sein  braucht:     Wir  schliefsen  also: 

Wenn  bei  zwei  affinen  Ebenen  ein  Paar  ent- 
sprechender gleicher  i^trahlenbüschel  vorkommt, 
so  sind  sämtliche  Paare  entsprechender  Strtli- 
lenbGschel  einander  gleich  und  sämtliche  ent- 
sprechende Dreiecke  einander  ähnlich,  alsojeiwei 
entsprechende  Strecken  stehen  in  konstantem  Ver- 
hältnis zu  einander. 

Wir  nennen  in  diesem  Falle  die  affinen  Ebenen  ihn- 
lieh  und  bemerken,  dals  zur  Ähnlichkeit  zweier  ebenen 
Felder  nicht  allein  erforderlich  ist,  dats  die  unendlich-ent- 
fernten Geraden  g^  und  g^  einander  entsprechen,  sondern 
auFserdem  die  projektivischen  Punktreihen,  deren  Trager/ 
und  //'  sind ,  einander  gleich  sind,  d.  h.  wenn  man  Ton  iigend 
einem  endlichen  Punkte  p  ein  Strahlen bQschel  zieht  naeh 
der  F'unktreihe  auf  g'',  dieses  Strahleubüschel  gleich  ist  dem- 
jenigen, welches  man  erhält,  wenn  man  irgend  einen  end- 
lichen Punkt  Pi  mit  Jen  entsprechenden  Punkten  auf  g*  ver- 
bindet. Wir  wollen  dies  kurz  dadurch  ausdrücken,  dalk  wir 
die  entsprechenden  Puuktreihen  auf  g"^  und  g*  gleich  nennen. 
Bei  zwei  projektivisch-ähnlichen  Feldern  sind  also  sämtliche 
Paare  entsprechender  Strahleubüschel  einander  gleich  und 
irgend  zwei  entsprechende  Strecken  stehen  in  demselben  kon- 
stanten Verhältnis  zu  einander: 

^^    «=  konst., 

was  bei  affinen  Ebenen  nicht  der  Fall  ist.  Daher  können 
bei  ähnlichen  Feldern  keine  zwei  gleichen  entsprechendes 
Punktreilieii  vorkommen ,  es  sei  denn  y  dals  der  koiu^^ 
Wert  =  1  sei,  alsdann  sind  aber  alle  entsprechenden  Strecken 
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einander   gleich  und  in  diesem  Falle  heifsen  die  kollinearen 
Ebenen  gleich  (oder  kongruent). 

Zur  Bestimmung  zweier  projektiyisch-ähnlichen  Ebenen^ 
bei  denen  die  unendlich-entfernten  Geraden  g"^  und  g\  ent- 
sprechend und  die  Träger  gegebener  gleicher  Punktreihen 
sind,  genügen  zwei  Paare  entsprechender  Punkte  aa,  und 
bbi;  man  erhält  zu  jedem  Puukte  }:  der  Ebene  b  den  ent- 
sprechenden Punkt  ^1  der  Ebene  £, ,  indem  man  ein  dem 
Dreieck  ab]r  ähnliches  Dreieck  aibj^j  konstruiert,  von  dem 
die  Seite  a|bi  gegeben  ist;  die  dabei  eintretende  Zwei- 
deutigkeit wird  dadurch  gehoben,  dafs  man  die  auf  g"^  und 
g\  gegebenen  gleichen  Punktreihen    fixiert;    das   Verhältnis 

^       giebt  den  konstanten  Wert  des  Verhältnisses  je  zweier 


entsprechenden  Strecken. 

Zur  Bestimmung    zweier  projektivisch- gleichen  Ebenen 
ist    nur    ein    Paar   entsprechender    Punkte    aa,    notwendig, 
weil  der  Wert  des  konstanten  Verhältnisses  =  1  gegeben  ist. 
Zwei  projektivisch'ähuliche  Punktfelder  lassen  sich  sehr 
leicht  dadurch  in  perspektivische  Lage    bringen,    dafs  man 
die  unendlich-entfernten  Geraden  p"  und  ^^  mit  ihren  gleichen 
entsprechenden  Punktreihen  zur  Deckung  bringt,  wobei  also 
die  Träger  £  und  b^  selbst  in  parallele  Lage  kommen;  als- 
dann müssen  die  Geraden  |ab|  und  |a|bi|,   deren  unendlich- 
entfernte  Punkte  entsprechende  sind,  also  auf  ^*  =  ^*  zu- 
sammenfallen, parallel  sein,   folglich   in  einer  Ebene  liegen; 
es  müssen  also  auch    aa, |  und  |bb,|  in  einem  Punkte  O  sich 
treffen,   und  durch  diesen  gehen  offenbar  alle  Verbindungs- 
strahlen entsprechender  Punkte;  der  Punkt  O  liegt  im  End- 
lichen,   so  lange  ab    und    a^bj   nicht   einander  gleich    sind, 

d.  h.   so  lanire  das  Verhältnis  — r-    von    1    verschieden    ist. 

Zwei  ähnliche  Punktfelder  lassen  sich  also  immer 
auffassen  als  die  Durchschnitte  zweier  parallelen 
fibenen  durch  ein  Strahlenbündel.  Sind  endlich  die 
in  perspektivische  Lage  gebrachten  projektivisch- ähnlichen 
PaiÄtfelder  insbesondere  gleich,  so  geht  der  Projektions- 
punkt O  in  die  Unendlichkeit  oder  steht  gleich  weit  von 
den  beiden  parallelen  Trägem  ab.    Zwei  gleiche  Punktfelder 
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lassen  sich  also  immer  auffassen  als  die  Durchschnitte  zweier 
parallelen  Ebenen  durch  ein  Strahlenbündel  von  Panliel- 
strahlen^  während  irgend  zwei  nicht  parallele  Ebenen  durch 
dasselbe  nur  in  affinen  Punktfeldern  geschnitten  werdeu. 

Aber  wir  können  zwei  gleiche  Punktfelder  auch  noch 
auf  andere  Art  in  perspektivische  Lage  bringen,  indem  wir 
ihre  Träger  so  stellen,  dafs  irgend  zwei  endliche  ent8pr^ 
chende  gleiche  Punktreihen  in  der  Schnittlinie  zur  Deckung 
gelangen.  Dann  wird  zwar  auch  noch  der  Projektionsponkt 
C  in  die  Unendlichkeit  gehen,  aber  in  eine  der  beiden  b^ 
sonderen  unendlich-entfernten  Geraden  hineinfallen,  in  welchen 
die  Halbierungsebenen  der  Winkel  und  Nebenwinkel  zwischa 
den  gegebenen  Trägern  die  unendlich -entfernte  Ebene  t* 
schneiden,  und  zwar  wird  O  einer  derjenigen  beiden  Punkte 
sein,  in  welchen  die  eben  genannten  Linien  von  einer  Ebene 
getroffen  werden,  die  auf  der  Schnittlinie  beider  Trager  nor- 
mal steht. 

§  49.   Ausgezeiohnete  Elemente  zweier  resiproken  Gebüda. 

Fassen  wir  zuerst  zwei  reziproke  Ebenen  £  und  f,  ins 
Auge,  bei  denen  also  sämtlichen  Punkten  jp  der  Ebene  t  <fo 
Strahlen  x\    in   der   Ebene  £, ,  und   gleichzeitig   sämtlichen 
Strahlen  y  in  der  Ebene  e  die  Punkte  t)|   der  Ebene  s^  der- 
gestalt eindeutig  entsprechen,  dafs,  wenn  ^  in  y  liegt,  Xx 
durch   1),   gehen  muls,   und  wenn  r  eine  gerade   Punktreib^ 
auf  y  beschreibt,  j:,  ein  mit  derselben  projektivisches  Strahlen- 
büschel  um  i),  beschreibt  u.  s.  w.  (S.350).  Bei  den  in  solcher  re^* 
proken  Beziehung  rücksichtlich  ihrer  ungleichartigen  Elemen^^ 
zu  einander  stehenden  Ebenen  s  und  s^  entspricht  insbesonde^ 
der  unendlich-entfernten  Geraden  ^*  der  Ebene  €  der  Punl^ 
q,  der  Ebene  e^  und  der  unendlich-entfernten  Geraden  r'  d^^ 
Ebene  e^  der  Punkt  r  der  Ebene  €.    Diese  besonderen  Punkte ' 

r    und    qi , 

welche  den  unendlich  -  entfernten  Geraden  r*  und  q'  d^ 
Ebenen  £,  und  e  entsprechen,  sollen  die  Mittelpunkt- ' 
der  reziproken  ebenen  Felder  heifsen.  Zieht  man  dnr^' 
r  Strahlen  in  der  Ebene  f,  welche  Durchmesser  hci^ 
sen    mögen,    so    entsprechen    denselben    die    unendlich  -  em '^ 
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•en  Paukte  der  Geraden  r'l,  also  dem  durch  r  gehenden 
d  X  der  auf  r*  liegende  Punkt  p*;  wir  nennen  zwei 
hmesser  x  und  |c|,>:*|  =  y|  k.onjugierte  Durch- 
8 er,  weil  auch  dem  Durchmesser  y^  =  |qj);*|  der  Punkt 
I,  d.  h.  der  unendlich-entfernte  Punkt  von  x  entspricht, 
der  Durchmesser  x^  welcher  r  mit  diesem  unendlich- 
mten  Punkte  verbindet,  konjugiert  ist  dem  Durch- 
sr  y|.  Wir  erhalten  dadurch  mit  r  und  q^  als  Mittel- 
ten  zwei  projektivische  Strahlenbüschel,  welche   von  je 

konjugierten  Durchmessern  in  den  beiden  Ebenen  € 
«,  beschrieben  werden.  In  jedem  dieser  beiden  projek- 
lien  Strahlenbüschel  giebt  es  bekanntlich  ein  einziges 
nmtes  Paar  Strahlen,  welche  rechtwinklig  zu   einander 

und  deren  entsprechende  Strahlen  auch  zu  einander 
winklig  sind,  die  Schenkel  der  entsprechenden  rechten 
kel*.  Es  giebt  also  in  der  Ebene  e  zwei  rechtwinklige 
hmesser  a  und  b,  deren  konjugierte  Durchmesser  a|  und 

der  Ebene  £,  auch  zu  einander  rechtwinklig  sind,  d.  h. 
lie  reziproke  Beziehung  entspricht  dem  Strahle  a  der 
dlich^entfernte   Punkt  von  aj   und   dem  Strahle  öj   der 


Fig.  20. 


Uich-entfernte  Punkt  von   a  und   ebenso  für  b  und  6^. 

besonderen   Paare    konjugierter  Durchmesser  ab    und 

oUen  die  A  xen  der  reziproken  Ebenen  genannt  werden; 
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bezeichnen  wir  die  unendlich -entfernten  Pankte  derselben 
durch  a"^  b"^  a^  b"^ ,  so  sind  entsprechende  Elementenpiare 
der  beiden  reziproken. Ebenen: 


a 

und 

«1 

Ol 

und 

a* 

h 

und 

bT 

h 

und 

b*. 

Vermittelst  dieser  besonderen  Elemente  ist  es  nun  sehr 
leicht,  Paare  entsprechender  Elemente  der  beiden  reziprokes 
Ebenen  zu  konstruieren ;  denn  (Fig.  20)  bewegen  wir  einei 
Punkt  V  auf  dem  Strahle  a,  so  beschreibt  der  entsprechende 
Strahl  .r,  ein  ParallelstrahlenbOschel  (durch  a*),  welch« 
projektivisch  ist  mit  der  von  y:  beschriebenen  Panktreike. 
Nennen  wir  r,  den  Durchschnittspunkt  von  x^  und  &„ 
so  durchlaufen  r  und  Xx  ^uf  den  geraden  Tragem  a  and  i| 
projektivische  Punktreihen,  deren  Durchschnittspankte  der 
Paralielstrahlen  r  und  q,  sind;  folglich  haben  wir  wegen 
der  konstanten  Potenz  : 

rj:.q,):,  =c,, 

wo  die   Konstante  c,   durch    die  reziproke  Beziehung  geg^ 
ben  wird. 

Bewegen  wir  zweitens  einen  beliebigen  Punkt  p  snf 
dem  Strahl  6,  so  beschreibt  der  entsprechende  Strahl  y,  ein 
Büschel  von  Parallestrahlen  (durch  b*),  welches  projektifiseh 
ist  mit  der  von  i>  beschriebenen  Punktreihe.  Nennen  lÄ 
«,  den  Durchschnittspunkt  von  y^  und  a, ,  so  durchlanfcB 
n  und  \\^  auf  den  geraden  Trägem  b  und  a,  projektiTiscbe 
Punktreihen,  tur  welche  r  und  q,  den  unendlich  -  entfernten 
Punkten  entsprechen,  folglich  haben  wir  wegen  der  ko0- 
stauten  Potenz: 

rn  .  q,i^,  =r,, 

wo  die  Konstante  r.,  ebenfalls  durch  die  reziproke  Beziehnnti 
gegeben  wird;  gleichzeitig  entsprechen  den  Punkten  r,  n»* 
r,  der  Ebene  ;,  die  J^trahlen  jc  und  y,  welche  durch  r  of»^ 
y>  bez.  parallel  zu  h  und  a  gezogen  werden. 

Demnach   entspricht   der  Geraden    rr    der  Punkt  ^x,y" 
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nd  dem  Punkt  (xy)  die  Gerade  |):|t)||.  Sobald  also  die 
zen  der  reziproken  Beziehung  aba^bi  und  die  Werte  der 
instanten  Potenzen  C)  und  Cj  gegeben  sind ,  können  wir  zu 
der  Geraden  der  Ebene  e  den  entsprechenden  Pimkt  der 
bene  £|  und  zu  jedem  Punkte  der  Ebene  s  die  entsprechende 
erade  der  Ebene  s^  in  einfachster  Weise  konstruieren,  was 
icht  weiter  ausgeführt  zu  werden  braucht. 

In  noch  einfacherer  Art  gestaltet  sich  die  Abhängigkeit 
itsprechender  Elemente  bei  zwei  reziproken  Ebenen,  (und  wir 
erden  auf  ein  bekanntes  Gebilde  der  Ebene,  das  ebene  Polar- 
rstem,  zurückgeführt),  wenn  wir  uns  die  Träger  6  und  £j  so 
if  einander  gelegt  denken  3  dafs  die  Axen  a  und  b^  und 
Leichzeitig  b  und  a^  auf  einander  fallen,  indem  r  mit  q, 
oinzidiert.  Dann  liegen  nämlich  die  projektivischen  Punkt- 
)ihen  j:  und  j:^  auf  a  und  6,  inyolutorisch,  und  ebenso  liegen 
e  projektiyischen  Punktreihen  X)  und  X)^  auf  b  und  a|  in- 
>lutori8ch;  die  beiden  projektivischen  Strahlenbüschel  der 
^njugierten  Durchmesser,  deren  Mittelpunkte  r  und  q,  sind, 
Bgen  gleichfalls  involutorisch.  Hieraus  folgt  unmittelbar, 
i&  bei  den  in  solcher  Weise  zusammeugelegten  rezipro- 
»n  Ebenen  jedem  Punkte  j:  =  X)^,  der  in  doppeltem  Sinne 
8  der  einen  und  der  anderen  Ebene  angehörig  aufgefa&t 
erden  kann ,  eine  und  dieselbe  Gerade  Xi  =  y  entspricht, 
id  wir  erkennen  aus  unserer  Konstruktion,  dafs  die  zu- 
unmengehorigen  Elemente  j:  und  x^  nichts  anderes  sind  als 
^ol  und  Polare  eines  ebenen  Polarsystems  (Th.  d.  E.  §  56), 
Q  welchem  r»=qi  der  Mittelpunkt  und  ab  oder  &,a,  die 
^en  mit  den  ihnen  zugehörigen  Punktinvolutionen  sind, 
irodurch  das  Polarsystem  vollständig  bestimmt  wird.  Wir 
schliefsen  also  folgendes  Resultat: 

Zwei  allgemein  gegebene  reziproke  Ebenen 
lassen  sich  allemal  so  auf  einander  legen,  dafs  je 
sw'ei  entsprechende  Elemente  y  und  Xi  Pol  und  Po- 
«re  eines  ebenen  Polarsystems  werden.  Wir  be- 
ler&en  noch,  dafs  sich  dies  auf  vier  verschiedene  Arten  be- 
erlcstelligeu  läfst,  indem  man  bei  den  Axen  ab,  a\bi, 
ilche  durch  die  Punkte  r  und  q,  in  je  zwei  Hälften  geteilt 
*^«ii,  diese  Halbaxen  durch  die  Vorzeichen  +  ^^^  ~  unter- 
eidet  und  dann  die  beiden  Ebenen  €  und  €^  so  zur  Deckung 
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bringt,  dafs  r  und  q,  auf  einander  fallen  und  aulflerdem 

entweder  4~  <^  t^^^  4~  ^i  ^^^  gleichzeitig  4~  ^i  ™i^  +  ^ 

oder  4"  ^  Dii^  —  ^i     j»  ;;  +  ^i  ™^  +  ^ 

„  —  a  mit  +  6j     „  „  —  a^  mit  -f  6 

„  —  a  mit  —  6,     „  „  —  O]  mit  +  h 

zusammenfallen.  Die  hierbei  auftretenden  Tier  Polanystcoe 
stehen  in  einem  eigentümlichen  Zusammenhang  mit  einander 
(vergl.  Th.  d.  K.  §  55^.  — 

Um  zweitens  die  ausgezeichneten  Elemente  bei  zwei  res- 
proken  Bündeln  C  und  C|  zu  ermitteln,  können  wir  nns  der 
schon  oben  \,S.  357)  gemachten  Bemerkung  bedienen,  wodurch 
ein  Ebenenbündel  durch  das  komplementäre  Strahlenbttndel 
(^sämtliche  Normalen  der  Ebenen  >  oder  ein  StrahlenbQndel 
durch  das  komplementäre  Ebenenbündel  (die  Normalebenen  n 
samtlichen  Strahlen )  ersetzt  und  dadurch  statt  der  reziproken 
Beziehung  die  kollineare  eingeführt  wird. 

Seien  zwei  Bündel  C  und  Ci  in  reziproker  Beziehung 
g^eben.  so  entspricht  jedem  Strahle  x  des  Bündels  C  eine 
bestimmte  Ebene  |,  des  Bundeis  C,  und  jeder  Ebene  (  dei 
Bündels  C  ein  bestimmter  Strahl  x,  des  Bündels  C,  (S.  353). 
Weun  wir  jetzt  auf  der  Ebene  ^|  eine  Normale  y,  in  dem 
Punkte  Ct  errichten,  so  wird,  wenn  das  Paar  entsprechende 
Elemente  .r  und  £,  der  reziproken  Beziehung  gemifs  sieh 
Temndert.  das  Paar  entsprechender  Strahlen  x  und  jfi  nr^ 
kollineare  Bündel  durchlaufen,  wie  aus  der  oben  angegebenen 
Konstruktiven  hervorvreht.  Die  besonderen  Elemente,  wekhe 
diesen  beiden  kollineareii  Bündeln  zukommen  8.  381),  führen 
nun  zugleich  auf  die  besonderen  Elemente  der  reziproken 
Bündel  C  -  und  Cji^^i.'.  Wir  haben  gesehen,  dafs  e» 
immer  in  den  beiden  kollinearen  Bündeln  zwei  entsprechende 
rwhtwinkiige  l^reikanie  •■  >  •  und  r^  s,  t^  giebt;  nehmen  wir 
liaher  ru  r.  die  Normalebeae  p, ,  welche  mit  der  Ebene  [*|M 
fusammentlllt  u.  <    w..  also  die  drei  Ebenen: 

so  etitsprwher  sich  :::  vien  irec^benen  reziproken  Bündeh 
C  .:  uui  C  ;.'  ^li:>  rvvr.Twinkiice  E>rvikant  rst  und  to 
r^'hiw-inkiii^'  Prtiddch   o   v*,  r. .   und   wenn  wir  andeierserti 
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ie  drei  Ebenen: 

[st]  =  Q    [tr]  «=  ö    [rs]  =  r 

ezeiclmen^  so  entsprechen  sieh  in  den  gegebenen  reziproken 
ifindeln  £)[S]  und  Oi|:r||  das  rechtwinklige  Dreiflach  qöx 
nd  das  rechtwinklige  Dreikant  r,  s^  t^,  also: 

Zwei  allgemein  gegebene  reziproke  Bündel  O 
nd  0|  besitzen  allemal  ein  einziges  bestimm- 
BS  Paar  entsprechender  rechtwinkliger  Dreikante 
nd  Dreiflache^  so  dafs  drei  bestimmten  recht- 
inkligen  Strahlen  rst  des  einen  Bündels  O  drei 
estimmte  zn  einander  rechtwioklige  Ebenen  p,  ö^  r, 
es  anderen  Bündels  Ci  und  gleichzeitig  den 
chnittstrahlen  der  letzteren  die  Verbindungs- 
benen  der  ersteren  entsprechen. 

Diese  besonderen  Strahlen  und  Ebenen  sollen  die  Haupt- 
sen  nnd  Hauptebenen  der  beiden  reziproken  Bündel 
difsen.  Vermittelst  derselben  lassen  sich  nach  §  44  metrische 
elationen  zwischen  entsprechenden  Elementen  der  beiden 
^proken  Bündel  ermitteln,  welche  die  ganze  Beziehung 
»herrschen.  Ist  z.  B.  x  ein  beliebiger  Strahl  des  Bündels  O 
ad  Si  die  entsprechende  Ebene  des  Bündels  £)^y  so  wird  sein: 

tg([ra;],  r).tg(|piS,|,Si)  =  Äi 
tg  ([5a:],  p)  .  tg  ([(^igjj,  g -=  ^2 
tg  {[tx],  ö)  .  tg  (iT J,  I,  r,)  =  itj  , 

o  die  drei  Eonstanten  Jbj  Z^j  k^ ,  welche  durch  die  reziproke 
esiehung  gegeben  werden,  der  Bedingung  unterworfen  sind: 

K*  Kn  K^     ^^    M.    . 

'arch  dieselbe  Hilfsbetrachtung  der  Einführung  eines  kom- 
lemeniaren  Bündels,  wodurch  die  reziproke  Beziehung  auf 
ie  koUineare  zurückgeführt  wird,  können  wir  noch  an- 
3re  ausgezeichnete  Eleihentenpaare  der  gegebenen  rezipro- 
en  Bündel  ermitteln,  nämlich  zwei  besondere  Strahlenbüschel 
i  dem  Bündel  O,  die  ihren  entsprechenden  Ebenenbüscheln 
a  Bündel  0|  gleich  sind,  und  zwei  besondere  Ebenenbüschel 
Q  Bündel  O,  die  ihren  entsprechenden  Strahlenbüscheln  im 
ündel  0|  gleich  sind;  doch  erscheinen  dieselben  von  geringe- 
»r  Bedeutung  und  können  leicht  aus  §  45  abgeleitet  werden, 
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so  dafs  wir  hier  von  einer  näheren  Untersuchung  derselben 
Abstand  nehmen.  Dagegen  müssen  wir  noch  hervorheben, 
dafs  sich  zwei  allgemein  gegebene  reziproke  Bfin- 
dcl  immer  mit  ihren  Mittelpunkten  so  vereinigen 
lassen,  dafs  ein  beliebiger  Strahl  x  und  seine  ent- 
sprechende Ebene  S,  Polarstrahl  und  Polarebene 
eines  und  desselben  Polarbündels  werden  (S.  34). 
Dies  geschieht  dadurch,  dais  wir  nach  Vereinigung  der  Mittel- 
punkte O  O,  die  Hauptaxen  r  s  t  und  die  sie  verbindenden 
Ebenen  [st]  =  q,  [tr]  =  ö,  [rs]  ==  t  mit  den  entsprechenden 
Hauptebenen  q^  a^  r,  und  deren  Schnittstrahlen  ö^t^  «=r|y 
i  r,  (>,  I  =  5, ,  Q^a^  =  t^  derart  zur  Deckung  bringen,  dais  r 
mit  r^ ,  s  mit  s^ ,  t  mit  ty ,  also  auch  q  mit  p, ,  (^  mit  0p 
r  mit  Tj  zusammenfallen.  Die  Hauptaxen  und  Hauptebenen 
der  reziproken  Bündel  werden  bei  dieser  konzentrischen  (polt- 
ren)  Lage  Hauptaxen  und  Hauptebenen  des  Polarbündels,  und 
die  Beziehung  der  Reziprozität  geht  über  in  die  bekannte 
Polaritätsbeziehung  beim  Polarbündel.  Diese  polare  Lag« 
zweier  konzentrischen  reziproken  Bündel  lälst  sich  auf  tier 
verschiedene  Arten  bewerkstelligen,  und  die  dadurch  erhalte- 
nen vier  verschiedenen  Polarbündel  stehen  in  der  oben  tf* 
wähnten  eigentümlichen  Abhängigkeit  von  einander. 

§  50.    Zusammenliegende  resiproke  Gebilde; 

inoidente  Elemente. 
Werden  zwei  reziproke  Ebenen  €  und  £,  mit  ihren  Trägern 
beliebig   zusammengelegt,   so  entsteht   die  Frage,   ob  Panki« 
der  einen  Ebene   in   die  entsprechenden  Strahlen  der  andern 
zu  liegen  kommen,  oder  Strahlen  der  einen  Ebene  durch  die 
entsprechenden  Punkte  der  andern  gehen;  solche  Elementen* 
paaresollen  incidente  Elemente  heiisen,  und  es  ist  leicht 
zu  erkenuen.   dafs  es  deren   im  allgemeinen   unendlich- viele 
geben  wird,  nämlich  auf  jeder  beliebigen  Geraden  zwei  Punktet 
deren   entsprechende  Strahlen   durch   sie  selbst   gehen;  den^ 
lassen  wir  auf  irgend  einer  Geraden  a  einen  Punkt  r  laof«^- 
so  beschreibt  der  entsprechende  Strahl  x,  ein  Strahlenbüscb^^ 
um  den  festen  Mittelpunkt  vi, ,   welches   projektivisch  ist  lO*^ 
der  von  v  durchlaufenen  Punktreihe;  durchbohrt  also  x,  d«^ 
Strahl  a  in  dem  Punkte  v, ,  so  hal>en  wir  auf  dem  Träger 
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v^ei  zasammenfallende  projektivische  Punktreihen,  welche  im 
Ugemeinen  zwei  Doppelelemente  haben;  diese  genügen  der 
Sedingung,  dafs  ihre  entsprechenden  Strahlen  durch  sie  selbst 
eben.  Hieraus  läfst  sich  erkennen;  dafs  der  Ort  aller  solcher 
'unkte  X}  deren  entsprechende  Strahlen  x^  durch  sie  selbst 
eben,  ein  Kegelschnitt  sein  wird.  Allein  diese  Bemerkung 
iebt  uns  keinen  im  Sinne  der  synthetischen  Geometrie  be- 
-iedigenden  Anfschlufs,  indem  sie  keine  Konstruktion  dieses 
[^elschnittes  giebt,  und  läfst  uns  ganz  im  Stich;  sobald  der- 
)lbe  imaginär  ist;  d.  h.  gar  keine  incidenten  Elemente  vor- 
ommen.  Es  ist  daher  wünschenswert,  eine  Konstruktion  zu 
esitzeu,  welche  das  einen  (reellen  oder  imaginären)  Kegel- 
dinitt  immer  vertretende  Polarsystem  liefert  (Th.  d.  K.  §  56, 
7);  zu  einer  solchen  Konstruktion  gelangen  wir  auf  folgende 
^eise*): 

In  zwei  auf  einander  liegenden  reziproken  Ebenen  €  und 
(  ist  jeder  Punkt  und  jeder  Strahl  doppelt  aufzufassen 
[eichzeitig  als  der  einen  und  der  andern  Ebene  angehörig. 
ebmen  wir  einen  beliebigen  Strahl  ^  «=  y, ,  so  entspricht 
im  in  beiderlei  Sinn  der  Punkt  Xi  und  der  Punkt  ty;  die 
erbindungslinie  j^:,  ^|  triffb  ihn  in  einem  dritten  Punkte  ^, 
1  welchem  man  den  vierten  harmonischen  zugeordneten 
tmkt  j:'  bestimme;  so  dafs 

rird;  dann  kann  man  dem  Strahle  x  den  so  konstruierten 
'unkt  x'  zuordnen  und  nachweisen,  dafs  j:  und  x  Pol  und 
Polare  eines  bestimmten  ebenen  Polarsystems  sind  (vergl. 
3.  30  «.). 

In  der  That  zeigt  sich  zunächst;  dafs,  wenn  der  willkür- 
lich angenommene  Strahl  x  =  ^|  sich  um  einen  festen  Punkt 
a "«  b|  dreht;  der  ihm  zugeordnete  Punkt  x  eine  mit  diesem 
Strahlenbüschel  projektivische  gerade  Punktreihe  beschreibt, 
Jena  die  Punkte  jCj  und  X)  beschreiben  zwei  projektivische 
[^rade  Punktreihen  auf  den  Trägem  a^  und  h,  welche  dem 
WUie  a  «=  b|  vermöge  der  gegebenen  reziproken  Beziehung 


^3  VergL  H.  Schröter:  Untersuchung  zusammenfallender  rezipro- 
f  Oebilde  in  der  Ebene  und  im  Baume ,  Borchardt's  Journal  f.  Math. 
•  77.     8.  106. 
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Fig.  21. 


entsprechen  (Fig.  21);  bezeichnen  wir  noch  die  Schniit- 
ponkte  des  yeranderlicben  Strahles  :r "» y,  mit  b  und  a, 
durch 

{xb)  =  v    und     (y,a,)  =  9i, 

so  ist  ersichtlich,  dafi 
nicht  blofs  jr  und  ^i  lof 
b  und  Ol  g  sowie  t)  und 
9i  auf  diesen  Tragen 
projektiyische   Pimkt- 
reihen       durchlanfei, 
sondern  auch,  dab  diese 
Punktreihen  dieselben 
sind;  denn  gehen  wir 
Yon    dem  Elementen* 
paar  x  j^  der  rezipro- 
ken Beziehung  ans,  lo 
wird  bei  der  Drehung 
von  X  um  a  der  Punkt  X\  a^^  0\  sich  bewegen  und  der  Schnül- 
punkt  j:  B=  {Xy  b)  des  veränderlichen  Strahls  x  mit  dem  festoi 
Strahl  b  eine    mit  Xt  projektiyische   gerade    Punktreihe  be- 
schreiben.    Derselben  projektivischen  Beziehung  gehört  tbcr 
auch  das  Punktepaar  \)  V}^  an,  welches  wir  erhalten,  wenn  wir  / 
als  f/|  auffassen  und  a  als  b,  und  dem  Schnittpunkte  {y\0\^'^h 
den  Punkt  xs  entsprechen  lassen,  welcher  vermöge  der  reziproken 
Beziehung  dem  Strahle  y,  entspricht;  denn  dem  Strahle  |afi', 
mufs   der  Punkt  (a^y^)  =  t}^   entsprechen.     Wir  haben  abo 
auf  den  Trägem  b  und  a,   nur  zwei  projektivische  Ponkt- 
reihcn  aufzufassen  x  ^^^^  Xi    oder  i)  und  i),  und  deren  Ele- 
mente paarweise  so  zu  vereinigen,   dafs  x  und  ^,  auf  einem 
um    a  =  b|   gedrehten  Strahle   liegen;   die  Verbind ungslini^ 
Ijrjt)!  der  entsprechenden   Punkte   triflFt    der  Strahl    |]ci),|  i** 
einem  Puukte: 

^  =  (  Vh  y  ITi^  ), 
dessen  Ort  (Th.  d.  K.  S.  93)  bekanntlich  eine  feste  Gerade  s  iB^ 
welche  durch  diejenigen  beiden  Punkte  geht,  die  den  im  Schnitt 
punkte  (6</|)  vereinigten  Punkten  entsprechen.  Bei  der  Bew^* 
gung  umhüllt  die  Verbindungslinie  X\  \)\  einen  Kegelschnitt,  d^ - 
b  a,  .s  zu  festen  Tangenten  hat,  und  auf  der  vierten  verande^ 
lieben  Tangente  |]C|i){   wird  allemal  der  zu  den  drei  Schnitt 
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mkten  vierte  harmonische  dem  ^  zugeordnete  Punkt  y: 
mittelt.  Dieser  Punkt  durchläuft  daher  eine  feste  vierte 
mgente  des  vorigen  Kegelschnitts  ^  und  da  zwei  feste  Tan- 
nten  'eines  Kegelschnitts  von  einer  veränderlichen  allemal 
zwei  projektivischen  Punktreihen  geschnitten  werden^  so 
rchlaufen  die  Punkte  j  und  ^j,  also  auch  der  Punkt  / 
d  der  Strahl  x  projektivische  Gebilde. 

Diese  beiden  Gebilde  liegen  involutorisch,  d.  h.  einem 
rch  j:  gezogenen  Strahl  u  entspricht  ein  Punkt  u',  welcher 
f  X  liegt;  ziehen  wir  nämlich  von  a  aus  den  Strahl  \^^'\y 
lieber  den  Trägem  i  und  a^  in  den  Punkten  g  und  tj 
segnen  möge,  deren  entsprechende  i^  und  t  seien,  so 
vden  infolge  der  projektivischen  Beziehung  die  Doppelver- 
Itnisse  gleich  sein: 

(^9ät)  =  (^1 9i h  ti)    also  auch 
=  (9i)^|tiii); 
thin  auch  die  Strahlenbüschel  projektivisch : 

a|;:^gt|  A  a|^ij:,t,ail    oder 
A  ct|t,ait)ij:i|. 

.  aber  a  ^  l)i  auf  einem  Strahle  und  a  j  tj  auch  auf  einem 
-ahle  liegen,  so  liegen  die  beiden  Strahlenbüschel  involu- 
iscb  und  bilden  eine  Strahleninvolution,  deren  Paare  kon- 
iperte  Strahlen  sind: 

|aj:|    und    |aä| 

la^l    und     |aj,| 

|a)r,  I    und    |at|, 

Iglich  werden  auch  die  Strahlenbüschel  projektivisch  sein: 

^\ri^n\  A  ci|täiäj:i; 

HB  koinzidiert  aber  der  Strahl  |a}|  mit  |aj:'l  und  wegen  der 
ier  harmonischen  Punkte  ji^X)  ij!  ist  auch 

a|):,t)j:al  =  -  1, 
her 

Ä  Itäij):|  =  — 1, 

-  "Wenn  wir  zu  t,  ji  imd  dem  Schnittpunkt  (jt, ,  tji)  =  8' 
2C£^eordneten  vierten  harmonischen  Punkt  u'  konstruieren, 
der  Strahl  |a>:{  durch  den  Punkt  u   gehen  müssen, 
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d.  h.  wenn  j:  auf  u  liegt,  so  muls  u  auf  x  liegen;  dadurch 
ist  die  inyolutorische  Lage  beider  Gebilde  nachgewiesen,  and 
dadurch  ist  denn  auch  der  Nachweis  gef&hrt,  dafe  x  and  f 
Polare  und  Pol  für  ein  bestimmtes  ebenes  Polarsyst^m  sind, 
welches  einen  reellen  oder  imaginären  Kegelschnitt  zum 
Kern  hat,  d.  h.  solche  besondere  Gerade  x,  deren  Pole  j  in 
ihnen  liegen,  sind  die  Tangenten  eines  Kegelschnitts  and  die 
Punkte  x'  ihre  Berührungspunkte.  Sobald  aber  der  Fall  ein- 
tritt, dafs  von  den  vier  harmonischen  Punkten  d  p  }:,  9  ivei 
zugeordnete,  nämlich  ^  und  x  zusammenfallen,  mufs  in  dieien 
auch  einer  der  beiden  andern  zugeordneten  hineinfallen,  also 
entweder  y:^  oder  t);  hieraus  folgt  für  unsere  ursprünglicbe 
reziproke  Beziehung,  dafs  ein  solcher  Strahl  x  seinen  ent- 
sprechenden Punkt  jCj  enthält  oder,  als  y,  aufgefafst,  darch  v 
geht.  Hier  findet  nun  offenbar  beides  statt,  denn,  wenn  j 
durch  Xi  g^hi )  u^<^  ^i^  fassen  x  als  y,  auf,  so  wird  n  auf  x 
liegen,  weil  y^  durch  Xt  geht;  also  enthält  der  Strahl  x^fi^ 
beide  ihm  in  doppeltem  Sinne  entsprechenden  Punkte  Ti 
und  i) ;  ein  solcher  Strahl  ^  «=  yi  mufs  also  Tangente  dei 
Kcmkegelschnitts  K^^^  sein  für  das  oben  konstruierte  Polar- 
system ;  der  Berührungspunkt  ist  der  Punkt  r',  nnd  der  Punkt 
^  geht  in  die  Lage  des  vierten  harmonischen  zu  j  angeord- 
neten Punktes  über,  während  }c,  und  i)  das  andere  Paar  zu- 
geordneter Punkte  ist. 

Wir  können  demnach  folgendes  Resultat  aassprechen: 
Werden  zwei  gegebene  reziproke  Felder  £«|  !>•* 

• 

liebig  auf  einander  gelegt,  so  kommt  es  im  allgemei- 
nen unendlich  oft  vor,  dafs  ein  Strahl  x  der  Ebenem 
durch  den  entsprechenden  Punkt    Xi    der  Ebene  f| 
geht,  und  wenn  dies  der  Fall  ist,  so  geht  auch  der- 
selbe Strahl,  als  y^  aufgefafst,  durch   den   ihm  ent« 
sprechenden   Punkt  i^.     Diese   besonderen  StrahUi^ 
X  ^=  y^  umhüllen  im  allgemeinen  einen  bestimmtet 
Kegelschnitt  K^*\  den  Kernkegelschnitt  eines  ebe- 
nen Polarsystems,   welches  auf  folgende  Art  ko»* 
struiert    wird:     Irgend    einem    Strahle    x -•  fi   d**^ 
zusammenliegenden    reziproken    Ebenen    e    oud   *^ 
entsprechen,    in    doppeltem    Sinne    aufgefafst,    » 
allgemeinen    zwei    aufser   ihm    liegende    yeracbi 
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dene  Punkte  ]:,  und  t),  doreu  Yerbiudungslinie  den 
Strahl  in  einem  Punkte  i  trifft;  konstruiert  man 
za  diesen  drei  Punkten  Xi  X)  &  den  vierten  harmoni- 
schen dem  i  zugeordneten  Punkt  x,  so  sind  j:  und 
X  Pol  und  Polare  des  gesuchten  Polarsystems.  Hat 
dasselbe  einen  reellen  Kernkegelschnitt,  so  sind 
die  Tangenten  desselben  die  gesuchten  Strahlen 
der  besonderen  Art;  ist  der  Kernkegelschnitt  ima- 
ginär, so  giebt  es  keine  solchen,  aber  das  immer 
reelle  Polarsystem  vertritt  den  imaginären  Kegel- 
schnitt. 

Diesem  Resultat  steht  nun  ein  duales  gegenüber,  welches 
auf  ganz  gleiche  Weise  abgeleitet  werden  kann  und  so 
lautet: 

Werden    zwei    gegebene    reziproke    Felder   e  «, 
beliebig  auf  einander  gelegt,  so  kommt  es  im  all- 
gemeinen unendlich   oft  vor,  dafs  ein  Punkt  j:  der 
Ebene    €    in    dem    entsprechenden    Strahle    :^'^    der 
Ebene  e^  liegt,  und  wenn  dies  der  Fall  ist,  so  liegt 
derselbe  Punkt  als  i),  aufgefafst  auch  in   dem  ent- 
sprechenden  Strahle  y.     Diese   besonderen   Punkte 
^  es»  x)^   erfüllen  im  allgemeinen   einen    bestimmten 
Kegelschnitt  S^^\  den  Kernkegelschnitt  eines  ebe- 
nen Polarsystems,  welches  auf  folgende  Art  kon- 
struiert wird:    Irgend  einem  Punkte  Ji*  =  t)|  der  zu- 
sammenliegenden  reziproken  Ebenen  €  s^   entspre- 
chen, in  doppeltem  Sinne  aufgefafst,  im  allgemei- 
nen  zwei   nicht   durch    ihn    gehende    verschiedene 
Strahlen   x^   und    y^    deren   Schnittpunkt    mit    r  ())]) 
verbunden,     einen     dritten     Strahl    s    giebt;     kon- 
struiert   man    zu    diesen    drei    Strahlen   cci  y  s  den 
fierten  harmonischen    dem  s  zugeordneten  Strahl 
x',  so  sind  jT  und   x'  Pol   und  Polare  des  gesuchten 
Polarsystems.     Hat    dasselbe    einen    reellen   Kern- 
^«gelschnitt,  so  sind  die  Punkte  desselben  die  ge- 
kochten Punkte  der  besonderen  Art;   ist  der  Kern- 
^^fiT^lschnitt  imaginär,   so  giebt  es  keine  solchen, 
«her    das    immer   reelle    Polarsvstem    vertritt    den 
'^»ginären  Kegelschnitt. 

im,  Theor.  d.  Oberfl.  2.  Ordn.  28 
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Die   beiden  so  konstruierteo   Polarsysteme,  deren  Keni- 
kegelschnitte  K^^^  und  ^<^)  sind,  fallen  keineswegs  zusammen, 
haben  aber  eine   eigentümliche  Beziehung  zu  einander,  die 
wir  sogleich  aufsuchen  wollen.     Es  ist  ersichtlich,   dafs  ent- 
weder   beide   Kegelschnitte    K^^^   und    Ä^*^    reell    oder  beide 
imaginär  sein   müssen,   und   dafs  in  dem  ersteren  Fall  jede 
Tangente  von  K^^^  den  Kegelschnitt  Ä^^>  in  denjenigen  beiden 
Punkten  schneidet,  welche  ihr  in   doppeltem  Sinne  der  rezi- 
proken Beziehung  entsprechen,  sowie  dafs  durch  jeden  Ponkt 
des  Kegelschnitts  ^<^>  zwei  Tangenten   an   den  Kegelschnitt 
K^^^  gehen ,    welche  die  dem  Punkte  in  doppeltem  Sinne  der 
reziproken  Beziehung  entsprechenden  Strahlen  sind. 

Wenn  wir  die  vorige  Betrachtung  dadurch  modifizieren, 
dafs  wir  einen  beliebigen  Strahl  in  doppeltem  Sinne  auf* 
gefalst  rr  =  y, ,  dem  die  Punkte  jr,  und  X)  vermöge  der  reo- 
proken  Beziehung  entsprechen,  nicht  um  einen  beliebi- 
gen  auf   ihm   festgehaltenen   Punkt  a(b,),  sondern  um  deo 


3t^ 


Fig.  22. 

besonderen  Punkt  ö  drehen,  in  welchem  er  von  der  Verbi 
bungslinie  |v, l>|  getroffen  wird,  dann  vereinfacht  sich  df^ 
Betrachtung.  Wird  nämlich  (Fig.  22)  der  Schnittpunkt 
Strahles  ./  =  t/,  mit  der  Verbindungslinie  v,l>|  in  doppelte^^ 
Sinno  durch  sJ  =  t,  bezeichnet,  und  entsprechen  ihm  dieStrahl^^ 
.s*,  und  /,  so  wird  auch  dem  Schnittpunkt  (jt)  «=  r  der  Stral^ 
iv,t,|=jr,  und  dem  Schnittpunkt  (y, 5,)  =  i>,  der  Strahl  d«^ -■  -?^ 
entsprechen;  die  Strahlen  t/  und  ./•,  fallen  aber  zusammen,  wi^^ 
wir  sehen.     Hieraus  folgt,   dafs,    wenn  der  Strahl  x  um  de? 
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Punkt  ^  gedreht  wird^  das   vou   ihm   beschriebene  Strahlen- 
büschel mit  der  von  >*,  auf  5,  durchlaufenen  Puuktreihe  nicht 
blos  projektivisch  ist,    sondern  auch    involutorisch   liegt}  die 
Strahlen  x  und  x^   beschreiben   also   eine  Strahleninvolution^ 
welche  zusammenföllt  mit  der  Strahleninvolution,  die  t/,  und 
y  beschreiben.     Zugleich  ergiebt  sieh;  dafs  die  Verbindungs- 
linie  l):,^!   durch  den   festen  Punkt  ^(t|)  laufen  muis;   denn 
sei    ein  beliebiger  anderer  durch  den  Punkt  ^(t|)  gezogener 
Strahl    M  «==  v, ,    die    Durchschnittspunkte   desselben    mit   s^ 
and   t  die  Punkte  t>,    und   \\,  ferner  die   ihm   iu  doppeltem 
Sinne  entsprechenden  Punkte  u,  und  tj,   endlich  die  Verbin- 
dnngsstrahlen  |t|U|;=iit  und  |^t^|  =t;,  so  wird  wegen  der 
reziproken  Beziehung  sein: 

S  {xyuv)  A  5,  (v,t),u,t>,)  A  s,  (i),riV»in,) 

and  da  der  Strahl  0:.  durch  t),,  y  durch  j:, ,  «  durch  i>|  geht, 
30  mufs  auch  v  durch  11,  gehen,  d.  h.  jl>U||  durch  ^.  Dem- 
nach beschreiben  die  Punkte  y^  und  \)  perspektivisch  liegende 
funktreihen  auf  5,  und  /,  also  sind  in  dem  Schnittpunkte 
(^S\()y  den  wir,  in  doppeltem  Sinne  aufgefafst  bezeichnen 
«sollen : 

(5,  {)  =  \\  =  lUi 

z'wei  entsprechende  Punkte  vereinigt,  d.  h.  die  ihm  ent- 
sprechenden Strahlen  m  und  n,  fallen  zusammen;  dieser 
i^trahl  m  =  w,  ist  leicht  zu  ermitteln  aus  der  Strahleninvo- 
Jtion  'xx^Ij  er  ist  der  dem  Verbindungsstrahl  der  Punkte 
(t, )  und  n(mi)  konjugierte  Strahl  unserer  Strahleninvolution 
iid  besitzt  daher  die  ausgezeichnete  Eigenschaft,  dafs  ihm, 
^  doppeltem  Sinne  der  reziproken  Beziehung  als  m  und  n^ 
^^flgefafst,  ein  und  derselbe  Punkt  u  =  iiij  entspricht. 

Dies  ausgezeichnete  Elementenpaar  m(n,)  und  m,(u)  ist 
^  der  Ebene  der  zusammengelegten  reziproken  Uebilde  das 
einzige  von  der  Beschaffenheit,  dais  die  Elemente  in  dop- 
peltem Sinne  sich  entsprechen.  Denn  es  lilfst  sich  leicht 
zeigen,  dals  wir  immer  auf  dasselbe  Elementen  paar  geführt 
werden,  wie  wir  auch  die  vorige  Konstruktion  abändern 
^ogen.  Wir  konstruierten  nämlich  das  ausgezeichnete  Ele- 
gien tenpaar  w(n,)  und  m,  (n)  so:  Dem  beliebigen  Strahl  a'  =  y, 
^bprechen  y^   und   X)]  der  Schnittpunkt  (a*,   v,  t>  )==^  =  t, 

28* 
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hat  zu   entsprechenden  Strahlen  $,   nnd  ^;  der  Scbnitipiinkü^ 
(ß^  f )  ««  u  Bz=  iHi  ist  der  gesuchte  Punkt,  dessen  entsprechen 
Strahlen  m  «»  n,  zusammenfallen. 

Nehmen   wir    nun   dieselbe    Konstruktion   noch    einma^r 
vor  und  bezeichnen  die  analogen  Grofsen  durch  einen  hinzr:» 
gefügten  Acceut,   so   wird  ein  beliebiger  Strahl  x' '^  y'i  d^j 
vorhin  gefundenen  Geraden  m  =  n^  in  einem  Punkte  d' 
begegnen,  und  weil  dieser  Punkt  sowohl  auf  m  als  auch  a' 
n,  liegt,   80  müssen  die  ihm  entsprechenden  Strahlen  s[  nr^ 
/'  sowohl  durch  lUi  als  auch  durch  n  gehen,  deshalb  sich 
demselben  Punkte  nii  =  u  schneiden;  sind  nun  j:\  und  t)'  ^ 
den   Strahlen  x  =  y[  entsprechenden   Punkte ,    so  folgt  ib 
der  (ileichheit  des  Doppel  Verhältnisses  der  Punkt«: 

m,      {s[yi)   {s\n^)     x\     mit  dem  der  Strahlen 

m      I  >>'  W I     Jon       x\  die  auch  so  umgestellt  werden  k5n==3ieo 

^  u.       .r  m      |>>  1}  I, 

dafs   die  I^lnktreihe  mit  dem  StrahlenbQschel   perspektiv  ^Sbdi 
liegt,  weil  der  Strahl  \^'n\  durch  m,  geht,  der  Strahl  x        mit 
ff\  y  der  Strahl  m  mit  ti,  zusammenfallt,  dals  folglich  auch       der 
Stnild    >>'\>'    durch  vi  gehen  mufs,  oder  umgekehrt   ViXjf\  d^Litcb 
>>'  geht    Iliordurch  erkennen  wir  aber,  dafs  der  Schnittpm:iiij:i 
^.1  \    vi^';  ^  =  >>'  =  ti   auf  derselben  Geraden  M(fi,)  liegt,      wie 
d«T  frühere  >>  =  t,,  d.  h.: 

Wonn   man   in   dem  ganzen  Gebiete   der  beiden 
auf  einander    liegenden    reziproken   Felder  b£^    zü 
jedem    beliebigen  Strahle,   als  .r  und  y,    aufgefa/*si, 
die    entr^prechenden    Punkte  v,   nnd  i\  aufsucht,  so 
trUtt    die    Verbindungslinie     r,^*   jenen    Strahl  in 
ouuMu    Punkte    >>.    dessen    gesamter    Ort   eine   feste 
Gerade  w       n^    ist,   der  in   beiderlei  Sinn   derre«^^- 
proken    Ue?iehung  ein   und  derselbe   Punkt  n  =  •^\ 
ontsprichl      Preht    man   den   Strahl   x{p^^  um  ein^^ 
testen  Puwkt  x^  der  t»  eraden  ••  .fijV  so  dreht  sich  au« 
die  Vorbinduwc^luiie    :.r    um  diesen  festen  Punl 
und   die  dadurch   erhaltenen  Strahlenpaare  bild^ 
«M  n  o  S  t  r  a  h  1  e  n  1 «  \  %^  1  u  t  i  o  n 

In   iraiu    Awalop^r  XX  ei^se   liist  sich  das  dual  gegenübe 
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^hende  Resultat  ableiten ,  was  nicht  weiter  ausgeführt  zu 
erden  braucht: 

Wenn  man  in  dem  ganzen  Gebiete  der  beiden 
af  einander  liegenden  reziproken  Felder  b  e^  für 
9den  beliebigen  Punkt,  als  x  und  ^,  aufgefafst^ 
ie  entsprechenden,  Strahlen  x^  und  y  aufsucht  und 
bren  Schnittpunkt  mit  dem  anfänglichen  Punkte 
erbindet,  so  geht  diese  Verbindungslinie  durch 
inen  und  denselben  festen  Punkt  u  =  mi,  dem  in 
eiderlei  Sinn  der  reziproken  Beziehung  ein  und 
erselbe  Strahl  m  =  n,  entspricht.  Verändert  man 
en  willkürlich  gewählten  Punkt  x(^i)  ^uf  einem 
eliebigen  durch  den  festen  Punkt  n  =  iiti  gezoge- 
en  Strahl,  so  bewegt  sich  auch  der  Schnittpunkt 
ij^)  auf  diesem  Strahle  und  die  dadurch  erhaltenen 
inktepaare  bilden  eine  Punktinvolution. 

Dieses  ausgezeichnete  Paar  entsprechender  Elemente  m(n|) 
ci  Uli  (n),  welche  sich  gleichzeitig  in  beiderlei  Sinn  der  re- 
^roken  Beziehung  entsprechen,  hat  nun  auch  zu  den  vorhin 
Fiindeneu  Kegelschnitten  K^^^  und  £^^>  eine  eigentümliche 
Ziehung.  Da  nämlich  dem  Punkte  n  ==  m,  zwei  zusammen- 
lende  Strahlen  m  =  n^  entsprechen,  so  kann  jeder  Punkt 
nselbeu  als  ihr  Schnittpunkt  ^  aufgefafst  werden,  und  von 
El.  vier  harmonischen  Strahlen  fallen  zwei  zugeordnete  zu- 
ctmen,  folglich  auch  einer  der  beiden  andern  zugeordneten 
denselben,  d.  h.  nti  und  tn  sind  Pol  und  Polare  für  den 
Beischnitt  S^^^  und  gleichzeitig  nj  und  n  Polare  und  Pol 
den  Kegelschnitt  K^^\  wie  in  analoger  Weise  folgt;  mithin 
d  diese  beiden  ausgezeichneten  Elemente  Pol  und  Polare 
*  beide  Kegelschnitte  K^^^  und  ^t^>  gleichzeitig;  aber  noch 
lir:  Nimmt  man  auf  dem  Strahle  m(ni)  einen  beliebigen 
Hkt  ^  ^=  t] ,  dessen  entsprechende  Strahlen  s^  und  t  sich 
dem  Punkte  n(m|)  schneiden,  und  konstruiert  zu  5,,  ty  \ni\ 
^  vierten  harmonischen  dem  |u^|  zugeordneten  Strahl  s\ 
^  in  &'  der  Geraden  m{n^)  begegnet,  so  sind  ^  und  s  Pol 
d  Polare  für  den  Kegelschnitt  Ä^^^;  folglich  sind  g  und  ö' 
Kijugierte  Punkte  für  den  Kegelschnitt  Ä<*^;  in  ganz  der- 
ben Weise  folgt  aber  auch,  dal's  |u^|  und  |n^'|  konjugierte 
t^len  für  den  Kegelschnitt  K^^'^^  sein  müssen,  und  da  dies 
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für  alle  so  konstruierten  Paare  von  Punkten  i^'  gilt,  so 
haben  beide  Kegelschnitte  K^^  und  Ä^'»  (oder  die  sie  fw- 
tretenden  Polarsysteme)  die  Strahleninvolutionen,  welche  dem 
Punkte  n  =  nii  rücksichtlich  beider  zugehören  und  die  Punkte 
involutionen  auf  m  =  iii ,  welche  diesem  Strahle  rQcksichtlieii 
beider  Kegelschnitte  zugehören,  gemeinschaftlich,  d.  h.  die 
beiden  Kegelschnitte  K^^^  und  Ä^*>  haben  eine  (reelle  oder 
ideelle)  doppelte  Berührung  (Th.  d.  K.  S.  344)  oder  den  Punkt 
n(m,)  und  den  Strahl  wi,  (m)  gemeinschaftlich  als  Pol  und  Polare 
mit  den  ihnen  zugehörigen  Strahlen-  und  Punktin volutionen. 

Wir  können  daher  folgendes  Ergebnis  aussprechen: 

Die  beiden  oben  konstruierten  Polarsjgteme, 
deren  Kernkegelschnitte  K^^>  und  Ä**>  sind,  haben 
ein  ausgezeichnetes  Paar  Pol  und  Polare:  n(m|)  ond 
n^{m)  gemeinschaftlich,  und  es  fallen  sowohl  die 
beiden  Strahleninvolutioneu,  welche  dem  Punkte 
n(m,)  in  beiden  Polarsystemen  zugehoren,  zusam- 
men, wie  auch  die  beiden  Punktinvolutioneu  auf 
der  Geraden  w»(M|),  welche  den  beiden  Polarsyste- 
men  zugehören  und  mit  jenen  perspektivisch  lieget- 
Sind  die  Kernkegelschnitte  if^*>  und  Ä<*>  reell,  »« 
haben  sie  also  eine  reelle  oder  ideelle  doppelte 
Berührung. 

Ist  die  doppelte  Berührung  der  Kegelschnitte  if***  undÄ^*' 
eine  reelle,  so  sind  otteubar  die  beiden  Berührungspunkte  vw 
der  besonderen  Beschafl'enheit,  dals  für  jeden  derselben  die 
durch  ihn  gehende  Tangente  (von  beiden  Kegelschnitten)  i» 
doppeltem  Sinne  der  reziproken  Beziehung  der  entsprechende 
Strahl  ist,  eine  Eigenschaft,  die  zwar  übereinstimmt  mit  der 
dem  ausguzeichneti*n  Paare  >w(w,)  und  m|(n)  zukommenden 
Eigentümlichkeit,  aber  dadurch  abweicht,  dals  hier  die  Punkte 
und  die  ihnen  entsprechenden  Strahlen  incident  sind,  wi» 
dort  nicht  der  Fall  war. 

Es  ist  klar,  dafs  dies  die  einzigen  Elementenpiare 
sind,  welche  im  allgemeinen  bei  zwei  l>eliebig  auf  einander 
gelegten  reziproken  Feidorn  in  doppeltem  Sinne  sich  ent- 
sprechen. Denn  käme  noch  irgend  ein  zweites  Paar;Mtfi^'**' 
p,(vl)  der.s<»lben  Art  vor,  so  mfifste  dasselbe  auch  ein  Paar  Pol 
nud  Polare  für   l>eide  Polarsysteme    oder  die  durch  sie  wr- 
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tretenen  Kegelschnitte  J^^>  und  j^'<'>  sein,  und  dies  wäre  nicht 
anders  möglich,  als  wenn  die  Kegelschnitte  identisch  zusammen- 
fielen,  denn  dadurch  wären  schon  mehr  Bedingungen  gegeben, 
als  zur  Bestimmung  eines  Polarsystems  erforderlich  sind.  Wenn 
aber  die  beiden  Polarsysteme  identisch  zusammenfallen,  so 
entspricht  auch  jedem  Strahle  x{y^)  ein  und  derselbe  Punkt 
Ti  (t))  und  umgekehrt.  Wir  haben  alsdann  den  schon  auf  8. 425 
betrachteten  Fall  der  polaren  Lage  zweier  zusammen- 
liegenden reziproken  Felder  und  haben  dort  gesehen,  wie  der- 
selbe immer  erreicht  werden  kann.  Wir  können  also  hier 
hinzufügen : 

Wenn  bei  zwei  zusammenliegenden  reziproken 
Feldern  €  €^  zweimal  der  Fall  eintritt,  dafs  ein 
nicht  incidentes  Elementenpaar  x(y^)  und  r](\))  in 
doppeltem  8inue  der  reziproken  Beziehung  sich 
entspricht,  dann  ist  dies  immer  der  Fall,  und  die 
beiden  Felder  befinden  sich  in  polarer  Lage. 

Die  dual  gegenüberstehende  Untersuchung  zweier  mit 
ihren  Mittelpunkten  vereinigten  reziproken  Bündel,  welche 
der  vorigen  durchaus  nachgebildet  werden  kann,  oder  durch 
die  Perspektive  von  irgend  einem  aufserhalb  liegenden  Punkte 
O  =  0|  erhalten  wird,  braucht  hier  ebenso  wenig  ausgeführt 
zu  wenlen,  wie  die  Anführung  der  hier  sich  ergebenden 
Resultate  erforderlich  scheint,  die  nur  ermüden  würde  und 
in  bekannter  Weise  ohne  alle  Schwierigkeit  hergestellt  wer- 
den kann. 

§  51.     Die  Baumkurve  dritter  Ordnung  als  Erzeugnis 

zweier  kollinearen  Bündel. 

Wenn  zwei  kollineare  Bündel  O  und  C|  beliebig  im 
Räume  gegeben  sind ,  so  dafs  jedem  Strahl  x  des  Bündels  C 
ein  bestimmter  Strahl  x^  des  Bündels  d  und  jeder  Ebene  £ 
des  Bündels  O  eine  bestimmte  Ebene  1,  des  Bündels  Ci  und 
umgekehrt  entspricht,  so  werden  sich  zwar  immer  zwei  ent- 
sprechende Ebenen  ^  ||  in  einer  Geraden  g  schneiden,  es 
brauchen  sich  aber  nicht  immer  zwei  entsprechende  Strahlen 
X  und  Xi  im  Kaume  zu  treffen.  Da  ein  Strahlen büschel  um 
O,  welches  in  der  Ebene  |  ein  veränderlicher  Strahl  x  be- 
schreibt^  wegen  der  kollinearen  Beziehung   mit   demjenigen 
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Strahleubüschel  projektivisch  eein  mul's,  wek-hes  der  eni- 
sprechende  Strahl  .r,  in  der  es  (sprechen  den  Bbene  |,  beschreibt, 
und  beidt;  i^tnihlenbOschel  auf  der  Schnittlinie  g  =  i  4 1,  |  iiwei 
zuaammenliegeade  projektiviiiche  Fimktreiheii  ausschneiden, 
so  werden  die  Uüppelelement«  derselben  swei  solche  Piinirtr 
sein,   iti   deueu  sich  zwei  entsprechende  Strahlen  treSen;    ii^^^ 

jeder  durch  O  oder  O,  gelegten  Ebene  giebt  es  also  im  all 

gemeinen   zwei  Hulche  Treffpunkte,  die  reell  oder  konjugiert _ 

imaginär  sein  werden,  je  uachdem  die  auf  einander  lieg^nde^^^^ 
projektiriächeu  l'unktreihen   in  g  reelle  Doppelpunkte   habe^^^ 
oder  nicht.   Aulserdem  siud  aber  die  I'unkt«  C  und  C,  oS'enb^^^^ 
selbst  Kulche  Punkt«,  in  denen  sich  entsprechende  Strahlen  d^^^^ 
beiden  kolüneareu  Bündel  begegnen;  denn  der  Verbindung    ^^ 
linie  |  O  Oj  |  *=  t^  =  /^i »  welche  beiden  Bündeln  gleichzeitig  i^^.~] 
Strahl  angehört,  entsprechen  die  bestituuiten  Strahlen  e,  dur^^_»- 
O,  und  /  durch  O,  folghch   ist  der  Puukt   C>,  =  (ee,)   u_^»:»( 
der   Punkt  O  =  Iffi)  offenbar  Schnittpunkt  je    zweier  eai«  ^ 
sprechenden  Strahlen  der  beiden  kollinearen  Bündel.    Iiije«^^,. 
durch    einen    der   Mittelpunkte    der   Bündel    gelegten    Bb^zse 
giebt    es   also   im    allgemeinen    drei   Puukte    des    gesuclit.^« 
Ortes,  und  dies  gilt  auch  allgemein  für  jede  beliebige  Ebea^; 
denn   denken    wir    uns   eine  im  Kaume  willkürlich   gelegte 
Ebene  doppelt  als  t  und  i,  und  lassen  sie  durch  das  Bund« 
O   iu   einem  Punktfelde   s,   durch   das   Bündel   O)    in    eine-zn 
Punktfelde    £,    schneiden,    so     hahea   wir    zwei    zusamtuen 
liegende  kollineare   Felder,  die  (S,  373)   im   aligemeiuen  d«*«! 
Doppel elemente  besitzeu;  iu  diesen  Punkten  treffen  sich  also   . 
je    zwei    entsprechende   Strahlen   der  gegebenen    kollinear 
Bündel,  woraus  wir  schlieCsen,  dafs  der  Ort  des  Schnitt- 
punktes  entsprechenderstrahlen   zweier   beliebig 
im     Kaume     gegebenen     kollinearen     Bündel     ei  nej 
RaumkurreS. Ü.  ist,  welche  selbst  durch  die  Mitte 
punkte  der  beiden   Bündel    hindurchgeht    und    f^ 
welche    die    Schnittlinien   g=-\i^i\    irgend    zwe 
entsprechenden   Ebenen    das    gesamte   System    *^M 
(eigentlichen  und  uneigentlichen)  Sekanten  biM< 
d.   h.    aller    solchen    Geraden     im    Räume,    die 
Ranmkurve  in  zwei  (reellen  oder  konjugiert- im  a-fl 
nkteu  begegnen. 
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Dais  dieses  Erzeugnis  der  beiden  allgemein  gegebenen 
linearen  Bündel  mit  der  Raumkurve  3.  0. ,  welche  wir  in 
1 — 39  betrachtet  haben,  identisch  ist ,  lä(st  sich  leicht  auf 
(ende  Art  erkennen: 

Seien  wiederum  die  Strahlen  e  und  /*,  in  der  Verbinduugs- 
e  I O  Dl !  der  Mittelpunkte  der  gegebenen  beiden  kol- 
laren  Bündel  vereinigt  und  die  ihnen  entsprechenden  e^ 
.  fj  dann  wird  der  Ebene  [ef\  die  Ebene  [e,/*,]  entsprechen. 
imen  wir  nun  in  der  Ebene  [e/']  eiiieu  beliebigen  Strahl 
es  Bündels  O^  so  liegt  der  entsprechende  Strahl  cij  des 
idels  C}  in  der  Ebene  [e|/'i].  Wir  nehmen  a  und  (i,  zu 
m  zweier  Ebenenbüschel  in  den  beiden  Bündeln ,  deren 
iprechende  Ebenen  §  und  S,  der  kollinearen  Beziehung 
aais  projektivische  Büschel  beschreiben  müssen;  die  Schnitt- 
e  111,1  durchläuft  also  eine  Kegelschar  eines  einfachen 
perboloids  (S.  88);  dieser  llegelschar  mufs  offenbar  die 
rbindungslinie  |OOi|  angehören,  weil  sich  in  ihr  die  ent- 
echenden  Ebenen  {aef\  und  [a^e^fW  schneiden. 
Wir  nehmen  zweitens  zwei  andere  Strahlen  h  und  6,  in 
Ebenen  [ef]  und  [e,/*,J,  die  sich  entsprechen,  und  drehen 
h  eine  veränderliche  Ebene  ij,  so  wird  die  entsprechende 
im  &|  sich  drehen  und  ein  mit  dem  ersten  projektivi- 
$6  Ebenenbüschel  beschreiben;  die  Schnittlinie  li^i^J 
sUäuft  also  ebenfalls  eine  Kegelschar  eines  einfachen 
lerboloids ,  welches  mit  dem  vorigen  Hyperloid  die  gemein- 
kfiliehe  Erzeugende  lOCJ  hat.  Die  beiden  so  konstruier- 
Hyperboloide  haben  aufser  der  gemeinschaftlichen  Er- 
apenden  |00,|  noch  eine  Kaumkurve  3.  0.  6^^^  gemein 
^29),  und  die  Punkte  dieser  Kaumkurve  besitzen  die  Eigeu- 
ift,  dafs  sich  in  jedem  derselben  die  vier  Ebenen  S  S|  i?  >7t 
leiden;  folglich  schneiden  sich  in  einem  solchen  Funkte 
h  die  beiden  Schnittlinien  \i,ri\  und  |Si^il-  I^i^s  sind  aber 
q^rechende  Strahlen  der  kollinearen  Bündel,  also  ihr  Treff- 
kt  einer  der  gesuchten  Punkte.  Umgekehrt  ist  auch  ersieht- 
9  dafs  wenn  irgendwo  zwei  entsprechende  Strahlen  x  jc^ 
beiden  kollinearen  Bündel  sich  treffen^  dieser  Treffpunkt 
der  Baumkurve  (P^  liegen  miils;  dem  übrigen  Durch- 
litt der  beiden  vorigen  Hyperboloide,  welche  die  Erzeu- 
ge [OOil  gemeinschaftlich  haben.   Denn  sobald  sich  xxy 
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treffen,  mufs  der  Ebene  [ax]  die  Ebene  [«i^,]  und  der  Ebene 
[bx]  die  Ebene  f6,j:,]  entsprechen,  also  müssen  sich  die  vier 
JEbenen  [ax]  [bx\  [a,a;,J  [6,a;,l  in  einem  Punkte  schoeiden. 
Anstatt  des  Strahlenpaares  6  6,  kann  man  auch  irgend 
ein  anderes  Paar  entsprechender  Strahlen  cc,  in  den  £benen 
[ef]  und  [e, /',]  wählen  und  erhält  dadurch  ein  drittes  Hyper- 
boloid und  durch  Veränderung  des  Strahlenpaares  cf,  eu 
ganzes  Büschel  von  Hyperboloiden,  die  sämtlich  durch  den 
Strahl  I O  O,  I  und  die  llaumkurve  (P^  hindurchgehen;  da  jedes 
Paar  entsprechender  Ebenen  5Si  der  beiden  kolliuearen  BOndel 
O  Ol  die  Ebenen  [ef]  und  [e^  /',]  in  einem  solchen  Paare eai- 
sprechender  Strahlen,  wie  cc^,  schneiden  mufs,  so  ist  die 
Gesamtheit  der  Schnittlinie  |SSii  =  g  identisch  mit  der  tie 
samtheit  der  Erzeugenden  der  Regelscharen  sämtlicher  vorigen 
Hyperboloide,  deren  Erzeugende  der  C'''^^  in  je  zwei  Punkten 
begegnen  (S.  232).  Hier  bietet  sich  also  unmittelbar  <Ke 
Auflösung  der  früher  (S.  255)  behandelten  Aufgabe  dar:  B« 
soll  eine  Kaumkurve  O^^  konstruiert  werden,  von 
welcher  zwei  Punkte  O  C|  und  vier  Sekanten  g^giMi 
gegeben  sind.  Man  braucht  nämlich  nur  O  und  C|  •!* 
die  Mittelpunkte  zweier  kolliuearen  Bündel  anzunehmen  nnd 
die  kollineare  Beziehung  derselben  durch  die  vier  Paare  entr 
sprechender  Ebenen: 

C^  fi/i  9q  Üs  gx\    und     C ,  \ox  g.  g^,  g^  | 
festzustellen,   alsdann    wird   das   Erzeugnis   der   beiden  kolli" 
nearen    Bündel   eine   llaumkurve   C''^'*^   sein,    welche   den  B^ 
dingungen  der  Aufgabe  genügt. 

Um  siuntliclie  Hyperboloide  zu  erhalten,  welche  durcl* 
<lie  Kaumkurve  C'<-*>  gelegt  werden  können,  gehen  wir  w^ 
einem  beliebigen  Paar  entsprechender  Strahlen  u  fi|  df^ 
gegebenen  beiden  kollimareu  Bündel  C  Ci  aus  und  drehet 
um  n  und  a,  als  Axen  zwei  entsprechende  Ebenen  ^5,,  di^ 
vermöge  der  kollinearen  Beziehung  zwei  projektivische  Ebene*-^ 
büschel  beschreiben;  die  Schnittlinie  ,  g  g,  |  durchlauft  *l»^ 
eine  Kegelscliar  eines  Hyperboloids  ^Ä<->.  Nehmen  wir  ei** 
zweites  beliebiges  Paar  entsprechender  Strahlen  6fc, ,  ««* 
welche  wir  entjj[ »rech ende  Ebenen  i?  ly,  der  koilinearen  Bun*d 
drehen,  so  erhalten  wir  ein  zweites  Hyperboloid  i^**».  Diea*^ 
beiilen  llyperbuloide  haben  otlenbar  die  Eräugende 
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|[aÄ],  KÄ,]! 

gemeinschaftlich;  ihr  übriger  Schnitt  ist  eine  Raumkurve  C^^^ 
^iid  zwar  der  Ort  derjenigen  Punkte,  in  welchen  sich  die 
vier  Ebenen  5  Si  ^  ^i  gleichzeitig  schneiden ;  ein  solcher  Punkt, 
durch  welchen  die  vier  Ebenen  ^  ^^  rj  rj^  gehen,  ist  aber  der 
Schnittpunkt  zweier  Strahlen  \^i]\  und  \^^  rj^\,  d.  h.  ein  Punkt, 
in  welchem  sich  zwei  entsprechende  Strahlen  der  gegebenen 
l[olliuearen  Bündel  treffen.  Der  Ort  solcher  Punkte  ist  daher 
die  Raumkurve  6^^^  Sämtliche  Hyperboloide,  welche  durch 
^(3>  gelegt  werden  können,  werden  nun  erhalten  durch  Ver- 
ilnderung  des  Strahlenpaares  aa, '.  Diese  Mannigfaltigkeit 
ist  also  gleich  mächtig  mit  den  Strahlen  eines  Bündels. 

Da  ferner  die  Schnittlinie  [ab],  [a|6i]j  immer  zwei  Hyper- 
boloiden gemeinschaftlich  ist  und  eine  solche  Erzeugende  der 
Kaumkurve  O^^  bekanntlich  (S.  238)  in  zwei  (reellen  oder 
koDJugiert-imaginären)  Punkten  begegnet,  so  ist  die  Schnitt- 
linie [a6],  [W|6|]|  eine  Sekante  der  Raumkurve  O^K  Durch 
Veränderung  der  willkürlichen  Strahlenpaare  aa^,  bb^  er- 
balten wir  sämtliche  Sekanten  der  Raumkurve  6'^^'.  Der  Strahl 
|[a6],  L^i&ill  ist  aber  die  Schnittlinie  zweier  entsprechen- 
den Ebenen  der  gegebenen   kollinearen    Bündel    OC],  also: 

Die  Gesamtheit  der  Schnittlinien  je  zweier 
entsprechenden  Ebenen  zweier  kollinearen  Bündel 
bildet  die  Gesamtheit  der  Sekanten  einer  Raum- 
Icurve  O^K 

Unter  allen  Hyperboloiden,  welche  durch  eine  6^^^  gelegt 
werden  können,  giebt  es  insbesondere  Kegel;  wenn  wir  näm- 
lich statt  des  Strahlenpaares  aa,  das  besondere  Paar  ent- 
sprechender Strahlen  e  e,  oder  f  f\  wählen,  so  begegnen 
sich  die  Axen  der  das  Hyperboloid  erzeugenden  Ebenen- 
büschel, also  degeneriert  dasselbe  in  einen  Kegel  2.  0. ; 
die  liaumkurve  O^^  erscheint  also  auch  als  der  übrige  gemein- 
schaftliche Schnitt  zweier  Kegel  2.  0.,  welche  einen  Kegel- 
strahl gemein  haben.    Dies  Resultat  läfst  sich  umkehren : 

Wenn  zwei  Kegel  zweiter  Ordnung  in  der  Ver- 
bindungslinie ihrer  Mittelpunkte  O  O,  einen  ge- 
meinsamen Kegelstrahl  haben,  so  schneiden  sie 
''ich    aufserdem    in    einer    Raumkurve    dritter  Ord- 
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nung  O^);  verbindet  man  einen  yeränderlichen 
Punkt  r  derselben  mit  O  und  d  durch  das  Strahlen- 
paar  |C  r|  =^  x  und  |0|  x\  =  Ji^if  so  sind  dies  allemal 
zwei  entsprechende  Strahlen  zweier  kollinearen 
Böudel. 

Ferner  ergiebt  sich,  wenn  wir  irgend  einen  Punkt  ^  der 
Raumkur ?e  O^^  nehmen,  also  die  beiden  Strahlen  \^Tp\  =^f 
und  d))|  =i>|  entsprechende  Strahlen  sind,  und  wir  omp 
und  ^1  fin  Paar  entsprechender  Bbenen  H|  der  Böndel 
drehen,  dals  die  Schnittlinie  g  g,  |  =  </  auch  einen  K^l  2.  0. 
beschreiben  wird  ^  weil  die  Ebenenbüschel  p[|]  und  P|[{|] 
projektivisch  sind,  und  ihre  Axen  in  p  sich  treffen ;  die  Schnitt' 
linie  r/  =  |  g  g  J  ist  aber,  wie  wir  wissen^  allemal  eine  Sekante 
der  6^^),  also  sind  alle  durch  den  Punkt  p  der  O'^  gehenden 
Sekanten  Kegelstrahlen  eines  Kegels  2.  0.,  d.  h.  wenn  man 
einen  beliebigen  festen  Punkt  einer  Raumkurre  (^ 
mit  allen  übrigen  durch  Strahlen  verbindet,  so  er- 
hält man  sämtliche  Kegelstrahlen  eines  Kegels 
zweiter  Ordnung.    (S.  231). 

Nimmt  man  einen  beliebigen  andern  Punkt  o  der  Raom- 
kurve  CP^  und  führt  dieselbe  Konstruktion  aus,  so  erhalt  man 
einen  zweiten  Kegel  o^^' ;  die  beiden  Kegel  o^*^  und  Iff^^  habe» 
den  gemeinsamen  Kegelstrahl  c  p '  und  als  übrigen  Schnitt 
die  Kuumkurve  C^^^\  folglich  werden  auch  o  und  p  als  die 
Mittelpunkte  zweier  Bündel  gewählt  werden  können,  die  io 
kollinearer  Beziehung  stehen,  und  deren  entsprechende  Strahleia 
sich  in  den  Punkten  der  6^^^  treffen.  Wir  können  nunmehr 
das  Resultat  aussprechen: 

Irgend  zwei  Punkte  einer  Raumkurve  dritter 
Ordnung  O^^  können  immer  als  die  Mittelpunkte 
zweier  kollinearen  B^indel  aufgefafst  werden,  derei» 
entsprechende  Strahlen  sich  in  den  Punktender 
Raumkurve  treffen. 

Hieraus  geht  hervor,  dafs  die  Raumkurve  O^^  in  de^ 
mannigfaltigsten  Weise  durch  zwei  kollineare  Bündel  erxeug^ 
werden  kann,  wie  der  Kegelschnitt  durch  zwei  projektivifck^ 
Büschel  erzeugt  wird.  Es  folgt  ferner,  dais  die  Rani«' 
kurve  O^^  durch  sechs  unabhängig  von  einander 
gegebene  Punkte  des  Raumes  vollständig  bestimA^ 
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d ;  denn  wählen  wir  zwei  derselben  zu  Mittelpunkten  der 
Dgenden  BQndel  und  yerbinden  dieselben  mit  den  Tier 
gen  dnreh  Strahlenpaare,  so  erhalten  wir  vier  Paare  ent- 
«hender  Strahlen,  wodurch  gerade  die  kollineare  Beziehung 
beiden  BOndel  festgelegt  wird. 

Nehmen  wir  jetzt  einen  beliebigen  Punkt  p  im  Räume, 
nicht  auf  der  Raumkunre  C^^^  H^,  so  werden  die  Strahlen 
►  |  =  p -und  |Cip  =  (?i  nicht  entsprechende  Strahlen 
erzeugenden  kollinearen  Bündel  sein;  ihnen  entsprechen 
«iderlei  Sinn  die  Strahlen  p,  und  q,  folglieh  werden  die 
uen  [p  q]  und  [p|  q^]  entsprechende  sein,  und  ihre  Schnitt- 
(  g  ist  eine  Sekante  der  Raumkurve,  welche  offenbar 
th  den  Punkt  ^  geht,  und  zwar  ist  dies,  wie  aus  der  Kon- 
ktiou  hervofgeht^  die  einzige  Sekante  der  0^>,  welche 
h  den  gegebenen  Punkt  p  geht,  d.  h.: 
I>urch   einen    beliebigen  Punkt   p   des   Raumes, 

nicht  auf  einer  als  Erzeugnis  zweier  koUi- 
ren  BOndel  gegebenen  Raumkurve  dritter  Ord- 
'g  li^g^y  giebt  es  immer  eine  einzige  Sekante 
selben;    dieselbe   wird    erhalten    dadurch,    dafs 

den  Punkt  p  mit  den  Mitteipuukten  C  C|  der 
engenden  Bündel  durch  die  Strahlen  p  und  q^ 
binden,  die  entsprechenden  Strahlen  p^  und  q 
suchen  und  durch  p  den  einzigen  Strahl  ziehen, 
eher  p,  und  q  gleichzeitig  trifft.  Hierdurch  haben 
eine  sehr  einfache  Losung  der  Aufgabe  erhalten: 
Eine  Raumkurve  O^^  wird  durch  sechs  unab- 
gig  von  einander  gegebene  Punkte  bestimmt;  es 

durch  einen  gegebenen  siebenten  Punkt  die 
zige)Sekante  der  Raumkurvo  C'^^^gezogen  werden. 
Die  besonderen  Strahlen  f  und  e, ,  welche  den  in  der 
>indung8linie  der  Mittelpunkte  vereinigten  Strahlen  e  =  f\ 
O  0|  der  beiden  erzeugenden  kollinearen  Bflndel  ent- 
shen,  haben  eine  leicht  erkennbare  Beziehung  zu  der 
iigten  Raumkurve  O^^-^  da  nämlich  je  zwei  Verbindungs- 
ilen  !  O  tI  und  |  Of  r |  der  Mittelpunkte  mit  einem  veränder- 
en Knrvenpnnkt  immer  zwei  entsprechende  Strahlen  der 
nearen  Bflndel  sind,  so  wird,  wenn  r  nach  C  hinein- 
t,   die   Sekante  |Ct|   die  Tangente  der   Raumkurve  im 
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Punkte  O   werden,    d.   h.  der  dem  Strahle  /*,   entsprechende 
Strahl  f  berührt  die  Raumkurve  in  O,  und  der  dem  Strahle  f 
entsprechende  Strahl  c,    berührt  die  Raumkarve  im  Pimkte 
0|,  also: 

Sind  bei  zwei  koilinearen  Bündeln  O  Op  deren 
Erzeugnis  eine  Kaumkurve  6^'^  ist,  in  der  Verbin- 
dungslinie der  Mittelpunkte  die  Strahlen  e  und/j 
vereinigt,  so  entsprechen  ihnen  in  beiderlei  Sinn 
(/'und  ^i)  die  Tangenten  der  Raum  kurve  in  den  Mittel- 
punkten der  erzeugenden  Bündel.  Der  Ebene  [fr,], 
als  dem  durch  e  gelegten  Ebcnenbüschel  des  Bflo- 
dels  O  angehorig,  entspricht  die  durch  ^i  gehende 
Schmiegungsebene  der  Raumkurve  im  Punkte  C| 
und  der  Ebene  \ffx\^  als  dem  Bündel  C|  angehorig 
entspricht  im  Bündel  C  die  durch  /'  gehende 
Schmiegungsebene    der  Raumkurve    im   Punkte  0- 

Üie    Rechtfertigung    der   letzten    Behauptung   geht  an* 
folgender  Bemerkung  hervor: 

Einer  um  den  Strahl  /?  =  |0  Oj  |  gedrehten  Ebene  \  im 
Bündel  O  entspricht  im  Bündel  O,  eine  um  den  Strahl  ^it 
die  Tangente  der  Raumkurve  in  Dp  sich  drehende  Ebene (t^ 
und  zwar  ist  der  Schnittstrahl  zweier  entsprechenden  Ebenea 
II  5,1  allemal  eine  durch  O,  gehende  Sekante  der  0^\  d.  k- 
wenn  wir  einen  veränderlichen  Punkt  y  auf  der  Ilaumkurve  0" 
laufen  lassen,  so  werden  die  Ebenen  |cr]  =  5  ußJ  K  t]  «=ii 
allemal  zwei  ents[)rechende  Ebenen  der  beiden  projektiviscbe» 
Ebeuonbiisrhel  sein,  deren  Axen  e  und  f»,  sind;  gelangt  nun 
insbesondoro  der  variable  Punkt  r  nach  C,,  so  geht  dir 
Ebene  5  i"  die  Ebene  [ce^\  über  und  .die  entsprechende  i& 
die  S(limiegungs(»bene  der  Raumkurve  C^^^  im  l^unkte  Cp 
weil  der  dritte  Srhnitt])unkt  v  einer  durch  die  Tangenter, 
der  Raumkurve  gelegten  Ebene,  mit  derselben  in  den  B^ 
rührungspunkt  st'll)«t  liiueinrückt.  Wir  erkennen  bieni» 
auch,  dafs  die  Scliiiiit?gungselM»ne  in  C,  die  BerübrungBebeBf 
des  Kt^gels  ist,  d<'r  von  C,  durch  die  Raumkurve  gelegt 
werden  kann,  .liings  ilosjenigen  Kegelstrahls  r,,  welcher  Ttt- 
gente  <ler  Kaumkurve  im  Punkte  C,  ist.  Das  Analoge  giMt 
natürlich  auch  für  den  Punkt  O.  Da  jetle  zwei  Punkt«^ 
eiuer  Kaumkurve  f  \^>,  wie  wir  gesehen  haben,  als  Mittelpunkte 
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ir  kollinearen  Bündel   zur  Erzeugung    der    O^^   gewählt 

en  konneu  I   so  läfst  sieh  hiernach  au  jedem  Punkte  der 

die   Tangente  und  die  Schiniegungsebene    konstruieren; 

auch  die  Aufgabe: 

Wenn  eine  Raumkurve  dritter  Ordnung  (P^   als 

Erzeugnis  zweier  kollinearen  Bündel  O 0|   ge- 

n  ist,  in  einem  beliebigen  Punkte   y   derselben 

Tangente   und   die   Schmiegungsebene  zu   kon- 

ieren, 

sich  unmittelbar  lösen,  wie  folgt: 

Wir    haben  gesehen,    dals   dem  doppelt   aufzufassenden 

le: 

>eiden  Tangenten  e^  und  /'  der  Raumkurve  C^^^  in  den 
ten  D|  und  O  entsprechen,  also  durch  die  gegebenen 
learen  Bündel  bekannt  sind.  Ferner  sind  e  und  €^  die 
I  zweier  entsprechenden  Ebenenbüschel  in  den  kollinearen 
lein,  und  da  e  ^,  sich  in  D,  treffen,  so  sind  die  Schnitt- 
1  entsprechender  Ebenen  dieser  beiden  projektivischen 
enbüschel  die  Strahlen  eines  Kegels  2.  0.  Of  ^  welcher 
samtlichen  durch  0|  gehenden  Sekanten  der  C^^^  gebildet 
weil  jede  Schnittlinie  zweier  entsprechenden  Ebenen 
collinearen  Bündel  eine  Sekante  der  6'^^^  ist.  Wir  wissen 
m,  dai's  der  Ebene  [^^f],  im  Ebenenbüschel  (e)  aufgefalst, 
larch  e,  gehende  Schmiegungsebene  tar,  der  C'<^>  im 
;te  0|  entsprechen  mufs,  welche  zusammenfallt  mit  der 
hrungsebene  des  Kegels  Of  ^  längs  des  Kegelstrahls  e^ ; 
derselben  Ebene  [/'ie,|,  im  Ebenenbüschel  e^  aufgefafst, 
»rieht  die  Ebene  [/'ej,  welche  zusammenfallt  mit  der 
brungsebene  des  Kegels  £)^p  längs  des  Kegelstrahls  /",  =  e, 
liese  Ebene  [fe]  geht,  wie  wir  sehen,  durch  den  Strahl  f, 
durch  die  Tangente  der  6'<^^  im  Punkte  £).  Wir  schliefsen 
Die  Berührungsebene  am  Kegel  Cf^  längs  des 
elstrahls  .OiO]  geht  durch  die  Tangente  der 
im  Punkte  ö,  und  ebenso  geht  die  Berührungs- 
be  am  Kegel  C<'^*  längs  des  Kegelstrahls  lOOil 
h  die  Tangente  der  6"^^^  im  Punkte  C, . 
Nehmen  wir  jetzt  einen  beliebigen  Punkt  j:  der  Raum- 
?  C^*>,  so  müssen 
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entsprechende  Strahlen  der  gegebenen  kollinearen  BOodel 
sein.  Dieselben  werden  daher  die  Axen  entsprechender  pio- 
jektiTischer  EbenenbQschel  sein  in  den  gegebenen  B&iideh 
C  C,,  und  je  zwei  entsprechende  Ebenen  i  ^  schneiden  lidi 
in  einem  Kegelstrahl  eines  K^els  2.  O.  j^*^^  welcher  den 
Punkt  X  zum  Mittelpunkt  und  die  durch  denselben  gehendci 
Sekanten  der  C^^>  zu  Kegelstrahlen  hat. 

Um  die  Tangente  /|  in  dem  Punkte  ^  der  Banrnkorfe 
C^'^*  zu  konstruieren,  brauchen  wir  nach  dem  vorigen  Sittt 
nur  den  Punkt  x  einmal  mit  C  und  das  andere  Mal  mit  C| 
zu  vertauschen,  d.  h.: 

Man  konstruiere  die  BerQhrungsebene  des  Ke- 
gels C^^)  längs  des  Kegelstrahls  |C)rja<ax  und  die 
BerQhrungsebene  des  Kegels  Cf^  längs  des  Kegel- 
strahls d]c|s=:r,y  dann  schneiden  sich  diese  beidei 
BerQhrungsebenen  in  der  gesuchten  Tangente  ^ 
der  Kaumkurve  C^^^  am  Punkte  j. 

Um  die  Schmiegungsebene  T|  in  dem  Punkte  j  der 
Raumkurve  O^^  zu  konstruieren,  brauchen  wir  nur  die  Be 
rührungsebenc  des  Kegels  x<^>  längs  des  Kegelstrahls  t^  aal' 
zusuchen.  Von  diesem  Kegel  j^^^  kennt  man  abejr  den  Kegel- 
strahl  jrC|  und  seine  Uerührungsebene  \xf],  den  KegekinU 
IvCil  und  seine  Berilhrungsebene  [re,]  und  aulserdem  deft 
Kegelstrahl  ^;,  dessen  BerQhrungsebene  tj  demnach  in  be- 
kannter Weise  konstruiert  wird: 

Man     bestimme    die    Schnittlinie     der    Ebei«^ 
f/jOi]  und  |i7  I,   zweitens  die  Schnittlinie  der  Ebe" 
neu  [/,  Ol  und  Irr,];  die  Ebene,  welche  beide  üersde^ 
verbindet,     schueidet    die    Ebene    [j^tf]     in    eine** 
Strahle,   welcher   mit  /,  durch  eine  Ebene  verbal^' 
den   die  gesuchte  Schmiegungsebene  t,  der  Bios  "^ 
kurve  (J^^^  im  Punkte  r  liefert. 

Iliordurch  sind  wir  nun  auch  auf  dem  Standpunkte!^' 
gelangt,  von  welchem  unsere  Untersuchung  auf  S.  266  o*^ 
27G  ausging,  die  zu  dem  Identitätsbeweise  der  Baumkon^^ 
3.  ().  und  dritter  Klasse  und  zu  den  wesentlichsten  Eig««*' 
Schäften  dieser  Itaumkurven  führte.    Wir  können  daher  ti^ 
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ie  früheren  Betrachtungen  verweisen  und  bemerken  nur 

dafs  auch  die  Erzeugung  der  Raumkurve  C<^^  durch 
kollineare  Bündel  O  und  Oj  zu  den  verschiedenen  Kon> 
ionen  führt,  von  denen  einige  in  §  32  und  §  33  gegeben 
n.  In  der  That  erkennt  man  sofort,  dafs  sechs  beliebig 
ene  von  einander  unabhängige  Punkte  zur  Bestimmung 
Aumkurve  C^^^  notwendig  und  hinreichend  sind;  denn 

man  zwei  derselben  D  Oi  zu  Mittelpunkten  zweier 
)1  und  verbindet  die  vier  übrigen  durch  Strahlenpaare 
inen,  so  ist  die  kollineare  Beziehung  der  beiden  Bündel 

diese  vier  Paare  entsprechender  Strahlen  gerade  be- 
t,  also  auch  die  Raumkurve  zu  konstruieren.  Ebenso 
tielbar  ergiebt  sich  auch  die  Konstruktion  der  Raumkurve 

zwei  Punkte  und  vier  Sekanten  derselben  (S.  442), 
durch  drei  Punkte  und  drei  Sekanten,  und  endlich  durch 
?unkte  und  eine  Sekante,  indem  wir  jedesmal  zwei  von 
unkten  zu  Mittelpunkten  zweier  Bündel  wählen  dürfen 
ie  kollineare  Beziehung  derselben  entweder  durch  vier 

entsprechender  Ebenen  oder  durch  ein  Paar  entspre- 
ar  Strahlen  und  drei  Paare  entsprechender  Ebenen,  oder 
li  durch  ein  Paar  entsprechender  Ebenen  und  drei  Paare 
echender  Strahlen  herstellen  (S.  352),  die  allemal 
die  übrigen  Bestimmungsstücke  geradezu  gegeben  sind. 
:en  stellt  sich  auch  hier,  wie  in  §  33,  heraus,  dafs  durch 
^unkte  und  zwei  Sekanten  keine  Raumkurve  C^^^  gelegt 
a  kann,  weil,  wenn  wir  zwei  von  den  Punkten  zu 
punkten  OO^  der  Bündel  wählen,  die  kollineare  Be- 
Lg  derselben  durch  die  übrigen  Bestimmungsstücke  nicht 
itellt  werden  kann  (S.  352).    Die  Aufgabe,  durch  einen 

und  fünf  Sekanten  eine  C^^^  zu  legen,  welche  oben 
7)  gelost  ist,  läfst  sich  auch  hier,  von  der  Erzeugung 
zwei  kollineare  Bündel  aus,  lösen,  doch  überlassen  wir 
Ausführung  dem  Leser. 

dagegen  wollen  wir  noch  auf  zwei  besondere  Fälle  auf- 
Eun  machen,  in  denen  die  Raumkurve  C^^^  zerfällt: 
)  Wenn  die  beiden  gegebenen  kollinearen  Bündel  O  und 
besondere  eine  solche  Lage  zu  einander  haben,  dafs,  wäh- 
len in  |00|  I  »»  6  s=/\  vereinigten  Strahlen  die  Strahlen 

/"entsprechen,  die  Ebene  [ef]  mit  der  entsprechenden 

tOm,  Theor.  d.  Oberfl.  2.  Urdn.  29 


450  §  ^'   I^ie  Baumkarve  3.  0.  als  Erzeugnis  zweier  kollin.  Ebezet. 

Ebene  [ej^]  zusammenföllt,  also  die  Tangenten  e,  und /in 
den  Punkten  Dt  und  O  in  einer  Ebene  liegen,  dann  zerfiUt 
das  Erzeugnis  C^^\  denn  in  den  zusammenfallenden  Eben» 
\ef]  und  [e,/,]  sind  O  und  0|  die  Mittelpunkte  zweier  ent- 
sprechenden projektiviscken  Stralilenbüscbel,  von   denen  je 
zwei  entsprechende  Strahlen  x  x^  sich  treffen  müssen;  ihre 
Schnittpunkte  j:  liegen   daher   auf  einem   Kegelschnitt  C^« 
welcher  ein  Teil  des  Ortes  C^'>  ist.     Zweitens  werden  iber 
auch  die  projektivischen  Ebenenbüschel  in  den  beiden  kolli- 
nearen  Bündeln,  deren  Axen  e  und  e^  sind,  perspektiTiseh 
liegen,  weil  ihre  Axen  sich  treffen  und  in  der  sie  verbindendei 
Ebene    zwei    entsprechende   Ebenen   vereinigt    sind  (8.  i)» 
folglich  zerrällt  der  Kegel  Z)^^^,  auf  welchem  die  Kaumkorre 
liegen  muis,  in  ein  Ebenenpaar,  von  welchem  [ee^]  eineEbese 
ist;   aus  gleichem  Grunde  zerföllt  auch  der  Kegel  C^,  ^ 
Erzeugnis  der  beiden  projektivischen  Ebenenbüschel  mit  den 
Axen  f  und  ^ ,  in  ein  Ebenenpaar,  von  welchem  die  vorige 
Ebene  [ff^]  ein  Teil  ist.    Die  beiden  Kegel  ©W  OJ«  haben  iho 
aufser  den  zusammenfallenden  Ebenen  [e^,]  «»  [//i]  i^o^^  ^ 
Schnittlinie  der  beiden  übrigen   Ebenen,  d.  h.  eine  Gende 
l  gemeinsam.      Diese    wird  aufserhalb  jener  Ebene   liegcBf 
aber    notwendig    dem    vorigen    Kegelschnitt    C^^  in   eineBi 
Punkte  begegnen;  denn  sei  von  dem  in  ein  Ebenenpaar  zer- 
fallenden   Kegel    O^-^    der    von    [ef]    verschiedene   Teil  tÜ^ 
Ebene  £,  welche  dem  Kegelschnitt  C^  aufser  in  O  in  einem 
zweiten   Punkte  5)   begegne,   so  wird  die  Ebene  s  auch  il» 
eine  dem   Bündel  D  aiigehörigc  aufgefaist   werden  können» 
und  die  ihr  entsprechende  Ebene  f ,  im  Bündel  d  wird  du» 
notwendig   diejenige    Ebene    sein,    welche    von    dem   in  ei» 
Ebenenpaar  zerfallenden  Kegel  Of^  der  von  le^f^']  verschieden 
Teil  ist,  also  ist  die  Schnittlinie: 


denn  da  l  ein  Teil  der  C<^>  ist,  so  werden  alle  Strahlen* 
paare  von  O  und  s^^  nach  den  Punkten  von  /  hin  e»*- 
sprechende  Strahlen  sein  in  den  beiden  kollinearen  Bündeln, 
folglich  auch  e  und  a^  entsprechende  Ebenen  und  da  die 
Schnittlinie  von  e  mit  \ef\  entsprechend  sein  mufs  der 
Schnittlinie  von  *,  mit  [€J^l  diese  beiden  Strahlen  sichsl*' 
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lern  Kegelschnitt  C^^^  schneiden  müssen,  so  folgt,  dafs  l 
1  den  Punkt  ^  gehen  mufs  oder  den  Kegelschnitt  ü^^^ 
In  diesem  Falle  artet  also  die  Raumkurve  C^^> 
in  einen  Kegelschnitt  C^^^  und  eine  Gerade  l, 
he  dem  Kegelschnitt  in  einem  Punkte  be- 
let. 

i)    Wenn  die  beiden  gegebenen  kollinearen   Bfindel  D 
Ot   insbesondere  eine  solche  Lage  zu  einander  haben, 
in  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  O  Oi  zwei  ent- 
hende  Strahlen   hineinfallen  1 0£)|  |  =  «=»=■  /i  =  ^i  ==  /i 
zerfällt  die  Kurve  O^^  wiederum,   indem  diese  Gerade 
i\  =  l  einen  Teil  der  Kurve  bildet;  denn  jeder  Punkt 
:u8ammenfallenden  entsprechenden  Strahlen  kann  als  ein 
;t  des  Ortes  0^>    augesehen  werden.     Ferner  sind  aber 
usammenfallenden  Strahlen  e  e^  die  Axen  entsprechender 
ktivischen  Ebenenbüschel   in  den   kollinearen  Bündeln, 
da  diese  Ebenenbüschel  koaxial  liegen,  so  haben  sie  ein 
»  oder  konjugiert-imaginäres  Paar  Doppelebenen  (S.  15). 
diese  reell ,  so  haben  wir  in  einer  derselbe^  zwei  pro- 
nsche  Strahlenbüschel  um  O  und  Du  die  perspektivisch 
n  niüssen,  weil  in  die  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte 
entsprechende  Strahlen  hineinfallen,  folglich  liegen  die 
ittpunkte  aller  übrigen  Paare   entsprechender  Strahlen 
3iner  Geraden  g^  die  daher  dem  Orte  O^^  angehört;  aus 
hem  Grunde  erhalten  wir  in  der  zweiten  Doppelebene 
Gerade  g\    In  diesem  Falle  artet   also    die  Raum- 
re  C^')  in  drei  gerade  Linien  Igg'  aus,  von  denen 
r  l  den  beiden  übrigen  g g'  begegnet;  die  Ebenen 
und  \lg']  können  auch  konjugiert-imaginär  sein,  in  wel- 
L  Falle  die  Geraden  g  und  g  nicht  reell  sind. 
Das  dem  Erzeugnis  zweier  kollinearen  Bündel  dual-gegen- 
stehende   Erzeugnis   zweier    kollinearen    Felder    ist    die 
mkurve  dritter  Klasse,  deren  Identität  mit  der  Raum- 
e  C<»>  wir  oben  (S.  272)  nachgewiesen  haben,  d.  h.  die- 
!  Raumkurve,  als  Aufeinanderfolge  von  Punkten  aufgefafst, 
ie  Raumkurve  dritter  Ordnung,  als  Aufeinanderfolge  von 
niegun^ebenen  aufgefafst,  die  Raumkurve  dritter  Klasse, 
ihre  Erzeugung  ist  nunmehr  folgende: 
Sind  die  Ebenen  's  und  b^  die  Träger  zweier  im 


452    §  &2'  I)ie  Oberfläche  2.  0.  als  Erzeugnii  Eweier  reiiprokeB  Bfiodel 

Räume  beliebig  gegebenen  kollinearen  Felder,  lo 
wird  nicht  jeder  Strahl  x  (in  der  Ebene  b)  seinem 
entsprechenden  x^  (in  der  Ebene  £,)  begegnen,  wokl 
aber  findet  dies  bei  einer  (einfachen)  Unendlich- 
keit von  Strahlenpaaren  statt,  und  sämtliche  durch 
solche  Strahlenpaare  bestimmten  Ebenen  sind  die 
Schmiegungsebenen  einerRaumkurve  dritter  Klasse. 
Jede  Verbindungslinie  zweier  entsprechenden  Punkte  der  beideB 
kollinearen  Felder  ist  Schnittlinie  zweier  reellen  oder  kon- 
jugiert-imaginären  Schmiegungsebenen,  und  die  TotalitiU  alkr 
solchen  Schnittlinien  ist  so  im  Räume  verbreitet^  da&  in  jeder 
beliebigen  Ebene  eine  und  nur  eine  derselben  liegt,  die  auf 
folgende  Art  gefunden  wird :  Eine  beliebige  Ebene  a  schneide 
die  ebenen  Tniger  b  e,  der  gegebenen  kollinearen  Felder  ii 
^en  beiden  Strahlen  x  und  j/, ,  denen  in  beiderlei  Sinn  est* 
sprechend  seien  die  Strahlen  x^  und  y\  verbindet  man  die 
Punkte,  in  welchen  diese  beiden  Strahlen  x^  und  y  der  Ebene 
a  begegnen,  so  ist  die  Verbindungslinie  die  gesuchte  Schnitt- 
linie zweien  Schmiegungsebenen. 

Die  ganze  der  obigen  dual -gegenüberstehende  Unter- 
suchung des  Erzeugnisses  zweier  kollinearen  Felder  in  aD* 
gemeiner  Lage  kann  derselben  in  bekannter  Weise  nachgebil- 
det werden,  so  dais  wir  die  Ausführung  füglich  unierlatfen 
dürfen,  zumal  ein  Teil  der  hier  auftretenden  Resultate  bereit» 
früher  in  den  §§  31— .-W  hervorgehoben  ist. 

§  52.    Die  Oberfläche  zweiter  Ordnung  ala  Eneuffiii 

zweier  reziproken  BündeL 

Wenn  zwei  reziproke  Bündel  O  und  C|  beliebig  >*• 
Uaume  gegeben  sind,  so  dais  einem  l)eliebigen  Strahle  jr  dr^ 
Bündels  C  eine  bestimmte  Ebene  Si  des  Bündels  C|  M^ 
gleichzeitig  einem  beliebigen  Strahle  rc,  des  Bündels  C|  Ä^ 
bestimmte  Ebene  |  des  Bündels  O  und  umgekehrt  entsprieb^ 
und  die  entsprechenden  Elemente  in  der  oben  (S.  351) 
schriebenen  Abhungigkeit  der  reziproken  Beziehung  so 
ander  stehen,  dann  kann  man  fragen  nach  dem 
Ort  der  Schnittpunkte  entsprechender  Element^ 
und  (hVson  Ort  als  das  Erzeugnis  der  gegebenen  reai' 
proken  Hünd<*l  definien*n. 
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Dafd  im  allgemeinen  auf  einer  beliebigen  Geraden  g  im 
,ume  zwei  Punkte  des  gesuchten  Ortes  enthalten  sind,  er- 
onen  wir  leicht  aus  folgender  Betrachtung: 

Wenn  wir  auf  der  Geraden  g  einen  veränderlichen  Punkt 
aufen  lassen^  so  beschreibt  |  £) ):  ein  ebenes  Stralilenbüschcl^ 
Ichem  ein  bestimmtes;  mit  ihm  projektivisches  Ebenen- 
3chel  im  Bündel  0|  entspricht;  die  Ebenen  dieses  Bü- 
lels  schneiden  auf  der  Geraden  g  eine  zweite  mit  jc  pro- 
:tivische  Punktreihe  aus,  und  die  Doppel elemente  dieser 
den  zusammenliegenden  projektivischen  Punktreihen  sind 
enbar  Punkte  des  gesuchten  Ortes.     Wir  schliefsen  also: 

Auf  einer  beliebigen   Geraden  im  Räume  sind 

allgemeinen  zwei  Punkte  des  gesuchten  Ortes 
rhandeU;  die  entweder  beide  reell  sind,  oder 
sammenfallen,  oder  konjugiert-imaginär  sein 
Innen;  sollten  insbesondere  drei  Punkte  des 
rtes  auf  einer  Geraden  g  liegen,  dann  müssen 
mtliche  Punkte  derselben  dem  Orte  angehören, 
nn  alsdann  müssen  die  auf  einander  liegenden  projektivi- 
lien  Punktreihen  identisch  sein^  also  jeder  Punkt  ein  Doppel- 
inkt  derselben. 

Wir  schliefsen  hieraus^  dafs  der  gesuchte  Ort  eine  Ober- 
iche  zweiter  Ordnung  ist,  und  können  dies  weiter  be- 
tigen, wie  folgt: 

Irgend  einer  durch  den  Mittelpunkt  O  des  einen  Bündels 
egten  Ebene  |  entspricht  ein  bestimmter  Strahl  x^  des 
tidels  Ol  und  den  durch  O  in  der  Ebene  |  gezogenen 
^len  eines  ebenen  Strahlenbüschels  die  durch  x^  gehenden 
^nen  eines  Ebenenbüschels,  welches  mit  dem  vorigen  Strah- 
t>Ü8chel  projektivisch  ist;  die  Schnittpunkte  entsprechen- 
Slemente  solcher  zwei  Gebilde  sind  daher  in  der  Ebene  | 
^£en,  nämlich  die  Punkte  eines  Kegelschnittes  |t^,  der 
c^h  die  Punkte  O  und  T  =»  (S;  ^i)  hindurchgeht,  und  dessen 
tönten  in  diesen  Punkten  leicht  bestimmt  werden  können. 
"  Ebene  [a^^O]  im  Bündel  D|  aufgefafst  entspricht  näm- 
^  ein  bestimmter  Strahl  im  Bündel  O,  welcher  offenbar 
Tangente  im  Punkte  O  am  Kegelschnitt  |('>  ist,  und  dem 
Bthle  \Oj:\i  im  Bündel  D  aufgefafst,  entspricht  eine  be- 
Umte   durch  x^  gehende  Ebene  des  Bündels  Oj;  welche 
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die  Ebene  |  in  der  Tangente  des  Kegelschnittes  |<'*  im  Paukte 
IC  schneiden  wird. 

Wir  schliefsen  also: 

Jede  durch  einender  beiden  Mittelpunkte  der  g^ 
gebenen  Bündel,  etwa  durch  ^beliebig  gelegte  Ebene 
S  enthält  unendlich  viele  Punkte  des  gesuchten 
OrteS;  welche  auf  einem  durch  O  gehenden  Kegel- 
schnitte |(^>   liegen.     Wird  die  Ebene  {  im  Bündel 

0  von  dem  entsprechenden  Strahle  x^  des  BQndeU 

01  in  dem  Punkte  y:  getroffen,  und  zieht  man  den 
Strahl  IOtI  «=  y,  so  entspricht  ihm  eine  Ebene  i^i  im 
Bündel  On  die  Schnittlinie: 

ist  allemal  Tangente  des  Kegelschnittes  f/^]  nie  ist 
also  auch  Tangente  der  Ortsoberfläohe,  d.  h.  sie  ent- 
hält zwei  zusammenfallende  Punkte  derselben.  Hieraus  be- 
stätigt sich  nochmals  das  früher  erkannte  Resultat,  lüimlick 
dafs  der  Ort  aller  Schnittpunkte: 

identisch  ist  mit  dem  Ort  aller  Schnittpunkte: 

nämlich  dasselbe  Erzeugnis  der  beiden  g^ebenen  reziproken 
Bündel,  mag  man  das  eine  als  Strahlen-,  das  andere  ib 
Ebenenbündel  auffassen  oder  umgekehrt 

Verändern  wir  beliebig  die   durch  O  gelegte  Ebene  {f 
so  verändert  sich   auch  der  Kegelschnitt  i^^,  aber  wenn  S^ 
der  der  Ebene  |  entsprechende   Strahl   des  Bündels  Ci  ^ 
wie  oben,  so  entspricht  allemal  der  Ebene  [j?iO]  im  Bündel 
C|  die  Tangente  am  Kegelschnitt  §<*>  im  Punkte  C.    ün  »"• 
alle  diese  Ebenen  [x,  O]  beständig  durch  den  festen  StnJi^ 
|OiO    gehen,    so  liegen  jene  Tangenten   sämtlich  in  ein^ 
Ebene;    wir  nennen  diese  die  Berührungsebene  der  er^ 
zeugten  Oberfläche  im  Punkte  O.     Wir  schliefsen  also: 

Legt  man  durch  einen  der  beiden  Mittelpunkte  a 
der  gegebenen  Bündel,  etwa  durch  O,  beliebig  viel  ^ 
Ebenen  g,  so  enthält  jede   derselben   einen  Kegel- 
schnitt 5<«»,  der  dem  gesuchten  Orte  angehört  Di* 
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kngenten  aller  dieser  Kegelschnitte  im  Punkte  C 
liegen  in  einer  und  derselben  Ebene,  nämlich  der- 
jenigen, welcbe  dem  Strahle  10,01  uls  dem  öiindol 
2i    an  gehörig   im    Bündel    O    entspricht,     und    das 
Jeicbe  gilt  für  d,  also: 

Dem  in  der  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte 

iC,    der    gegebenen    Bündel    vereinigten    Strahle 

er   beiden   Bündel   entsprechen    in   beiderlei   Sinn 

Berührungsebeneu    der    erzeugten    Oberfläche 

I  den  Punkten  CO,. 

Der  tVnheren  Terminologie  gemäfs   bezeichnen   wir  den 
ihl  100,1  in  doppeltem  Sinne: 

|CO,|-e  =  /-, 
I  die  ihm   entsprechenden  Ebenen,  d.  h.  die  Berührungs- 
1  iu  0|  und  O,  durch 

E,  und  tp. 
Ans  den  Untersuchungen  des  §  50  geht  nun  ganz  all- 
mein  hervor,  dafs  in  einer  beliebig  angenommenen  Ebene 
lendlich  viele  Punkte  des  gesuchten  Ortes  enthalten  sind, 
)  auf  einem  Kegelächnitt  liegen;  denn  fassen  wir  eine  will- 
Irlich  gelegte  Ebene  doppelt  auf  und  lassen  sie  von  den 
rahlen  und  Ebenen  der  beiden  gegebeneu  RUndel  O  O, 
rffen,  ho  haben  wir  zwei  zusammenliegende  reziproke  ebene 
[der,  und  die  incidenten  Elemente  derselben  werden  dem 
Richten  Orte  angehören,  d.  h.  diejenigen  Punkte,  deren 
toprechende  Strahlen  durch  sie  selbst  gehen.  Wir  haben 
ler  gesehen,  dafs  diese  Punkte  im  allgemeinen  einen  (reellen 
br  imaginären)  Kegelschnitt  erfüllen,  den  wir  durch  ein 
ittels  reeller  Konstruktion  herzustellendes  ebenes  Polar- 
item  zu  ersetzen  gelernt  haben.  Hiemach  tritt  also  das 
leitig  begründete  Resultat  hervor; 

Zwei  beliebig  im  Räume  liegende  reziproke 
Bndei  0  0,  erzeugen  eine  Oberfläche  2.  0.,  d.  h. 
its  p  riebt  jedem  Strahl  ;j:  des  BüudeUO  eine  Ebene 
,deB  Bündels  0,  und  umgekehrt,  so  ist  der  gesamte 
rt  des  Schnittpunkts  (xS,)  oder  (:«,£)  die  Fläche 
i  sie  geht  insbesondere  durch  die  Mittelpunkte 
tr  beiden  Bündel  und  wird  in  diesen  Punkten  Ton 
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denjenigen  Ebenen  berfihrt,  welche  dem  in  der 
Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  Tereinigteo 
Strahle  in  doppeltem  Sinne  entsprechen. 

BeTor  wir  die  Flache  2.  O.  rocksichtlich  ihrer  Durch- 
schnitte   mit  beliebigen  Ebenen    niher  betrachten   und  ins- 
besondere solche  ebene  Schnitte  anfrnchen,  die  in  Linien- 
paare  zerfallen,  wollen    wir  einige  allgemeine  Folgerungen 
ziehen  ans  der  Erzeugung  der  Flache  2.  O.  F^^  durch  zwei 
reziproke  B&ndeL  Da  Tier  Ton  einander  unabhängige  beliebig 
gewählte  Elementenpaare  die  reziproke  Beziehung  der  beiden 
Bändel  bestimmen  (S.  351),  so  folgt: 

Wenn  durch  einen  beliebigenPunkt  C  im  RauiD^ 
Tier  Strahlen  a  b  c  d,  Ton  denen  keine  drei  in  ein  ^^ 
Ebene  liegen,  gezogen  werden,  und  durch  ein^< 
zweiten  Punkt  C|  Tier  Ebenen  a^  ß^  y^  d,,  Ton  den 
keine  drei  sich  in  derselben  Geraden  schneide 
gelegt  werden,  und  wenn  jene  Strahlen  dies 
Ebenen  in  irgend  einer  Weise  entsprechend 
setzt  werden,  wie  die  entsprechenden  Buchstab« 
es  bezeichnen,  so  liegen  die  Tier  Schnittpunkten 

K«i)   (^^i)   feyi)   (rf,*i), 

-erner  die  sechs  Schnittpunkte: 

([a6],   ai/JiD([ac],  |a,y,)([a(f],|a,d,i) 
{U>cl\ß,Y,\)  {[bd],\ß,dii){[cdl\Ytit\), 
d.  h.  die  Punkte,   in   welchen   eine  Ebene,   die  zw^ 
der   gegebenen  Tier  Strahlen   Terbindet,   Ton  d^ 
Strahle    getroffen  wird,    in   welchem   die   entspr 
chenden    beiden    Ebenen   sich  schneiden,    mit    d^ 
beiden  Mittelpunkten: 

O     und     O, , 

also    zusammen    zwölf    Punkte    auf    einer    Flicl' 
2.  0.  jP«>. 

Nehmen    wir    dagegen    nur    drei   Paare    entsprechenil^ 
Elemente  der  beiden  reziproken  Bündel  an:  ab  c  und  a^  ß^  ^  t 
so   ist  die  Beziehimg    nicht  vollständig  bestimmt,   und  w 
können  das  vierte  in  mannigfaltigster  Weise  verändern; 
dabei  erzeugten  Flächen  i^^^  gehen  dann  offenbar  durch  di 
selben  acht  Punkte: 
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o  o, 

(o, «,)    (b,ßi)    (c,  y,) 
([hcllß.nl)    i{.ca],\y,a,\)    i[ab],\a,ß,\). 

A.l>^r  es  läfst  sich  auch  allgemeiner  nachweisen ,  dafs  irgend 
ein^  in  anderer  Weise  durch  zwei  reziproke  Bündel  erzeugte 
F'laohe  1^%  sobald  sie  durch  sieben  von  diesen  Punkten  geht, 
noti'iwrendig  auch  durch  den  achten  gehen  mufs. 

In  der  That  bezeichnen  wir  die  drei  Ebenen ,  welche  die 
Stjn^ilen  ab  c  paarweise  verbinden : 

[pc]  =  «     [ca]  =  ß    [ab]  =  y, 

»o  lassen  sich  die  vorigen  acht  Punkte  als  Schnittpunkte  von 
j^     dxei  Ebenen  so  darstellen: 

Q  =  (aßy)    O,  =  (a,/J|y0 
a  =  K/Jy)      b  =  (ccß^y)      c  =  {aßy,) 

-^^ö    dieser  mehr  symmetrischen  Bezeichnung  erkennen  wir, 

^  diese  Gruppe  von  acht  Punkten  sowohl  in  dem  Ebenen- 

aa^ ,   als  auch  in   dem  Ebenenpaar  ßß^    und    in  dem 

^enenpaar  yy^   liegt;    also    die  Durchschnittspunkte  dieser 

^^^■ei  Ebenenpaare  sind  die  vorigen  acht  Punkte.     Sie  stehen 

^^Sleich  in  solcher  Abhängigkeit  von   einander,  dafs,  wenn 

sie  in  die  vier  Paare  teilen: 

00|,    aa',    W,    cc', 

durch  dieselbe  Konstruktion,  durch  welche  wir  von 
^  0|  aasgehend  zu  den  sechs  übrigen  Punkten  gelangten, 
^^ct  von  einem  der  andern  Paare  ausgehend  zu  den  sechs 
Vorigen  gelangen  mittels  derselben  drei  Ebenenpaare  aa^ 
^^1  9  ??%]  ja  durch  blofse  Vertauschung  der  Ebenen  inner- 
^^Jl>  eines  Paares  erkennen  wir,  dafs  wir  von  irgend  zweien 
^^»er  acht  Punkte  ausgehend  immer  durch  eine  gleiche  Kon- 
^^^"^ition  zu  den  sechs  übrigen  gelangen,  eine  besondere 
Eigentümlichkeit  dieser  räumlichen  Figur. 

Denken  wir  uns  nun  irgend  eine  Fläche  F^^^  durch  sieben 
***e8er  Punkte  gelegt,  so  wird  sie  die  Ebene  a,  welche  die 
Punkte  enthält: 

O  b  c  a', 
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in  einem  Kegelschnitt  schneiden^  der  durch  diese  vier  Punkte 
gehen  mufs,  und  wenn  sich  die  Fläche  1^*^,  welche  besfindig 
durch  die  sieben  Punkte  O  a  a'b  b'c  c'  gehen  soll,  verandert,80 
wird  der  Kegelschnitt  ein  Büschel  mit  den  vier  festen  Grand- 
punkten  O  b  c  a  beschreiben.  Die  Ebene  a, ,  welche  die  drei 
übrigen  Punkte  b'  c'  a  enthält,  wird  aber  von  der  Flache  F* 
auch  in  einem  Kegelschnitt  geschnitten ,  der  durch  die  drei 
festen  Punkte  b'  c'  a  geht  und  außerdem  die  Schnittlinie  jffffil 
in  demselben  Punktepaare  schneidet,  in  welchem  der  dar 
F^^)  angehörige  Kegelschnitt  in  der  Ebene  a  dieselbe  trifl; 
denn  die  Schnittlinie  \a  a^\  wird  von  1^'^  nur  in  einem 
Punktepaar  geschnitten.  Bei  der  Veränderung  von  F^ 
schneidet  nun  das  Kegelschnittbüschel,  dessen  vier  feste 
Grundpunkte  O  b  c  a'  sind,  auf  der  Geraden  \aai\  bekanntlich 
eine  Punktinvolution  aus,  und  die  Kegelschnitte  in  der  Ebene 
«j  müssen  offenbar  durch  die  drei  festen  Punkte  V  c'  a  o»d 
je  zwei  Punkte  dieser  Punktinvolution  auf  [aail  gehen, 
woraus  folgt,  dafs  sie  noch  durch  einen  vierten  festen  Ponkt 
gehen  müssen  (Th.  d.  K.  S.  235),  also  ein  Büschel  in  der 
Ebene  a^  bilden ;  durch  diesen  vierten  festen  Punkt  in  der 
Ebene  a,  müssen  daher  auch  sämtliche  I^^  gehen,  welche 
durch  die  vorigen  sieben  Punkte  gehen ;  es  ist  aber  leicht  n 
erkennen,  dafs  derselbe  kein  anderer  als  0|  ist.  Denn  dtf 
durch  die  vier  Punkte  O  b  c  a  gelegte  Linienpaar  |Cb;  und 
I  c  a' '  trifft  die  Schnittlinie  \aa^\  in  einem  Punktepaar,  wekbes 
so  ausgedrückt  werden  kann:' 

(!Ob|,a,)  =  («y  «,)  =  («,  !<»c'l) 

und 

(ica;,  «,)  =  («y,  «,)  =  (a,|C,b',), 

folglich  ist  das  Linienpaar  |  a  c'    und    O,  b'    ein  Kegelschnitt 
des  Büschels  in  der  Ebene  «j.   Zweitens  schneidet  das  durch 
die  vier  Punkte  O  b  c  a'  gelegte   Linienpaar   ! O  cl  und  a  t 
die  Schnittlinie  \aa^    in  einem  Punktepaar,   welches  so  »o^ 
gedrückt  werden  kann: 

(|Oc|,a,)  =   (aßa,)    =   (a,    ab';) 
(.ba|,a,)  =  {aß,a^)  =  (a,,0,c'|), 

folglich    ist    das   Linienpaar     ab'!    und     O,  c'     ein   zwei^^" 
Kegelschnitt  des  Büschels  in  der  Ebene  a, ,  und  diese  beicJ^ 
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Kegelschnitte  haben  aufser  den  drei  Punkten  b'  c'  a  noch  den 
Tierten  Punkt  0|  gemein;  folglich  ist  Oi  der  gesuchte  achte 
feste  Punkt  in  der  Gruppe^  und  wir  können  den  Satz  aus- 
sprechen : 

Wenn  durch  einen  Punkt  O  drei  beliebige 
Strahlen  abc  gezogen  werden,  die  nicht  in  einer 
Ebene  liegen,  und  durch  einen  Punkt  Oi  drei  Ebe- 
nen «1  /3|  y^  gelegt  werden,  die  nicht  durch  einen 
Strahl  gehen,  so  liegen  die  acht  Schnittpunkte: 

O    Ol 
(a,«,)     {b,ß^)    (c,yO 
.        ([bc],  \ß,y,0     ([cd],\y,a,\)     ([ab],  \a,  ß,\) 

immer  so  im  Räume,  dafs  jede  Oberfläche  zweiter 
Ordnung,  welche  durch  sieben  derselben  geht,  auch 
durch  den  achten  g^hen  mufs. 

Vermittelst  dieses  Satzes  kann  man  zu  dem  bemerkens- 
werten Schlufs  gelangen,  dafs  eine  gegebene  Fläche  F^*^  auf 
unendlich  viele  Arten  als  das  Erzeugnis  zweier  reziproken 
BQndel  aufgefafst  werden  kann,  indem  man  zwei  beliebige 
Ponkte  derselben  zu  Mittelpunkten  der  Bündel  wählen  darf 
und  die  reziproke  Beziehung  derselben  in  bestimmter  Weise 
herstellen  kann. 

Sei  nämlich  F^^  eine  gegebene  Fläche  2.0.  (hergestellt 
durch  zwei  reziproke  Bündel)  und  nehmen  wir  zwei  beliebige 
Pnnkte  O  und  Oi  derselben  und  ^ufserdem  irgend  welche 
andere  Punkte  der  Fläche  a  b  c  b ,  welche  mit  O  ver- 
bunden die  Strahlen: 


=  Oa|-=-a    |Ob|  =  6    |Oc|=c    |Ob!  =  d... 

liefern;  legen  wir  femer  durch  |0|a|  eine  beliebige  Ebene  «,, 
welche  nicht  durch  O  gehen  soll,  dann  wird  dieselbe  die 
Fläche  -F^*^  in  einem  Kegelschnitte  schneiden,  welcher  durch 
Ol  und  a  geht;  die  Ebenen  [ab]  [ac]  [ad]  .  .  .  mögen  diesen 
Kegelschnitt  in  den  Punkten 

V    c     b' . .  . 
treffen,  und  die  durch  je  drei  Punkte  gelegten  Ebenen: 

[Oibb']    [Oicc']    [0,bb']... 
seien: 
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ß\     Y\     'i  •  •  •  > 
dann  werden  die   Paare  von  Strahlen  und  Ebenen: 

entsprechende  Elemente  zweier  reziproken  BQodel  sein. 

In  der  That,  einmal  bilden  Ebenen  [a6]  \ac\  \ad\  em 
EbenenbQschel,   dessen  Axe  a  ist  und  welches  projektiTisch 

ist  mit  dem  von  den  Strahlen  \ctxß\\  W\Y\\  l^i'il  •  •  •  P^^' 
deten  Strahlenbüschel^  denn  das  Ebenenbüschel  schneidet  die 
Ebene  a^  in  einem  Strahlenbüschel  mit  dem  Mittelpunkte  a, 
und  dieses  Strahlen büschel  ist  mit  dem  vorigen,  dessen  Mittel- 
punkt 0|  ist;  projektivisch,  weil  sich  entsprechende  Strahlen 
in  den  Punkten  b'  c'  b'  .  .  .  eines  Kegelschnitts  treffeu.  Zwei- 
tens wird  aber  auch  die  Ebene  /S,  die  Fläche  2*'^*'  in  einem 
Kegelschnitt  schneiden,  und  es  werde  dieser  von  den  Ebenen 

[ha]     [hc\     [hd]  . . . 
getroffen  in  den  Punkten: 

b'    c      b    . .  .  . 
Nach  dem  vorhin  bewiesenen  Satze  mufs  nun  der  Poolt 
c"   in'  der  vorigen  Ebene  y,   liegen.     Denn    zu    den  siebca 
Punkten  der  Fläche  F^: 

O    a    b    c    b'    c'    Ol 
gehört  notwendig  ein  achter  Punkt,  der  nach  dem  Obigen 
dadurch    gefunden    wird,    dafs    wir   die  Lage    dieser  sieben 
Punkte  betrachten;  es  liegen 

O  a  b  b'  in  einer  Ebene  [ab], 
ferner 

O  a  c  c'  in  einer  Ebene  [ac] 
und 

0|  b'  c'  a  in  einer  Ebene  a, ; 

folglich   wird  der  notwendige  achte   Punkt  als  der  Schiii*^ 
puukt  der  drei  Ebenen: 

[Cbc]    [C,H''l    [C.cc'] 
gefunden;  dies  sind  aber  die  Ebenen: 

[hc]    ß,     y,, 
und   ihr  Schnittpunkt  ist   der  Punkt  c";   folglich    liegt  ^^ 
notwendig     der    Fläche    F^^^    angehorige    Punkt    c"   in  ^^' 
Ebene  yj  und  ebenso  der  der  Fläche  JP*->  angehorige  Punk* 
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b"  in  der  Ebene  8^  u.  s.  w.  Die  Schnittlinien  \ß^a^\  l/S^y, 
|/3|d,  I . . .  bilden  daher  ein  ebenes  Strahlenbüschel  in  der  Ebene 
ß^,  welches  mit  dem  Ebenenbüschel  blacd  ,  .  ."]  projektivisch 
sein  mufs^  weil  die  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen 
sich  in  den  Punkten  eines  Kegelschnitts  treiFen. 

Aus  diesen  beiden  Bedingungen  folgt  aber  (S.  351)  die 
reziproke  Beziehung  des  Strahlenbündels  0\ab€d  ,  .  ,\  mit 
lern  Ebenenbündel  D^lcciß^yid^  .  .  .],  weil  nämlich 

a[hcd .  .  .]  A  «il/Si^i*!  •  ••! 
and  gleichzeitig 

b[acd . . .]  A  ft  l^^i^i^i  •  •  •!  ist. 

Da  nun  die  beiden  Bündel  O  und  Oi  in  reziproker  Be- 
siehung  stehen^  wie  wir  nachgewiesen  haben,  so  erzeugen 
rie  eine  Fläche  2.  0.,  welche  mit  der  vorgelegten  Fläche  F^^^ 
soviel  Punkte  a  b  c  b  . . .  gemeinschaftlich  hat,  als  wir  wollen; 
mithin  ganz  mit  derselben  zusammenfallt.  Wir  haben  also 
folgendes  Ergebnis: 

Ist  eine  Oberfläche  2.  O.  durch  zwei  reziproke 
Bündel  erzeugt^  so  kann  dieselbe  auf  unendlich 
fiele  andere  Arten  erzeugt  werden,  indem  man 
zwei  beliebige  Punkte  O  O,  der  Fläche  JPW  zu 
Mittelpunkten  zweier  erzeugenden  Bündel  wählen 
darf,  ferner  einem  beliebigen  Strahle  |Oa|<=a; 
welcher  nach  einem  Punkte  a  der  jP<*)  hingeht, 
irgend  eine  durch  den  Strahl  |0|a|  gelegte  Ebene 
«1  (welche  nicht  gleichzeitig  durch  O  geht)  ent- 
sprechen läfst,  alsdann  entspricht  jedem  andern 
Strahle  x  des  Bündels  O  eine  bestimmte  Ebene  S, 
des  Bündels  Oj,  und  der  Ort  sämtlicher  Schnitt- 
punkte (xi^)  der  beiden  reziproken  Bündel  ist 
die  gegebene  Fläche  F^^K  Die  dem  Strahle  x  entspre- 
chende Ebene  S,  wird  aber  gefunden,  indem  man  zuerst  den 
Punkt  j:  bestimmt,  in  welchem  der  Strahl  x,  aufscr  in  D, 
zum  andern  Male  der  l^w  begegnet,  ferner  den  Punkt  j:\  in 
welchem  die  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen  [ax]  und  a, , 
an&er  in  a,  zum  andern  Male  der  F^^^  begegnet;  dann  ist 
die  durch  die  drei  Punkte  O]  y  j:  gelegte  Ebene  [Oijcv']  «=»  6i 
die  entsprechende. 
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Wir  habeu  also  bei  einer  gegebenen  F^^  zur  ElReoguiL  ^ 
derselben  durch  zwei  reziproke  Bündel  anfser  der  willküi^-. 
liehen  Wahl  zweier  ihrer  Punkte  O  Oi  zu  Mittelpankt^^ 
der  erzeugenden  Bflndel  noch  eine  Willkürlichkeit  frei,  nit^^. 
lieh  die  Wahl  der  einem  Strahle  |Ca|  =a  entsprechend^.^ 
Ebene  a^,  welche  durch  den  Strahl  Oia|  beliebig  gele^ 
werden  kann,  nur  nicht  durch  O  gehen  darf,  weil  sonst  alle 
Punkte  des  Strahles  a  der  Oberfläche  F^^>  angehören  müfsteii. 

Diese  Erzeugung  einer  Oberflache  2.  O.  durch  zwei  rezi- 
proke  Bündel  ist  eine   Erweiterung    sehr   bekannter  Eigen- 
schaften   der  Elementargeometrie.     Denken    wir   uns   durch 
einen   Punkt   C   alle  Strahlen  x  gezogen    und    durch  einen 
beliebigen  andern  Punkt  C|  des  llaumes  alle  Ebenen  (p  so 
dals  allemal  der  Strahl  w  auf  der  Ebene  $|  normal  steht;  bo 
wird  bekanntlich  der  gesamte  Ort  des  Schnittpunktes  (x(,)oiie 
Kugel  sein,  welche  jC  C|  |  zum  Durchmesser  hat    Nun  treffen 
die  Strahlen  j*  die  unendlich-entfernte  Ebene  f^  in  Punkten 
t^^    und  die   entsprechenden   Normalebenen  $,   schneiden  f« 
in  Strahlen  y'^  und  wegen  der  Kechtwinkligkeit  sind  ^'  nn^ 
t!/"    Pol    und   Polare   eines    besonderen   ebenen  Polanjsieii* 
auf  s^^  welches  von  einem  orthogonalen  Polarbündel  (8.43) 
auf  f^    ausgeschnitten  wird.     Die    Kemkurve    dieses   Polir- 
svstems    ist    der   unendlich  -  entfernte    imaginäre    Kreis  itf* 
Das  Polarsvstem   in  e^  Wsteht  aber  aus  zwei  in  besonderer 
Weise  zusaiiunenli^enden  reziproken  Feldern  (S.  357),  folg' 
lieh    werden   auch   das    mit    den   Strahlen  y^    perspektiviscb 
liegende  Ebenenbundel  C,ll,|   und  das  mit  den  Punkten  r' 
perspektivisch    liegende    Strahlenbündel   C,J"     in    reziproker 
Beziehung  stehen«  und  wir  haben  die  Kugel  als  das  ErzeogDi* 
zweier  besonderen  reziprv>ken  Bündel.    Zugleich  folgt  hicrw» 
das  schon   früher  y^S.  40»  hervorgehobene  Kesultat,  dals  »U* 
Kugeln  im  Uaume  denselben  unendlich-entfernten  imaginirrti 
Kreis  gemeinschaftlich  haben. 

§  «vV  Konstruktion  der  F  *'  durch  neun  ges^bene  Punkt#- 
Sind  C  und  C,  die  Mittelpunkte  zweier  reziprokfi» 
BündeK  welche  eine  tUvrfläche  1».  O.  F-'  erzeugen,  und  ent- 
spricht einem  Strahle  fi  des  Bündels  C  die  Ebene  a,  J^ 
BüDdeU  C,.  so  wir\l  die  El»ene  a^  die  Fliehe  /^**  in  einem 
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Eegelschuitt    a'p    schneiden.     Ziehen    wir   in  der  Ebene  «, 

einen  beliebigen  Stxahl  h,  durch  O,,  so  entspricht  demselben 

in  dem  Bündel  C  eine  bestimmte  Ebene  ß,  und  e.s  mufs,  da 

^Htier  ätraht  b,  in  der  Ebene  n,  liegt,  die  Ebene  ß  durch  den 

^^Btrabl  o   gehen    wegen   der   Reziprozität  der  beiden   Bündel 

B^.  3.Vt}-     Die   Ebene  ß   schneidet  aber  die   Flüche  F^"   in 

einem  KegcLichnitt  /i'",  und  es  ist  ersichtlich,  däl's  die  beiden 

Schnittpunkte : 

a  =  (aa^)     \,  =  {h,ß) 

«Jen  beiden  Kegelschnitten  »j*'  und  ^i*'  gleichzeitig  angehören 
mitsaen.  indem  sie  auf  der  Schnittlinie  ihrer  Ebenen  liegen. 
T>a  ein  Kegelschnitt  im  allgemeinen  durch  fünf  Punkte  be- 
stimmt wird,  und  die  beiden  Kegelschuitte  «[*'  und  ^""  zwei 
l'unkte  gemeinschaftlich  haben,  so  repräsentieren  sie  zu- 
sammen 2.5  —  3  =  8  Punkte  der  Kläche  i'"'*';  durch  diese 
acht  Punkte  ist  f '  ebensowenig  bestimmt,  wie  die  reziproke 
Beziehung  der  beiden  Bündel  S?  C|  durch  die  bis  jetzt  an- 
f^enoinmenen  Paure  entsprechender  Elemente  bestimmt  wird, 
«leun  wir  haben  nur  ein  Ebetienbüschel  mit  der  Axe  a  und 
«iu  ihm  projektiviaches  8trahleubi!schel  lu  der  Ebene  b,^  ein 
ISbencnblischel  ?',  und  ein  ihm  projektivisches  Strahlenbüschel 
in  der  Ebene  ß;  dies  reicht  aber  zur  Bestimmung  der  rezi- 
fiToken   Ueaiiehung   noch   nicht  aus.     Denn  denken   wir   uns 

»ÄU  den  beiden  Kegelschnitten  a'^*  und  j3'"  die  Tangenten  in 
■Ao  Funkten  a  und  t  gezogen,  so  ist  jeder  der  beiden  Kegei- 
vchnitte  durch  zwei  Tangeuten  mit  ihren  Berührungspunkten 
«  ond  b  und  aulserdem  einen  fünften  Punkt  O  resp.  0,  voll- 
ständig bestimmt;  es  entsprechen  aber,  wie  wir  wissen  (S.  4.^4), 
aitihi  nur  den  Strahlen  |0a|  =  rt  und  jOibl  ■=  b,  die  Ebenen 
^1      und  ß,  sondern  auch  dem  Strahle  |0b{  die  durch  O,  und 
"•^    Tangente  in  b  an  dem  Kegelschnitte  ^'"'  gelegte  Ebene, 
''^»»1  Strahle   |0,a|   die   durch  O  und  die  Tangente  in  a  an 
''^««1  Kegelschnitte  uf^   gelegfa-   Ebene;  wir  haben  also  zwar 
**^^>'  Paare  entsprechender  Elt-mente  beider  Bündel,  aber  solche 
*^re,  die  nicht  zur  Bestimmung  der  reziproken  Bündel  aus- 
^**«:hen   (8.   352),    nämlich   in  jedem    Bündel   zwei   Strahlen 
""•»«l  y,wei  Ebenen. 

Nehmen    wir  jetzt  einen    Iwliebigen   Punkt  i>  der  /'**', 
^^p^lcher  nicht  auf  den   Kegelschnitten  a<*'    und  ^'*'   liegt,   als 


I 
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wird  </;V 
Wir  habeu  also  bei  einer  gegebener   .  Ibündk 

derselben   durch  zwei  reziproke  Bflnd  hniitw'- 

liehen   Wahl    zweier  ihrer  Punkte      '  ^  •  er  ia  J' 

der  erzeugenden  Bilndel  noch  ein«"  •  (^"^     u  r  . 

lieh  ilie  Wahl  der  einem  Stra^  im  ^\^  niui> 

Ebene  «,,    welche  doich  der  j  liegtf  ^    y^^ 

werden  kann,  nur  nicht  dnr  .  rv^  en*^^.    a  - 

Funkte  dea  Strahles  a  der  aber  auch  "    •  i  ^ 

Diese  Erzeugung  c"  .,  soll,  folglich  ei^*^'^  ^-^ 

proke   Bändel  ist  ein  ^,a>],  und  jetrt  l**^,;,^ße 

Schäften   der  Ekmr  ^^len,   die  nicht  in  einer  **   . 

einen  Punkt  O  r  ^  .echende  Ebenen,  in  dem  BüO^^*  \^ 

beliebigen  ande*        .  seine  entsprechende  Ebene  /J,  w*^^ 
dals  allemal  r^    ^^iehung  bestimmt  ist. 
wird  bekaar         ^^  hieraus,  dal's  neun  Punkte  zur  Besti^.* 
Kugel  ser  v*     Oberfläche  2.  0.  notwendig  und  hinr^»" 
•    "***'.-*^rfin  werden:  dies  geht  auch  unmittelbar  daraus  1*^^^ 
?    J*^  z*'*^  irenn  wir  die  beiden  Kegelschnitte  «*j->  und  ^'•'  der  i 
"^       >-  welche  auf  der  Schnittlinie  ihrer  Ebenen  ein  geroe»^' 
j^^hes  Punkte]iaar  besitzen,   also  nur  als  acht  Paak**^ 
=^^5tinimung  der  Fläche  zählen,  und  auiserdem  einen  I^^^ 
f\^  im  Räume  liegenden  neunten   Punkt  p,  jede  durch  ^ 
j^e  Eijeue  von  den  beiden  Kegelschnitten  in  vier  Punkte'' 
Ltroiien   wird .   die  mit  p  zusammen  einen  Kegelschnitt  f^' 
^e   bostinunen,    welcher   der   /'-'    angehören    raul's.    W'i«' 
^nneu   also   auf  sämtlichen  durch    p    gelegten   Ebenen  ü*^ 
Kegelschnitte  der  F*-^  konstruieren,  mithin  die  ganze  Flacli*'- 
Aber  die  zur  liestimmung  der  -F'-'  zu  wühlenden  Punkte 
liegen  hier  in  besonderer  Weise  verteilt,  nämlich  zweimal  J** 
filnf  in  einer  Ebene,  und  es  entsteht  daher  die  allgeraein^^^ 

Aufgabe: 

Durch  neun  unabhängig  von  einander  i^ 
liAume  gegebene  Punkte  (von  doneu  keine  ilr«-'* 
auf  einer  (teraden,  keine  vier  in  einer  El'i'"** 
liogen)  eine  Obcrt'läehe  2.  0.  i*''-'  zu  legen. 

I>ii  drei  Punkte  eine  Elieue  bestimmen,  so  verteilen  '*'''" 
die  j^'rgrlM»nen  neun  Punkte  in  drei  (irui»pen  zu  je  dreien« 
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^urch  je  drei  Punkte  die  drei  Ebenen: 

a    ß     y, 
^  drei  Geraden: 

-:  a    \ya\  =  h     \aß\  =  c 

1  Punkt  0  laufen. 
V(«)  ^rird  in  jeder  der  drei  Ebenen 
^  schneiden,  von  dem  drei  Punkte 

le  jede  der  drei   Geraden  a  h  c  nur 

oder    konjugiert- imaginären)    Punkten 

müssen  die  drei  Kegelschnitte  auf  den  Schnitt- 

üibenen  geipeinschaftliche  Punktepaare  ausschnei- 

>  n.  diese  Schnittlinien  paarweise  zu  gemeinschaftlichen 

en  haben.     Durch  diese  Bedingung  werden  die  Kegel- 

e  bestimmt  werden. 

ihmen  wir  auf  a  einen  willkürlichen  Punkt  ))  und 
durch  die  vier  Punkte  c,  Cj  C3  )f  ein  Kegelschnitt- 
I,  so  schneidet  dasselbe  die  Gerade  a  aufser  in  dem 
Punkte  )f  noch  in  einer  Punktreihe  7:,  die  Gerade  b 
i  einer  Involution  von  Punktepaaren  \)  ^';  beide  Ge- 
efinden  sich  in  demselben  KegelschnittbfSschel  (c,  C2C3))) 
»rden  durch  dieses  in  eine  Abhängigkeit  von  einander 
^  80  daTs  zu  jedem  Punkte  y  ein  bestimmtes  Punkte- 
t)  zugehört,  und  auch  umgekehrt.  Diese  Abhängig- 
ird  dadurch  am  einfachsten  vermittelt,  dais  wir  die 
ivolution  {X)Xf)  auf  eine  einfache  Punktreihe  reduzieren, 
irir  zu  irgend  einem  beliebig  gewählten  festen  Punkte 
igers  und  zu  dem  veränderlichen  Punktepaar  \)\)  den 
rsteren  zugeordneten  vierten  harmonischen  Punkt  t 
i;  dann  wird  t  eine  einfache  Punktreihe  beschreiben, 
ilches  auch  der  gewählte  feste  Punkt  sei,  immer  pro- 
ch  bleibt  mit  der  von  j:  beschriebenen  Punktreihe.*) 


iTir  stützen  uns  hierbei  auf  einige  bekannte  Sätze  aus  der 
der  Kegelschnitte,  die  hier  kurz  angeführt  werden  mögen: 
m  man  ein  Kegelschnittbüschel  mit  vier  festen  Grundpunkten 
man  von  einem  beliebigen  Punkte. ^^  die  Polaren  inBesug  auf 
e  Kegelschnitte  des  Büschels  konstruiert,  so  laufen  dieselben 
ineu  festen  Punkt  O,  beschreiben  also  ein.  StrahlenbflscheL « 
m  von  einem  beliebigen  andern  Punkte  $'  aus,  so  erhält  man 
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neuntes   Bestimmungsstück  der  Fläche  hinzu  ^    so   wird  die 
reziproke   Beziehung  der  beiden  Bündel  dadurch  yollstandig 
bestimmt.    Denn  der  Ebene  [a))],  welche  den  Kegelschnitt  af) 
in  einem  bestimmten  Punkte  a'  zum  andern  Male  (aufser  in  a) 
schneiden  mufs;  entspricht  der  Strahl  |D|a'|  im  Bündel  C,; 
da  nun  der  Strahl   |0^:  in  der  Ebene  [a))]  liegt,  so  mai's 
dem  Strahle   |0^'  eine  Ebene  des  Bündels  Dj  entsprechen, 
die  durch  |Oia'|  geht;  diese  Ebene  mufs  aber  auch  durch  p 
gehen,  weil  p  ein  Punkt  der  F^^^  sein  soll,  folglich  entspricht 
dem  Strahle  |0))|  die  Ebene  [Dia')}],  und  jetzt  haben  wir 
in  dem  Bündel  O  drei  Strahlen,   die  nicht  in  einer  Ebänt 
liegen,  und  deren  entsprechende  Ebenen,  in  dem  Bündel  Ot 
einen  Strahl  6,  und  seine  entsprechende  Ebene  ß,  wodurch 
die  reziproke  Beziehung  bestimmt  ist. 

Wir  erkennen  hieraus,  dafs  neun  Punkte  zur  Bestiin- 
mung  einer  Oberfläche  2.  0.  notwendig  und  hinrei- 
chend sein  werden;  dies  geht  auch  unmittelbar  danns  her- 
vor, dafs,  wenn  wir  die  beiden  Kegelschnitte  «<*>  und  ß^^  ierF^ 
nehmen,  welche  auf  der  Schnittlinie  ihrer  Ebenen  ein  gemein- 
schaftliches Punktepaar  besitzen,  also  nur  als  acht  PonUe 
zur  Bestimmung  der  Fläche  zählen,  und  aufserdem  einen  be 
liebig  im  Räume  liegenden  neunten  Punkt  )>,  jede  durdi  f 
gelegte  Ebene  von  den  beiden  Kegelschnitten  in  vier  Punkten 
getroffen  wird ,  die  mit  )p  zusammen  einen  Kegelschnitt  g^ 
rade  bestimmen,  welcher  der  F^^^  angehören  muls.  ^^ 
können  also  auf  sämtlichen  durch  p  gelegten  Ebenen  die 
Kegelschnitte  der  F^^^  konstruieren,  mithin  die  ganze  FBche. 

Aber  die  zur  Bestimmung  der  i^<*»  zu  wählenden  Punkt« 
liegen  hier  in  besonderer  Weise  verteilt,  nämlich  zweimal  j« 
fünf  in  einer  Ebene,  und  es  entsteht  daher  die  allgemeinere 

Aufgabe: 

Durch  neun  unabhängig  von  einander  i*" 
ilaurae  gegebene  Punkte  (von  denen  keine  dr*^ 
auf  einer  Geraden,  keine  vier  in  einer  Eben« 
liegen)  eine  Oberfläche  2.  0.  F^^^  zu  legen. 

Da  drei  Punkte  eine  Ebene  bestimmen,  so  verteilen  "^^ 
die  gegebenen  neun  Punkte  in  drei  (iru{>peu  zu  je  dreiei*  '• 

a,a.2Ci3,    bjb^b,,    c,CoC3 
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id  legen  durch  je  drei  Punkte  die  drei  Ebenen: 

a    ß    y, 

^Iche  sich  in  den  drei  Geraden: 

\ßy\  =  a    |ya|  =  fc     \ccß\^c 

bneiden,  die  durch  den  Punkt  o  laufen. 

Die  gesuchte  Fläche  F^^  wird  in  jeder  der  drei  Ebenen 
ß  y  einen  Kegelschnitt  ausschneiden,  von  dem  drei  Punkte 
kannt  sind ,  und  da  sie  jede  der  drei  Geraden  ah  c  nur 
je  zwei  (reellen  oder  konjugiert -imaginären)  Punkten 
iffen  kann,  so  mOssen  die  drei  Kegelschnitte  auf  den  Schnitt- 
lien  ihrer  Ebenen  gei^einschaftliche  Punktepaare  ausschnei- 
n,  d.  h.  diese  Schnittlinien  paarweise  zu  gemeinschaftlichen 
kanten  haben.  Durch  diese  Bedingung  werden  die  Kegel- 
linitte  bestimmt  werden. 

Nehmen  wir  auf  a  einen  willkürlichen  Punkt  ))  und 
Jen  durch  die  vier  Punkte  c,  C2  C3  ^)  ein  Kegelschnitt- 
Bchel,  so  schneidet  dasselbe  die  Gerade  a  aufser  in  dem 
{ten  Punkte  )^  noch  in  einer  Punktreihe  7:,  die  Gerade  h 
er  in  einer  Involution  von  Punktepaaren  \)  ^';  beide  Ge- 
Ide  befinden  sich  in  demselben  Kegelschnittbilschel  (CiC-^Ca))) 
id  werden  durch  dieses  in  eine  Abhängigkeit  von  einander 
isetzt,  so  dafs  zu  jedem  Punkte  ):  ein  bestimmtes  Punkte- 
lar  ^1/  zugehört,  und  auch  umgekehrt.  Diese  Abhängig- 
it  wird  dadurch  am  einfachsten  vermittelt,  dafs  wir  die 
mktinvolution  (Q))')  auf  eine  einfache  Punktreihe  reduzieren, 
dem  wir  zu  irgend  einem  beliebig  gewählten  festen  Punkte 
B  Tragers  und  zu  dem  veränderlichen  Punktepaar  i)^'  den 
m  ersteren  zugeordneten  vierten  harmonischen  Punkt  t 
hmen;  dann  wird  t  eine  einfache  Punktreihe  beschreiben, 
^^  welches  auch  der  gewählte  feste  Punkt  sei,  immer  pro- 
^tivisch  bleibt  mit  der  von  y:  beschriebenen  Punktreihe.*) 


*)  Wir  stützen  uns  hierbei  auf  einige  bekannte  Sätze  aus  der 
BOrie  der  Kegelschnitte,  die  hier  kurz  angefahrt  werden  mögen: 
'^enn  man  ein  Kegelschuittbüschel  mit  vier  festen  Grundpnnkten 
lind  man  von  einem  beliebigen  Punkte.  ^!ß  die  Polaren  iuBezug  auf 
etliche  Kegelschnitte  des  Büschels  konstruiert,  so  laufen  dieselben 
^h  einen  fest*^n  Punkt  O,  beschreiben  also  ein.  Strahlenbflschel. « 
tit  man  von  einem  beliebigen  andern  Punkte  $'  aus,  so  erhält  man 
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Wir  legen  jetzt  zweitens  durch  die  drei  festen  Pnnttf^gr 
vii  a^  vij  und  die  beiden  veränderlichen  Punkte  9  tjf  der  Punki 
involution  einen  Kegelschnitt  (aia^aj^^'),  welcher  bekannt 
lieh  (Th.  d.  K.  S.  235)  durch  einen  vierten  festen  Pünk- 
tchen,, also  ein  Büschel  beschreiben  mufs  in  der  Ebene  ^^ 
und  daher  der  Geraden  c  in  dem  veränderlichen  Panktepaar*^ 
5j'  einer  Punktinvolution  begegnen  wird.  Die  Punktinvc::^ 
lutionen  {X^\))  und  (^i),  welche  in  demselben  Kegebchnil 
büschel  enthalten  sind,  werden  durch  dasselbe  in  Abhingii 
keit  zu  einander  j^esetzt,  so  dafs  die  Punktreihen,  auf  welcl 
sie  sich  reduzieren  lassen,  projektivisch  sind. 

Endlieh   nehmen  wir  in  der  dritten  Ebene  ß   sunack::^)^ 

ein  StrahlenliUdchel  C'.    Die  beiden  Strahlenbiischel  C  und  C'  a^stf 
allemal  projektivisch,  indem  die  Polaren  TOn  $  und  ^'  in  Bexng    maf 
deuBelben  Kegelschnitt  des  Büschels  sieh  entsprechen  ^Th.  d.  K.  S.  299JL 
Die  Verbindungslinie  ji^i^'l  begegnet  selbst  den  KegeUchnitten    de» 
Huscheis  in  Puuktepaaren  einer  Punktinrolution,  und  die  Polaien  ron 
i^  und  i^'  begegnen  der  Geraden  in  den  vierten  harmonischen  Ponkt^B 
ruckaichtlich  jedes  Punktepaars:    also   bilden   diese    vierten  haroKMii- 
schen  Punkte  ebenfalls    zwei  projektiv ische  Punktreihen.     Wie  aao 
auch  die  Punkte  1^  Terändem  mag  auf  dem  festen  Triger  der  Pmk^' 
involuüon.  immer  bleibt  die  Punktreihe  der  vierten  harmoniichen  Punkte 
mit  sich  projektivisch.    und  wir   haben  dadurch   die  PunktinvohitiO* 
4uf  eiue  einfache  Punktreihe  reduziert.   Diese  Punktreihe  Ut  insbefoit  - 
dere  auch  projektivisch    mit  dem   Strahlenbusohel   der   Tangentfo  ■■' 
einem  der  Gruudpuukte  des  Baschel5  au  sämtlichen  KegeUchnitieo  «i«^' 
«eU*eu,   denn   die;$e   Tangenten  »ind   nichts  anderes,    al»    die  Polare** 
dietir«  iiruiid^-uukte».     Da  die:»<r:^  Strahlen täschel   der  Tangenten  lUf^ 
auch  prv\jek::vUch  i>t  mit  einer  l\ink treibe,   welche  durch  die  K<f<rl' 
schuitte  de:&  HC:5^'be«>  ^uf  rinrr  Wlirbigen  iieraden.  die  durch  ^Bf^ 
der  Gnittdpunkte  des  Büschels  gebt.  aosisEefchnitt«»   wiid  (Th.  d.^~ 
S.  :*4<^  .  ^^   wird   die   l\:uktreLhe.    au:  welche  eine  durch  das  K^^' 
scbii:atri»<he*.  Jb;:$^:«'^-h:;.:::cc;e   gerade  Punktmvolution  reduziert  w»«*^ 
^".rsiiai    prvjeW:;\:<^h    ^<:L    a.::    irgend    einer    einfachen    Punktreik** 
welche  da*  Keo?l*c*:ic:::lischeI  au.!  einer  durch  einen  Omndpunkt  p^* 
s^vectr.    iJxridcL    auÄchr-riirV      Kvl^rLicfc    werden    auch,    wenn  •'"^ 
ir^cd  sme;  ^cerAie  l*r.4i.>vt'rRi;«r::  d'irvh  das  KeireUchniubiischel  lieb^^" 
d^e  l\iciunvv>;utio::ei:.   welche  ü^rci:  daMeIl<e  auig«tfchnitteo  mei^nf^" 
*-.vh  au:  cuirache  l>ii:k:r*:h«-  i^^aierva  iitr-n.  weiche  unler  «11»**' 
t  rvjr4'.;\  u^t  «!:ji  -üä«-     \V;r  kCcxec  milhia  auch  küner  die  l*»*** 
l^^'4üiiVs\»::.L^c    *eU»s    41,   ;  rv- -k^»  iacL   i^^ieKhnm    und   al.  p«^ 
H^ku>»cb  \->^f->i.   %fts    ,;*    .-    i-=.*c:t5?B   K**>^l*LhnittbüJch<l  *■»*• 


§  63.    Konsirukiion  der  F^^^  durch  neun  gegebene  Punkte.     467 

nur  zwei  der  gegebenen  Punkte  b|  b2  und  legen  durch  die 
fQnf  Punkte  b|  bj ))  }  i  einen  Kegelschnitt,  der  dadurch  gerade 
bestimmt  wird;  da  er  durch  drei  feste  Punkte  b,  bj  p  geht 
und  durch  das  veränderliche  Punktepaar  j  i  einer  Punkt- 
Involution,  so  beschreibt  er  ebenfalls  ein  Eegelschnittbüschel. 
Triffi  er  nun  die  Gerade  a  aul'ser  in  ))  zum  andern  Mal  in  x'7 
so  mufs  x  eine  Punktreihe  beschreiben  ^  welche  mit  der 
Punktreihe  projektivisch  ist^  auf  welche  die  Punktinvolution 
(j)')  reduziert  werden  kann.  Wir  haben  demnach  auf  a  zwei 
Punktreihen  auf  einander  liegend,  die  von  jc  und  j:'  beschrieben 
werden;  dieselben  müssen  projektivisch  sein,  weil  sie  succes- 
sive  mit  den  Punktreihen  projektivisch  sind,  auf  welche  die 
Involutionen  (i)t)')  und  (^)  sich  reduzieren  lassen. 

Die  beiden  auf  einander  liegenden  projektivlschen  Punkt* 
reihen,  welche  j:  und  ji*'  auf  a  beschreiben;  haben  zwei  Doppel- 
elemente, von  denen  ersichtlich   eines  der   Punkt  0  ist,   in 
welchem    sich   die   Ebenen    cc  ß  y   oder   die    Geraden    a  b  c 
schneiden;  denn  lassen  wir  insbesondere  y  nach  c  gelangen, 
so  wird  der  Kegelschnitt  (CiC2C3!po)  die  Gerade  6  in  0  und  )}, 
der  Kegelschnitt  (ciiajasOQ)  die  Gerade  0  in  0  und  j  schneiden 
und  endlich  der  Kegelschnitt  (bib^t^oj)  der  Geraden  a  aufser 
in  p  zum   andern  Male  in  0  =  /  begegnen ;  es  fallen   also 
in  0  zwei  entsprechende  Punkte  der  beiden   projektivischen 
Punktreihen  j:  und   j:    zusammen;   der  andere   Doppelpunkt, 
welcher  linear  zu  konstruieren  ist,  sei  p'.    Ist  derselbe  ermit- 
telt, so  legen  wir  einen  Kegelschnitt  durch  die  fünf  Punkte : 

6<"  =  (c,  c,  c,  p )?') , 

wekher  &  in  q  und  q'  trifft,  einen  zweiten  Kegelschnitt: 

21(2).  =  (a,  aj  aa  q  q') , 

irelcher  der  Geraden  c  in  r  und  r   begegnet,  dann  mufs  der 
duneh  (b,  bj  r  r  ^))  gelegte  Kegelschnitt  ö^*^  zugleich  durch  p' 
gelieii;  die  drei  Kegelschnitte: 

<&<"  •=  (c,  c,  C,VV<\  q') 
3l<«>  =  (a,  a,  a,  q  q'  rr') 
SB»*)  =  (b,  6j     V  r'  p  );>') 

'*"'öllen  also  die  zu  Aufang  geforderte  Bedinguug,  auf  den 


•jik  <# 


468     S  5S.    Konstniktion  der  i^'^  durch  nenn  gegebene  Punkte. 

drei  Schnittlinien  abc  gemeinschaftliche  Panktepaare  aiu- 
zuschneiden  oder  diese  Schnittlinien  zu  gemeinschafUicben 
Sekanten  zu  haben;  es  läfst  sich  daher  durch  dieselben  eine 
F^^  legen,  welche  die  acht  gegebenen  Punkte  C|  c^  C)  ^i^^ 
bi  K  enthält. 

Der  Punkt  )>  war  willkürlich  auf  der  Geraden  a  an- 
genommen, und  von  ihm  hängen  die  Qbrigen  fOnf  Piukk 
q  q'  r  r  V  ^^^'  Nehmen  wir  einen  zweiten  Punkt  1f^  auf  der 
Cieraden  a  an  und  führen  dieselbe  Konstruktion  nochmili 
aus,  so  erhalten  wir  die  neuen  Punkte  (qi  qi  ri  ti  pi)  und  drei 

neue  Kegelschnitte  i>j^^  ^^^^  ^|*\  die  in  demselben  Zusammen- 
hange mit  einander  stehen,  wie  die  vorigen  6<*>  W^  9^*  ^^ 
ebenfalls  auf  einer  Fläche  F^^^  li^ren.  die  durch  die  gt^^ 
nen  acht  Punkte  Cj  Cy  Cj  a,  a,  a^  bj  bj  hindurchgeht.  Die  beiden 
Kegelschnitte  15^-^  und  l^^**,  welche  die  drei   Punkte  c,c,c, 

gemeinschaftlich  haben,  müssen  noch  einen  vierten  Punkt  c« 
gemein  haben,  der  linear  zu  konstruieren  ist;  sie  bestimmen 
ein  K^elschnittbüsichel  mit  den  vier  Grundpunkten  (CiC^CjC«); 
ebenso  bestimmen  die  Kegelschnitte  ^^^  und  H\*^  ein  Kegel- 
schnittbüs^^hel,  indem  sie  aulker  den  drei  gemeinschaftlichen 
l\inkteu  a,  vX^a^  noch  einen  vierten  gemeinschaftlichen  Pnnb 
0«  haben.     Endlich  l»estimmen  die  beiden  Kegelschnitte  f^* 

und  :^^^'*  ein  drittes  KegelschnittbUsohel  und  haben  an Iserd» 

£renieiusohaftIiohen    Punkten   b,  b^   noch   zwei   andere  (reelle 
oder  konjugiert-imairinrure    I^inkte  b^  bo  gemein.     Femer  be- 
stimmen   die    l»eiden    (\inkte^vsuire  p  p'  und   pi  pj  auf  a  eine 
l\iuktinvohition,  welche  mit  den  beiden  Kegekchnitttiüsch^bi 
V"^"«  ^':  vj  v,^    untl     b^b.b^b..^    perspektivisch  liegt;    die   beiden 
PuuLte[Ki;iro   cc    und    ci^l  l»estimmen   eine    Punktin?olutio*^ 
auf  K  welche  mit  den  Wideu  Kegelschnitibüscheln  (aiO^a^o«^ 
und     c,  c.  Cj  ^/    |»en?^H*ktif  i<oh    Hegt*   und  endlich   bestimme^* 
die   Wideu    l\iuLtepaaiv  r  r   imJ   ri  ri   eine   Punktinvolnti^** 
A\\\,\  welche  mit  defi  Wideu  Keiselschnittbüscheln  (a,a«a,x^^ 
uud  vb,  b.  ^..  b/   i^r^fvktivisch  lie^:  d.  h.  irgend  ein  Kegel' 
^*hui«  e»nt^  solchen   BüscheJs,   welcher  durch   einen  Po»^ 
der  Piütktiuvolution  ceht.  uiu*s  auch  durch  den  konjugierte* 
ISiukt  derselben  t^eheu. 
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Bestimmen  wir  nun  von  den  drei  Punktinvolutionen  «auf 
cbc  noch  je  ein  drittes  Paar,  welches  in  o  einen  gemein- 
schaftlichen Punkt  hat;  d.  h.  yon  der  Punktiuvolution  auf  a 
das  Paar  konjugierter  Punkte  o  C] ,  von  der  Punktinvolutiön 
auf  h  das  Paar  o  Oj  und  s  von  der  Punktinvolution  auf  c  das 

Paar  oe^,  dann  ist  klar,  dafs  ein  Kegelschnitt  iä"^^  des 
Büschels  (C|  c,  C3  Co)y  der  durch  0  geht,  auch  durch  Of  und  O2 
gehen  mufs,  ein  Kegelschnitt  %^*^  des  Büschels  (aiajaßao), 
der  durch  0  geht^  auch  durch  O2  und  O3  gehen  muis^  und  ein 
Kegelschnitt  !93^^  des  Büschels  (b]  bj  Bq  bo);  der  durch  0  geht, 
auch  durch  03  und  Oj  gehen  mufs;  die  drei  neuen  Kegel- 
schnitte (^j^'^Sl,^^^^^^  stehen  also  in  demselben  Zusammen- 
hange mit  einander,  wie  die  früheren,  d.  h.  sie  haben  eben- 
falls   die    Geraden    abc   paarweise    zu    gemeinschaftlichen 

Sekanten  uud  liegen  daher  auf  einer  neuen  Fläche  F^^\  welche 

durch  dieselben  acht  gegebenen  Punkte  geht,  wie  die  früheren. 
Die  drei  Punktinvolutionen  auf  den  Trägem  abc, 
welche  paarweise  mit  den  drei  Kegelschnittbüscheln  in  den 
Ebenen  fi^ßY  perspektivisch  liegen,  werden  durch  dieselben 
in  eine  gegenseitige  Abhängigkeit  gesetzt,  so  dai's  einem  be- 
liebigen Punktepaar  der  einen  Punktinvolution  nur  ein  ein- 
ziges bestimmtes  Punktepaar  einer  andern  Punktinvolution 
n.  8.  f.  entspricht;  es  entsprechen  sich  nämlich  die  Punkte- 
paare: 

p  »)',      q   q',      r  x 

■  !|>i  ^>i ;    qi  q'i  >     ti  r'i 

0    0|,     0   Cj,      0   O3, 
i-    h.    in    der    Ebene    y    schneiden    die    drei   Kegelschnitte 
(jcti  ^^(»)  gw  j^g  Büschels  [c,  Cj  C3  Co]  die  Geraden  a  und  6  in 

mteprechenden  Punktepaaren  )ß)ß'  und  qq',  \ii)f{   und  qtql, 
^  ^f    und  0  O2 ;    in    der  Ebeuc  a   schneiden    die   drei  Kegel- 

.  schnitte  a^af^ai^"^  des  Büschels  (aj  a^  ag  a«)  die  beiden  Ge- 
'^^il  6  und  c  in  entsprechenden  Puuktepaaren  q  q'  und  r  x\ 
4*  <|i'   und  ti  Xif  0  Oj  und  0  O3;  endlich  in  der  Ebene  ß  schneiden 

*«   «irei  Kegelschnitte  ^^^  Sf ^  «f   des   Büschels  (b,  bj  b«  bi) 
^^  O  eraden  c  und  a  in  entsprechenden  Punktepaaren  r  r  und 
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)f)p\  TiTi   und  !|>i))i,  c  O3  und  00,.     Die    Abhängigkeit 
drei  Punktinvolutionen  auf  ab c  ist  daher  eine  solche,  d 
immer  nur  zwei  entsprechende  Punktepaare   zweier  Invi 
tionen  auf  einem  Kegelschnitte  eines  der  drei  BOschel  li 
können.   Nehmen  wir  nämlich  ein  beliebiges  Paar  konjugie^»-^^ 
Punkte  )fx  V»  der  Punktinvolution  auf  a  und  legen  den  Ke^^y. 
schnitt  (Cf  C2  c,  Co  )>«)>«)>  so  bestimmt  derselbe  auf  b  das  eat- 
sprechende  Punktepaar  q«  q^  und  die  beiden  Panktinyolutioii0o 
Qßg  fx)  und  (qx  q«)  liegen  perspektivisch  in  demselben  Kegel- 
Schnittbüschel  (C|  Cj  C3  Cq);  d.  h.  wenn  wir  sie  in  der  oben  an- 
gegebenen Weise  auf  einfache  Punktreihen  reduzieren,  indeo 
wir  die  vierten  harmonischen  Punkte  zu  jedem  Punktepaar  und 
irgend  einem  festen  Punkte  (z.  B.  c)  nehmen^  so  sind  die  dadurch 
erhaltenen   einfachen  Punktreihen  projektiyisch.     Legen  wir 
jetzt  den  Kegelschnitt  (a|  a,  a^q«  q^),    so  schneidet  derselbe 
die  Gerade  c  in   dem  Punktepaar  r^tx  der   dritten  Paukt' 
involution,  welche  aus  gleichem  Grunde  mit  der  PunktinfO- 
lution  i^qx  q«)  perspektivisch  liegt.    Folglich  müssen  auch  die 
beiden  Punktinvolutionen    (r,  ri)    und    (p,  p^)   oder  die  ein- 
fachen Punktreihen  y  auf  welche  sie  reduziert  werden  konnea, 
projektivisch  sein.    Da  aber  drei  Paare  konjugierter  Pankie, 
nämlich  p  )^\  pi  pi  und  c  Cj  mit  r  r',  Ti  r'i  und   c  e,  auf  den 
drei     Kegelschnitten      i^'*"  ^J**  i^^*'     desselben     Kegelschnitt 
büschels  (b,  b«  b«  bö)    liegen ,    so   müssen   auch    alle  Qbrigen 
Paare  entsprechender  konjugierter  Punkte  r,  ri  und  p,pi>JI^ 
mal   auf   einem    Kegelschnitt   dieses   Büschels    liegen.    ^^ 
erhalten    also    unendlich    viele    Tripel     von    Kegelschnitt«* 

V>'^'  "Jl^    '^,  .  die  in  demselben  Zusammenhange  mit  einander 
stehen«  wie  die  ersten  drei,  nämlich  paarweise  die  Schnitt' 
liuien    •I^c*    zu    gemeinschaftlichen    Sekanten    haben.    VV  i^ 
schlioiseu  also: 

Alle   Fluchen  I^J\  welche  durch  dieselben   acht  gegeh^ 

neu  Punkte  .^.,  .*. ;:» ^.  c.  C;  b.  b.  gehen,  gehen  gleichzeitig  duic  ^ 
einen  vierten  Ie^teu  Punkt  o^,  der  Ebene  «,  einen  riert^^" 
tWten  lV*ukt  v,,  lier  Ebeiio  ;  und  zwoi  feste  I^inkte  b^  bi 
KbtMie  ß  K\icT,  WAS  d,4s<?elbe  ist,  schneiden  jede  der  d 
EWneu  r.  ,:*  ;  in  oiieru  Kegelschnittbüschel  mit  rier  fest^^ 
imuidpunkten. 
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Verlangen  wir  endlich,  dafs  die  Fläche  F^^^  noch  durch 

den  neunten  gegebenen  Punkt  b.^  gehen  soll,  so  legen  wir 

den    einzigen    Kegelschnitt    33^*^    durch    die    fünf    Punkte 

(bj  ^2  ^3  ^0  ^o) )    dieser   bestimmt    auf  a   und    c    die    Punkte- 
paare  %\iQ    und  toti,   welche    wiederum   die    Kegelschnitte 

Ä^  =  (^1  ^2  ^3  to  ti)  und   6^'^  .  =   (ft,  Cj  Ca  ))o  Po)    bestimmen, 

die    sich    in    demselben   Punktepaar   qg  qo    ^^^^  ^   schneiden 

müssen.    Die  drei  Kegelschnitte  31^^^  33^*^  öjf ^  bestimmen  aber 

die  gesuchte  Fläche  i"^'^  eindeutig,    wodurch  die  vorgelegte 

Aufgabe  gelost  ist. 

Wir  haben  hierdurch  zugleich  eine  zweite  Aufgabe  mit- 
gelost. Wenn  wir  nämlich  die  Ebene  ß  um  die  Verbindungs- 
linie der  beiden  festen  Punkte  b,  b2  drehen,  so  veräudert 
sich  das  Punktepaar  bo  bo  und  beschreibt  einen  geometrischen 
Ort  von  Punkten,    welche    sämtlich   auf  allen  den  Flächen 

t^^^  gemeinschaftlich  liegen  müssen,  die  durch  die  acht  ge- 
gebenen Punkte  at  Oj  ds  C|  C2  C3  b|  b,  gehen.  Dieser  Ort  ist  eine 
Raumkurve  vierter  Ordnung,  weil  nicht  nur  jede  durch 
b,  bj  gelegte  Ebene  vier  Punkte  des  Ortes  enthält,  sondern 
überhaupt  jede  beliebige  Ebene  des  Raumes  ihr  im  allge- 
meinen in  vier  Punkten  begegnen  muis.  Dies  ergiebt  sich  aus 
folgender  Betrachtung: 

Eine  beliebige  Ebene  s  schneidet  nämlich  die  drei  vorigen 
Ebenen  a  ß  y  in  drei  Geraden : 

auf  diesen  drei  Geraden  werden  durch  die  drei  Kegelschnitt- 
büschel, welche  die  Kegelschnitte  %^^^  33^*^  6^^    beschreiben, 

bei  der  Veränderung  von  F^^^  drei  Punktinvolutionen  aus- 
geschnitten und  zugleich  in  eine  eindeutige  Abhängigkeit 
^o  einander  gesetzt,  indem  der  Kegelschnitt  6^*^  zwei  ent- 
sprechende Punktepaare  der  Involutionen  auf  a,  und  6, 
\>e8timmt,  der  Kegelschnitt  31^*^  allemal  zwei  entsprechende 
t^nnktepaare  der  Involutionen  auf  b^  und  c^ ,  und  endlich  der 
Kegelschnitt  :8^*^  zwei  entsprechende  Punktepaare  der  Invo- 
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luiionen  auf  C|  und  a^  bestimmt.  Die  drei  Kegelschi 
^1'^  ^«^  ^M^  stehen  aber  in  dem  Zusammenhange  mit 
ander y  da(s  je  zwei  von  ihnen  die  Schnittlinie  ihrer  Ebe^^^e 
zu  ihrer  gemeinschaftlichen  Sekante  haben.  Die  luvolutio^^^^j, 
auf  aj   und  6,   sind  daher  projektiyisch  mit  der  den  K^^g^. 

schnittbtischehi  [31^^]  und  [23 jf^]  gemeinschaftlichen  Involatibii 

auf  c,  folglich  auch  unter  sich  projektiyisch;  ebenso  auch  dk 
Involutionen  auf  6,  und  c,  und  die  Involutionen  auf  c,  and  Oj; 
oder,  v^enn  wir  alle  diese  Involutionen  in  der  oben  angegeb- 
nen bekannten   Weise  auf  einfache  Punktreihen  redaziereH; 
so  sind  diese  einfachen  Punktreihen  unter  sich  projektiviscL 

Jede  Fläche  F^^^  schneidet  die  Ebene  c  in  einem  Eegelsclmitte 

{^^^\  welcher  demnach  allemal  durch  drei  entsprechende  PvMt 

paare  der  drei  projektivischen  Punktinvolutionen  auf  a^  i|  C| 
gehen  mufs. 

Diese  drei  projektivischen  Punktinvolutionen  auf  a^  h^  C| 
besitzen  aber  noch  die  besondere  Eigentümlichkeit,  dafs  der 
Schnittpunkt  der  Trager  von  zweien  derselben  allemal  xwei 
entsprechenden  Punktepaaren  dieser  beiden  Involutionen  » 
gehört;  denn  unter  sämtlichen  F^  durch  die  gegebenen  aeht 
Punkte  giebt  es  nur  eine  bestimmte,  welche  aufserdem  dmch 
den  neunten  Punkt  (a  ß  s)  geht,  und  diese  schneidet  die  Ebene 
€  in  einem  Kegelschnitte,  welcher  auf  Oj  und  6,  entsprechoide 
Punktepaare  der  Involutionen  ausschneidet,  denen  der  PonM 
(^ß^)  gemeinschaftlich  ist.  Dasselbe  gilt  für  jede  der  beiden 
übrigen  Ecken  des  Dreiseits  a^b^  c^,  Hieraus  folgt,  dafs,  wenn 
nur  zwei  entsprechende  Punktepaare  zweier  Involutionen,  s.  B* 
auf  <i,  und  ft,,  bekannt  siud^  ein  drittes  Paar  dadurch  miig^ 
geben  ist,  nämlich  dasjenige,  welchem  der  Schnittponkt  (a|i|) 
in  beiden  Involutionen  angehört;  da  aber  durch  drei  Fmt« 
die  ganze  projektivische  Beziehung  festgelegt  wird,  so  iit  die- 
selbe hier  schon  durch  zwei  solcher  Paare  bestimmt.  Nehmen 
wir  daher  die  beiden  Kegelschnitte ,  in  welchen  die  Ebene  f 
von  zwei  Flächen  F^*'  und  FJ*  geschnitten  wird,  so  beetini- 
men  dieselben  ein  KegelschnittbQsohel,  welches  nicht  nur  wrf 
i»,  \  K'x  die  drvi  l^lnktiüvoIutionen  fixiert,  sondern  auchd««0 
projektivische  Beziehung  zu  einander:  denn  der  diesem  Kegd- 
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WDittbUachel  angebörige  Kegelschnitt,  welcher  durch  den 
jptikt  (ttßf)  g<^ht,  bcsfinimt  auf  a,  und  bj  ei»  dn'tk'H  Paar 
ptep  rechen  der  Punktejiaure  aus  iHeseii  luvulutioiieii,  und  jedtr 
•eitere  Kegelschnitt  dieses  Büsehels  weitere  enta|irecheiide 
Paare  der  beiden  projektiviächen  Puiiktiiivolutionen;  dasselbe 
pH  fOr  b,  und  c,,  wie  für  c,  und  »,.  Daher  niiiSHeu  aucli 
Igekehrt  säuitliche  Kegelschnitte,  in  welchen  die  Ebene  c 
1  ullen  Blücheu  i-'*''  geschnitten  wird,  ein  KeguhichDitt- 
ichel  bilden  mit  vier  festen  (reellen  oder  konjugiert-imagi- 
n)  Gru  11  dp  unkten.     Wir  schlielWen  also: 

amtliche   Oberflächen   2.  0.   i-^/',  welche  durch 

von    einander    unabhiiugig   gegebene    Punkte 

I  Baumes  gehen,  schneiden   sich   in   eiaer  Ilauiu- 

ve  4. U.    C",  welche  Im  allgemeinen  jeder  Ebene 

a    vier    Punkten    begegnet.      Diese    sämtlichen 

cheu  J^"  bilden  ein  BUschel  und  schneiden  eine 

tiebige   Ebene   t   in    einem   Kegelschnittbilschol, 

rier   (Jrundpunkte    die    Schnittpunkte    der 

keiie    e    mit  (7**    sind,   jede   beliebige    Gerade    des 

s  in  einer  Punktinvolution.    Die  Raumkurve 

durch    acht    von   einander   unabhängig   ge' 

hcne  Punkte  des  Raumes  voliständi^f  bestimmt, 

I  <1   ihre    Konstruktion    ist    in    dem    Vorstehenden 

alten.     Durch  einen  beliebigen  neunten  Punkt 

I  Ranmes    geht,    wofern    derselbe    nicht    auf  der 

selbst   liegt,    allemal    nur   eine   Fläche   i'^"  des 

ischels.     Um  diese  Oberfläche  zu  erhalten,  brauchen  wir 

[  durch  den  neunten  Punkt  eine  variable  Ebene  zu  legen 

D  derselben  den  Kegelschnitt  zu   konstruieren,   welcher 

den    neunten   Punkt   und   die   vier  ^Schnittpunkte   der 

!    mit   C^*'   gerade    bestimmt    wird;    alle    diese    Kegel- 

i  erfüllen  die  gesuchte  Fläche, 

e   im    Vorstehenden   auseiuandergesetjite   Konstruktion 

ftherfläche  2.  0.   durch   neun   gegebene  Punkte   ist  von 

it  angegebeu  (l'omptes  reudus  24.  Di'cembre  Iföft),  aber 

■t   auf  ein  Prinzip  gestützt,   welches  in   der  durt  aus- 

ihenen  Allgemeinheit  nicht  haltbar  ist,  obwohl  ei 
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den  Fällen,  auf  welche  es  dort  angewendet  wird,  Gültigkeit  hii 
Eine  Analyse  dieser  Konstruktion,  welche  im  wesentlichen  mä 
der  obigen  Übereinkommt,  hat  U.  Müller  (Clebsch  ondMea- 
mann,  Math.  Annalen  Bd.  I,  S.  627)  gegeben,  ohne,  wie  es 
seheint,  die  Chasles'sche  Konstruktion  gekannt  zu  haben.  Aaf 
denselben  Betrachtungen  beruht  auch  diejenige  KonstruktioDy 
welche  C.  F.  Geiser  aus  den  hinterlassenen  Papieren  Jacob 
^teiner's  mitteilt  (Borchardt's  Journal  f.  r.  u.  ang.  Math. 
Bd.  68,  S.  191)  und  die  schon  1836  von  ihm  gefunden,  aber  nicht 
veröiFentlicht  wurde.    Die  St  einer  sehe  Konstruktion  unter- 
scheidet sich  von  der  Chasl  es 'sehen  nur  dadurch,  dafs  nach 
der  obigen  Bezeichnung  der  vierte  feste  Grundpunkt  c«  dei 
Kegelschnittbüschels  (CjC^CaCu)  durch  zwei  Linienpaare  ermittelt 
wird,  welche  dieses  Kegelschnittbüschel  enthalten  mnfs,  wahrend 
er  bei  Chasles  durch  Konstruktion  zweier  beliebigen  Kegel- 
schnitte  dieses  Büschels   bestimmt  wird.     Das   Prinzip,  auf 
welchem   beide  Konstruktionen   beruhen,  ist  aber  gani  ^ 
selbe  und  so  aufserordentlich  einfach,  dafs  die  Konstruktioi 
den  Vorzug   verdient  vor  anderen,  welche  dieses   seiner  Ifc- 
deutung  wegen  so  vielfach  behandelte  Problem  gefunden  hat 
Eine  von  0.  Hesse  angegebene  Konstruktion  (Cr  eile's  Jour- 
nal f.  Math.  Bd.  24,  S.  36)  stützt  sich  auf  die  Polareigenschaftea 
eines  Bündels  von  Flächen  2.  0.,  welche  durch  dieselben  sicbeu 
Punkte  gehen,    eine   von  Th.  Reye  in  seiner  „Geometrie 
der  Lage"   (2.  Aufl.,  S.  153  u.  160)  gegebene  Konstruktion 
auf  die  Polareigenschaften   eines  Flachen büschels.    Beide  be 
nutzen  die  Hyperlioloide,  welche  durch  die  Grundpunkt«  te 
Bündels   und   durch  die  Grundkurve  O*^   des   Büschek  sieb 
legen   lassen.    Will   man  aber  schon   die   Polareigenschiftc^ 
einer  Flache  2.  0.  als  bekannt  voraussetzen ,  so  erscheint  ^' 
natürlicher,  an  die  Stelle  der  Konstruktion   der   Mache  F^ 
sogleich    die  Konstruktion    des   raumlichen   Polarsjstems  f^ 
setzen,   dessen  Kemfläche  jene   ist.     Am   natürlichsten  wir* 
es,  aus  der  Erzeugung  der  F^*^  durch  zwei  reziproke  Bünd^" 
die  Konstruktion  derselben  durch  neun  gegebene  Punkte  tt^ 
zuleiten.    Eine  solche  ist  von  F.  Seidewitz  (Grunert's  A^ 
chiv  f.  Math.  u.  Phys.  Bd.  9,  S.  158  fl.)  und  von  dem  Verfiaa^ 
vBorchardt's  Journal  f.  Math.  Bd.  62,  S.  215)  auagefBh^ 
Es  werden  dabei  zwei  von  den  gegebenen  neun  Punkten  ^^ 
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Mittelpunkten  der  Bündel  gewählt  und  die  reziproke  Beziehung 
derselben  so  bestimmt,  dafs  den  Strahlen^  die  von  dem  ersten 
Mittelpunkte  nach  den  übrigen  gegebenen  Punkten  hingehen , 
Ebenen  entsprechen ,  welche  bez.  durch  diejenigen  Strahlen 
gehen^  welche  von  dem  zweiten  Mittelpunkte  nach  denselben 
übrigen  Punkten  gehen.  Diese  Bestimmung  ist  ausführbar, 
aber  umständlich  und  wenig  übersichtlich.  Wir  unterdrücken 
daher  die  Wiedergabe  derselben  und  überlassen  es  dem  Leser, 
dieser  Bestimmungsart  eine  geschmeidigere  Form  zu  geben, 
indem  wir  nur  noch  bemerken,  dafs  man  auch  auf  andere 
Weise  die  erzeugenden  Bündel  herzustlBllen  versuchen  konnte, 
indem  man  zwar  aus  den  gegebenen  neun  Punkten  zwei  zu 
Mittelpunkten  der  Bündel  C  und  C  i  wählt,  die  übrigen  Punkte 
aber  nicht  durchweg  als  Durchschuittspunkte  von  Strahlen 
des  Bündels  D  und  Ebenen  des  Bündels  C^i  auffafst^  sondern 
teilweise  als  Durchschnittspunkte  von  Strahlen  des  Bündels 
O  mit  Ebenen  des  Bündels  C|;  teilweise  als  Durchschnitts- 
punkte  von  Strahlen  des  Bündels  O]  mit  Ebenen  des  Bün- 
dels Oy  und  dadurch  die  reziproke  Beziehung  der  beiden 
Bündel  festzustellen  sucht.  Femer  konnte  man  nur  einen 
Mittelpunkt  der  erzengenden  Bündel  in  einen  der  gegebenen 
neun  Punkte  verlegen  und  den  Mittelpunkt  des  andern  Bün- 
dels dadurch  zu  ermitteln  suchen,  dafs  die  übrigen  gegebenen 
Punkte  Durchschnittspunkte  von  Strahlen  und  entsprechenden 
Sbenen  der  beiden  reziproken  Bündel  werden  sollen  u.  s.  w.*) 

§  54.    Die  Berührungsebenen  einer  Oberfläche  2.  O. 

.  Es  ist  bereits  auf  S.  454  hervorgehoben ,  dafs  bei  der  Er- 
Fügung  der  F^*^  durch  zwei  reziproke  Bündel  C  und  C,  die 
exn  Yerbindungsstrahle  iOD||  in  doppeltem  Sinne  ent- 
pmechenden  Ebenen  der  reziproken  Bündel  die  Berührungs- 
^>«nen  der  Fläche  F(^>  in  den  Punkten  Oi  und  O  sind,  d.  h. 
t^  samtlichen  Ebenen  i,  welche  durch  O  gelegt  werden 
^Änen,  schneiden  die  Fläche  F^^^  in  Kegelschnitten,  deren 
^^^igenten  im  Punkte  O  alle  in  einer  Ebene  liegen;  diese 

*)  Wahrend  des  Druckes  istinSchlömilch'B  Zeitschrift  für  Math. 

-^hys.  Jhrgg.  "Ib,  S.  98  eine  Arbeit  von  Heger:  „Zur  Konstruktion 

'^^«r  üftche  zweiter  Ordnung  aus  neun  gegebenen  Punkten"  erschienen, 

^Iche  eine  weitere Ausfährung  der  C  h  a sl e  s 'sehen Konstruktion  enth&lt. 
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heifst  die  Berübrungsebene  in  O  und  ist  im  Bündel  C  di^ 
jenige,  welcher  der  Strahl  |0|0|  im  Bündel  0|  enUpricbt 
vermöge  der  reziproken  Beziehung. 

Diese  Berührungsebenen  der  Flache  F^^  in  den  Punkten 
O  und  O]  besitzen  eine  charakteristische  Eigenschaft,  tof 
welche  wir  jetzt  eingehen  wollen.  Drehen  wir  nämlich  ui 
den  Verbindungsstrahl : 

eine  variable  Ebene  §,  welche  dem  Bündel  D  angehört,  lo 
entspricht  ihr  in  dem  Bündel  d  ein  veränderlicher  Strahl 
x^,  der  in  der  festen  Berührungsebene  c, ,  welche  dem  StnUe 
e  entspricht,  ein  Strahlenbüschel  beschreibt,  projektivisch  mit 
dem  von  g  beschriebenen  Ebenenbüschel.  Schneidet  die  Ebene 
S  die  Berührungsebene  Cj  in  dem  Strahle  x,  so  bilden  x  und 
x,  zwei  projektivische  und  konzentrische  Strahlenbflschel  ii 
der  Ebene  fj  um  den  Mittelpunkt  Op  Hier  können  nun  drei 
Fälle  eintreten,  nämlich: 

1)  die  von  x  und  x^   beschriebenen  Strahlenbüschel  haben 
zwei  reelle  Doppelstrahlen, 

2)  sie  haben  zwei  zusammenfallende,  d.  h.  nur  einen  reelki 
Doppelstrahl , 

3)  sie  haben  keinen  reellen  Doppelstrahl. 

In  dem  ersten  Falle  giebt  es  also  zwei  besondere  Ebenen 
£,  welche  die  ihnen  entsprechenden  Strahlen  ganz  enthalten; 
letztere  sind  eben  die  Doppelstralilen ,  und  alle  ihre  PanUe 
müssen  daher  Punkte  der  Fläche  F<*>,  des  ErzeugnisBes  der 
beiden  reziproken  Bündel  sein,  d.  h.  die  Berührnngseben« 
fi  der  Fläche  i^w  im  Punkte  d  schneidet  die  Flache 
in  einem  Linienpaare,  dessen  Schnittpunkt  der 
Berührungspunkt  O,  ist.  Dasselbe  gilt  von  der  Be- 
rührungsebene q)  des  Bündels  O,  welche  dem  Strahle  tC|C 
«=  /i  im  Bündel  Ci  entspricht;  denn  seien  {|  und  9,  die 
beiden  Doppelstrahlen  in  der  Ebene  «,,  und  wird  die  Schnitt- 
linie £,  9  =  s  von  ihnen  in  den  Punkten  I  und  g  getroSeBt 
so  wissen  wir,  dafs  dem  Strahle  l^  im  Bündel  O,  die  Ebene 
[0/,]  im  Bündel  O  entspricht;  folglich  muls  auch  der  duitb 
/,  gehenden  Ebene  [!?/,]  im  Bündel  O,  ein  in  der  Ebene 
[OZ,]  liegender  Strahl  im  Bündel  C  entsprechen  wegen  der 
reziproken  Beziehung,   und  dieser  mufs  zugleich  in  der  B^ 


f 


rOfanmgsebeiie  (p  liegen ;  folglicii  ist  ea  der  Strahl  |  C 1 1  =  g, 
und  ebenso  entspricht  der  Bbeiie  [Tj,  1  im  IMindel  O,  der 
Strahl  |C(\!  =  /  im  Bündel  O;  folglich  haben  wir  ein  wind- 
ibiel'es  Vieraeit  auf  i''i",  dessen  Ecken  O  1  Oj  fl,  und  desaen 
if  einander  folgende  Seiten  die  vier  Strahlern 
9  h  9\  l 
Die  Strahlen  g  l  gehen  durch  O  und  liegen  in  der 
Elteue  <p,  die  Strahlen  r/,  2,  gehen  durch  Ct  und  liegen  in 
der  £beue  t^;  jedem  dieser  »ier  ötralden  entspricht  diejenige 
Ebene,  welche  durch  ihn  und  deu  Mittelpunkt  des  andern 
BSadels  gelegt  werden  kann,  der  nicht  auf  ihm  liegt. 

Legen  wir  jetzt  durch  den  gefundenen  Strahl  g  eine  l>e- 
Ii«l>ige  Ebene  S  im  iJündel  C,  welcher  der  Strahl  .r,  im 
Bündel  O,  entspricht,  ilann  wird  a',  der  fterfnlen  g  begegnen 
müssen,  weil  er  mit  ihr  in  einer  Ebene  Hegt.  Halten  wir 
das  Elementenpaar  ^  und  j-,  zunfichat  fest  und  drehen  in  der 
Ebene  |  einen  veriinderüchen  Strahl  x  um  C,  so  entspricht 
ihm  die  Ebene  5,,  welche  um  die  feste  Axe  j',  sieh  dreht 
ein  projektiviaches  Ebeneubüachel  beschreibt  mit  dem 
X  beschriebenen  Strahlenbdachel ;  diencs  Ebeuenbftschel 
■chschneidet  die  Ebene  %  in  einem  Strahlen  hasch«!  /^  und 
-die  beiden  Strahlen biiachel,  welche  x  und  .r'i  beschreiben,  sind 
nicht  nur  projektirisch  wegen  der  reziproken  Beziehung,  soo- 
•iern  liegen  auch  perspetrtiviseh,  weil,  wenn  x  nach  j/  gelangt, 
auch  .r'i  i«  die  Lage  von  g  kommt;  also  ist  der  Ort  des 
Hchnittpunktesi  (.v§,)  eine  gerade  Linie  l^.  welche  nicht  nur 
der  'jieraden  g,  sondern  auch  der  (leraden  r/,  l>egegneti  mufs; 
dm»  der  in  das  Linienpaar  j/L  zerftillende  Kegelschnitt,  in 
welchem  die  Ebene  |  die  F^*'  schneidet,  niufs  den  Punkt  der 
P"*  enthalten,  in  welchem  die  Ebene  g  der  Geraden  g^  he- 
lft; also  liegt  dieser  auf  Z^.  Es  war  auch  a  priori  zu 
I,  ^afs  jede  durch  g  gelegte  Ebene  nur  noch  in  einer 
«  (j  die  /"W  schneiden  kann,  weil  sie  in  einem  Kegel- 
i&itt  schneiden  niufs,  von  welchem  g  bereits  ein  Teil  ist 
Drehen  wir  nun  die  Ebene  §  um  die  Gerade  g,  so  ver- 
ideK  aioh  mit  ihr  auch  die  Gerade  li\  es  ist  aber  klar,  dai's 
'ine  zwei  Terschiedenen  l^  im  Haume  sich  treuen  können; 
'^n  wäre  tli«s  der  Fall,  so  mlllste  die  sie  verbindende  Ebene 
auch  die  Gerade  g^  enthalten ,  WMa 
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unmöglich  ist,  weil  g  und  g^  die  gegenüberliegenden  Seiten 
eines  windschiefen  Vierseits  sind.  Wir  erhalten  also  auf  J<-' 
eine  Schar  von  unendlich- vielen  Geraden  Ix,  von  denen  keine 
zwei  sich  treffen. 

In   ganz   derselben   Weise   können    wir  anstatt  von  der 
(ieraden  g    von   der   Geraden  l  ausgehen   und  gelang^i  dt- 
durch  zu  einer  zweiten  Schar  von  Geraden  g^j  die  den  beiden 
Geraden  /  und  l^  begegnen,  von  denen  aber  keine  zwei  rer- 
schiedenen  sich  treffen  können.    Endlich  ist  klar,  dafs  jede  G^ 
rade  Ix  jeder  Geraden  gx  begegnen  mufs;  denn  legen  wir  eine 
Ebene  £  durch  g  und   eine  Ebene  y  durch  Z,  so  schneideB 
sich  dieselben   in  einer  Geraden,  welche  durch  O  geht  nnd 
nur  noch  in  einem  zweiten  Punkte  der  jp<^>  begegnen  kann 
und  mufs;  durch  diesen  Funkt  müssen  aber  diejenigen  beiden  . 
Geraden  l^  und  gx  gehen,  welche  in  den  Ebenen  (  und  f 
enthalten  sind ;  und  umgekehrt  bestimmen  irgend  zwei  Sink- 
len  Ix  und  g^  aus  den  beiden  Scharen  zwei  Ebenen  {  and  f, 
die  aufser  O  nur  noch   einen  Punkt  mit  F^*^  gemein  hibes 
können,  der  notwendig  in  gx  und  Ix  gleichzeitig  liegen  mofi. 
Wenn   wir  jetzt  eine   beliebige  Gerade  g^  aus  der  Schar  |r 
festhalten,  so  geht  durch  jeden  Punkt  derselben  eine  undair 
eine  l^,  welche  sowohl  g,  als  auch  g^  iriül]  die  beiden  Ebenfli 
[glx]   "ud   [gilx]   beschreiben  also  bei  der  Veränderung  tm 
ir  zwei  Ebenenbüschel   mit  den  festen  Axen  g  und  ^,,  toi 
die    enbitprechenden   Ebenen   gehen   durch  die    Punkte  einer 
geraden   Puuktreihe    auf  </,.      Diese    beiden    Ebenenbflflchel 
sind  daher  projektivisch  und  erzeugen,  wie  wir  wissen,  (&  dl^ 
ein    einfaches   Hyperboloid,   von   welchem  /«  nnd 5^«  die 
beiden  Kegelsoharen  durchlaufen.     Das  Erzeugnis  der  beides^ 
reziproken  Bündel  O  und  C|  ist  also  in  iliesem  Falle  nicki^ 
anderes,    als    die    uns    bekannte    in    §    14  —  24    untersucht^ 
Fläche   des  einfachen  Hyperboloids  mit   ihren    beiden  ütgp» 
scharen  gx  und  /,  und  den  säiutlichen  Berührungaebenen,denf^ 
jede  einen   in   ein  Linienpaar  Ix   und  g,  zerfallenden  Kegr^' 
schnitt  der  F'-*  entliält. 

Da,  wie  wir  gesehen  haben  ^^tf.  4(51),  eine  Fliiche  /'*  *«*^ 
unendlich  viele  yerschiedene  Arten  erzeugt  werden  kann,  i^' 
dem  irgend  zwei  Punkte  derselben  als  Mittelpunkte  eneugeA' 
der  Kuudel  gewählt  werden  dürfen,  da  femer  der  V 


§  54.    Die  BerührangBebenen  einer  Oberfläche  2.  0.  479 

lie  der  Mittelpunkte  in  doppeltem  Sinne  die  Berührungs- 
enen  in  diesen  Punkten  der  Fläche  entsprechen  und  diese 
^rührungsebenen  nur  in  einem  reellen  oder  zusammenfallen- 
n  oder  imaginären  Linienpaare  die  F^^^  schneiden  können, 

sehlieisen  wir: 

Wenn  es  einmal  vorkommt^  dals  eine  Ober- 
iche  zweiter  Ordnung  in  einem  ihrer  Punkte 
ne  Berührungsebene  hat^  deren  Schnittkurve  mit 
tr  Fläche  in  ein  reelles  Linienpaar  zerfällt,  so 
t  dies  immer  derFall^  und  dieFIäche  ist  ein  ein- 
ches  Hyperboloid,  deren  beide  Regelscharen  aus 
n  Strahlen  jener  Linienpaare  bestehen.    . 

Wir  gehen  jetzt  zu  dem  zweiten  Falle  über,  der  als  eine 
»ecialisierung  des  vorigen  anzusehen  ist.  Fallen  nämlich 
9  beiden  Strahlen  l^    und   (/,   in  der  Ebene  e,   zusammen, 

müssen  auch  die  Punkte  l  und  g  auf  s,  mithin  auch  die 
nihlen  l  und  g  zusammenfallen,  und  es  begegnen  sich  die 
rahlen  liig^)  und  l{g)  in  einem  Punkte  «3.  Dieser  ist  ein 
isgezeichneter  Punkt  der  Fläche  F^K  Denn  eine  beliebige 
irch  g  gelegte  Ebene  kann  die  Fläche  nur  noch  in  einer 
eraden  Ix  schneiden,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  und  in 
iserem  Falle  mufs  Ix  durch  den  Punkt  ^3  gehen;  denn 
inge  Ix  nicht  durch  (£,  so  würde   sie  die  Berührungsebene 

in  einem  Punkte  treffen,  der  nicht  in  dem  Strahle  |0|  i| 
y^e.  Die  Ebene  s^  hat  aber  keine  andern  Punkte  mit  der 
i4;be  F^^  gemein,  als  den  Doppelstrahl  |0|  l|;   daher  mufs 

durch  ^  gehen;  ebenso  hätten  wir  zeigen  können,  dafs 
e  gx  durch  (S>  gehen  müssen;  es  schneiden  sich  also  samt- 
he  Geraden  Ix  und  g^  in  demselben  Punkte  <B  und  die 
»«rfläche  2.  0.  -P*>  degeneriert  daher  in  einen  Kegel,  dessen 
"fttelpunkt  (£  ist  und  dessen  Strahlen  die  beiden  Regel- 
baren Ix  und  gx  in  sich  vereinigen.  Wir  haben  in  diesem 
eiten  Falle  folgendes  Ergebnis: 

Wenn  es  einmal  vorkommt,  dafs  eine  Ober- 
&che  zweiter  Ordnung  in  einem  ihrer  Punkte  eine 
-  TÜhrungsebene  hat,  deren  Schnittkurve  mit   der 

Sehe  ein  zusammenfallendes  Linienpaar  (d.  h.  nur 
Ue  gerade  Linie)  ist,  dann  ist  dies  immer  der 
^11;  alle  diese  geraden  Linien  gehen  durch  einen 
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festen   Punkt  und  sind    die  Strahlen    eines  Eegeli 
zweiter  Ordnung,    in  welchen   die  F^^   degeneriert 

Eine  noch  weitere  Specialisierung  wiie  denkbar  und 
würde  eintreten,  wenn  die  um  |00||  *=  e  gedrehte  Ebene 
§  mit  dem  entsprechenden  Strahlenbüschel  /r,  in  der  Ebene 
£,  perspektivisch  läge,  so  dais  jede  Ebene  {  durch  den  ent- 
sprechenden Strahl  x^  ginge.  In  diesem  Falle  wQrde  die 
ganze  Ebene  e^  einen  Teil  der  F^^  bilden;  da  aber  anch 
|0,  0|  =/",  die  Ebene  q)  zur  entsprechenden  hat^  der  Ebene 
1-^1 /i]  der  Strahl  \^g)\  entspricht,  und  die  erstere  mit  {  n- 
sammen fällt;  so  mufs  auch  die  ganze  Ebene  q>  einen  Teil 
der  Fläche  l^^^^  bilden;  dieselbe  zerfallt  also  in  ein  Ebenen- 
paar, und  andere  Punkte  derselben  können  nicht  yorkommen; 
auch  kann  das  Ebenenpaar  als  ein  besonderer  Fall  desKegeb 
aufgefalst  werden  und  beide  sind  besondere  Falle  der  gerad- 
linigen  Oberfläche  zweiter  Ordnung. 

Jetzt  bleibt  nur  noch  der  dritte  Fall  übrig,  der  nnn  in 
der  That   zu   einer   neuen  Gattung  von  Flächen  xweiter 
Ordnung  führt,  die  kei^e  geraden  Linien  enthaltet. 
Wenn    die   erzeugenden  Bündel  O  und  Oi  so    liegen,  daA 
eine  um  den  Verbindungsstrahl  |OC||  *=  e  gedrehte  Sbta^ 
I,  deren  entsprechender  Strahl  .r,   in   der  Ebene  s^  sieh  •• 
O,   dreht,    niemals    durch    diesen    entsprechenden  StraU  ^i 
hindurchgeht,   also,  wofern   ^f, ,  «=  r  bezeichnet  wird,  die 
projekti vischen   Strahlenbüschel    .r,  j',    keine  reellen  Doppel- 
strahlen haben,   dann  enthält  das   Erzeugnis   der  resiprokea 
Bündel  keine  geraden  Linien.   Denn  gehorte  irgend  eine  G*" 
rade  /,  der  Fluche  Z«^^)  an,   so   müfste  die  Ebene  (/,  CJ  <H* 
Fläche  in  einer  zweiten  durch  O   gehenden   Geraden  </  nad 
die  Ebene  |/jrO,]  die  /^*>  in  einer  zweiten  durch  C|  gehe*' 
den  (iera<leu  g^  schneiden;  es  niüfste  ferner  die  Ebene  |f Cgi 
die  2*^*»  in  einer  zweiten  durch  C,  gehenden  Geraden  I,  nm^ 
die  Ebene  [r/,  C]  die  t^-^  in  einer  zweiten  durch  C  geheinte^ 
Geraden  /  schneiden.     Die    beiden   Ebenen    [gl]  und  [y,  fg  . 
enthielten  also  die  in  Linienpaare  zerfallenden  Kegeladmüt^ 
der  F^^^,  welche  in  O  und  C,  ihre  Doppelpunkte  haben;  ^ 
miUsten  also  Ijr/,  =  ^  und  [</,  /,  |  «=  «,  die  Bertihningsebeiie^ 
in  C  und  C,  sein  und  Linienpaare  enthalten ,  was  gegen  Ü^ 
Voraussetzung  ist.    Wir  schlielsen  also  für  diesen  dritten  Fall: 


Wenn   es    einmal    vorkommt,    dal's    eine    Ober- 
Hache    zweiter    Ordnung    in     einem    ihrer    Funkte 
Berilhrungsebeiie-  hat,   welche   mit  der  Fläche 
keinen  weiteren  Funkt  als  diesen  Berührungspunkt 
gemein  liat  ^odtir  in   einem   imaginären  Linienpaar 
mit  reellem  Doppelpunkt  die  Fläche  Hchneidet),  so 
^Bit  dies    immer  der  Fall;   die   Fläche    enthält  über- 
^Bftupt  keine  geraden  Linien. 

^B      Hier  tritt   unn   ein   wesentlicher  Unterschied   auf  gegen 

^^kn  früheren  tlaujitfall.    Während  wir  beim  Hyperboloid  mit 

^BSfe  der  durch  O  und  O,  gehenden  Liuienpaare  gl  und  g,t, 

^Ppe   in   den   Berühruugsebeuen   liegen,   auch  das  durch  jedeu 

1>eliebigen    Punkt  der   i"'*"  gehende    Linienpaar    tfrli    Hndeu 

konnten,   indem   wir,   weun  j;  ein  Funkt  der  Fläche  F'^'t  ist, 

die  Schnittlinie  der  Ebenen  [t/i]   und   [</,  i],   welche  sich   in 

l^  schneiden,   sowie  der  Kbenen  [lx\  und  [l,f:],   welche   sich 

in   iii   Bchueideu,   konstruieren,   fehlt  jet;it  dies  Ililfsuiittel; 

wir  haben  nur  die  beiden  Berilhrungsebeneu  (p  und  t,  in  den 

Mittelpunkten  der  Uüiidel  00|,  welche  in   doppeltem  Sinne 

dem  V'erbindungsstruhl  |C0,|  enttiprecheu,  und  es  wird  sich 

^^uniichst  die  Aufgabe  darbieten: 

^^k  In  einem  beliebigen  Puukte  ):  des  Erzeugnisses 
^B^reier  reziproken  Bündel  O  und  O,  die  Beruh- 
^Vttngsebene  v.a  konstruieren. 

Diese   Aufgabe   lülut  sich   auch   so  aussprechen :    Durch 

einen    gegebeneu    Punkt   y    einer    nicht-geradlinigen  Fläche 

^J^i  eine   solche  Ebene  Tj   zu    legen,    welche   mit  /"<"   den 

^^■nzigeii  reellen  Funkt  y  gemeiiischaftlidi  hat,  d,  li.  die  i^'^i 

^^ft   eiBeui    imaginären    Linicnpaar   schneidet,    dessen    reeller 

^Bbpi>elpunkt  X  ist:  (^s  wird  zuerst  die  Vorfrage  zu  beantwor- 

^^■n  sein,  ob  es  eine  solche  Ebene  wirklich  giebt.    Eine  Ebene, 

Hpfa  durch  einen  gegebenen  Funkt  x  gehen  soll,  wird  bestimmt 

^Wn    durch    zwei   von   r  ausgehende   gerade   Linien,   welche 

in    ihr    liegen    sollen.      Nach    der    Forderung   der   Aufgabe 

mUsaen  zwei  solche  Gerade  «  uiiil  b  Tangenten  der  F^'>  sein, 

d.  b.    die    beiden    8clinittpunkt«    einer   solchen    Geraden    mit 

/'«   niDssen  in   den   Funkt  y  hineinfallen,     ist  dies  nun  der 

Fall  för  die  Gerade  ti  und  fUr  die  Gerade  h,  so  ist  [ab]  eine 

^^b«iie,  die  f^-'  in   einem  Kegelschnitt  schneiden   mufa,  wi«d 

^B    »CHknilU,  Tbxil    d.  Oberfl.   ■!    Urdu,  31  ■ 
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im  allgemeinen  jede  Ebene.     Dieser  Kegelschnitt   hat  aber 
die  besondere  Eigenschaft,  dals  x  ein  solcher  Punkt  desselben 
ist,  in  welchem  es  zwei  verscbiedeoe  Tangenten  dieses  Kegel- 
schnitts giebt;  und   dies   ist  nur  möglich ,   wenn   der  Kegel- 
schnitt aus  einem  reellen  oder  imaginären  Liuienpaar  bestellt, 
dessen  Doppelpunkt  x  ist ;  in  unserem  Falle  kann  das  Liniei- 
paar  nur  ein   imaginäres  sein,  weil  die  F^^  keine  gerden 
Linien  enthalten  darf.    Diese  Eigenschaft  der  durch  a  und  ft 
bestimmten   Ebene   [aV]  =  t^  zeigt  nun,  dafs  auch  jede  an- 
dere durch  X  in  der  Ebene  r^  gezogene  Gerade  nur  den  ein- 
zigen  Punkt  x  n^it  der  Fläche  F^*^  gemein  haben  kann,  ibo 
eine  Tangente  derselben  sein  mufs.     Aber  auch  umgekehrt 
müssen  sämtliche  Tangenten ,  die  man  im  Punkte  ):  an  iier 
Fläche  i^(^>  ziehen  kann   in   einer  und  derselben  Ebene  T} 
liegen.     Denn   gäbe  es  noch  eine  Tangente  e  im  Punkte  r 
der  F^^\  die  nicht  in  der  Ebene  T|  läge,  so  wQrde  jede  durch 
c  gelegte  Ebene  ebenfalls  in  einem   imaginären   LinieDptare 
die  F^^^  schneiden  müssen,  und  überhaupt  jede  durch  r  g^ 
legte  Ebene,  welche  durch  zwei  Gerade  in  den  Ebenen  [äbj 
und    [ac]  bestimmt    wird,    die   durch   x   gehen,   müTste  die 
gleiche   Eigenschaft  besitzen,  in   einem    imaginären  Linien- 
paare  die  F^^  zu  schneiden.    Die   ganze  Fläche  F^''^  würde 
also  nur  den  einzigen  reellen  Punkt  r  haben ,  d.  h.  sich  anf 
einen   imaginären  Kegel  mit   dem  reellen  Mittelpunkte  r  re- 
duzieren (S.  42).     Wir  schliefsen  also: 

Sämtliche  Tangenten,  die  man  in  einem  Punkte 
X  einer  Oberfläche  2.  0.  F^^^  an  derselben  ziehen 
kann,  liegen  in  einer  Ebene  r^,  welche  die  Berflh- 
rungsebene  der  F^^  im  Punkte  x  heifst  und  die- 
selbe in  einem  reellen  oder  zusammenfallenden 
oder  imaginären  Linieupaare  schneidet.  Nen- 
nen wir  in  jedem  dieser  drei  l^^le  die  Berühningsebenen 
hyperbolischer,  parabolischer  oder  elliptischer 
Art,  so  zeigt  die  vorige  Untersuchung,  dafs  bei  einer  p- 
gebenen  F^^^  die  sämtlichen  Berührungsebenen  immer  der 
selben  Art  sein  müssen,  dafs  also  z.  ß.  bei  einer  F^'  nicht 
gleichzeitig  Berührungsebenen  hyperbolischer  und  elliptiflcber 
Art  vorkommen  können. 

In  unserem  Falle  nun  sind  sämtliche  BerÜhrungsebenen 
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elliptischer  Art,  und  es  genügt ,  um  in  einem  gegebenen 
Ponkte  j:  der  F^*^  die  Berührungsebene  r^  zu  finden;  irgend 
zwei  Tangenten  derselben  in  dem  Punkte  j:  zu  ermitteln  und 
durch  eine  Ebene  zu  verbinden.  Eine  Tangente  im  Punkte 
}:  haben  wir  schon  früher  gefunden  (S.  454).  Wenn  wir  in 
den  beiden  erzeugenden  Bündeln  O  und  O^  die  Strahlen 
|0>:|«=a:  und  |Oi):|  =  yi  ziehen,  so  entsprechen  ihnen 
gemäfs  der  reziproken  Beziehung  zwei  Ebenen  ^i  und  i^, 
deren  Schnittlinie  ISii^l  durch  j:  gehen  und  eine  Tangente 
der  Flache  F^^^  in  dem  Punkte  y  sein  muis.  Wenn  wir 
zweitens  die  Ebene  [00]]c]  legen,  so  schneidet  dieselbe  die 
Fläche  F^'^^  in  einem  Kegelschnitt,  der  durch  [OOi):]  geht, 
und  dessen  beide  Tangenten  in  O  und  Dp  die  Schnittlinien 
seiner  Ebene  mit  den  Berührungsebeuen  g)  und  f,,  also  be- 
kannt sind ;  um  die  Tangente  dieses  Kegelschnitts  im  Punkte 
j:  zu  erhalten,  wenden  wir  die  bekannte  Konstruktion  aus 
der  Theorie  der  Kegelschnitte  an;  sei  der  Schnittpunkt: 

ilOrU  ^i)  =  a        (|0,):|,  9>)  =  b 
(|00,|,  |ab|)  =  c, 

so  ist  |}:c|  die  gesuchte  Tangente;  die  Ebene,  welche  durch 
die  Schnittlinie  ||, f/|  und  den  Punkt  c  gelegt  werden  kann, 
ist  also  die  gesuchte  Berührungsebene  r^  im  Punkte  j:  der  F^'^K 
Noch  kürzer  wird  die  Konstruktion,  wenn  wir  ein  für  alle- 
mal   die    Schnittlinie    der   beiden    Berührungsebenen    in   O 

und  Ol 

\ips^\  =s 

ziehen,  durch  \sj:\  eine  Ebene  legen,  welche  |00]|  in  dem 
Punkte  c'  begegnet  und  zu  |ODiC'|  den  vierten  harmonischen 
Punkt  c  konstruieren,  welcher  dem  c'  zugeordnet  ist;  dann 
ist  die  durch  |£,i7|  und  c  gelegte  Ebene  die  gesuchte  Tp  wie 
Unmittelbar  einleuchtet. 

Aber  es  genügt  für  uusern  Fall,  in  welchem  alle  Be- 
rQhrungsebenen  der  F^^^  elliptischer  Art  sind,  nicht,  dafs  wir 
ftlr  jeden  Punkt  j:  der  F^^^  die  Berührungsebene  Tj  kon- 
struieren können,  sondern  wir  müssen  auch  in  dieser  Ebene 
das  imaginäre  Linienpaar  ermitteln,  welches  die  Durchschnitts- 
kurve  von  r,  mit  F^'^^  ist,  ebenso  wie  wir  in  dem  Falle  des 
Hyperboloids  das  Linienpaar   g^l^   der  beiden   Regelscharen 

31* 
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ermittelt  haben.  Ein  imaginäres  Linienpaar  wird  vertreten 
durch  eine  elliptische  Strahleninvolution,  deren  imaginin 
Doppelstrahlen  ein  solches  Linienpaar  bilden;  unsere  Auf- 
gabe kommt  demgemäfs  darauf  hinaus,  in  jeder  Berflh- 
rungsebene  r^  die  elliptische  StrahleninvolatioD 
durch  X  zu  ermitteln,  deren  Doppelstrahlen  dai 
gesuchte  imaginäre  Linienpaar  sind.  Hierzu  genügt 
es  ftir  die  beiden  Berührungsebenen  £|  und  ^  in  den  Hittel- 
punkten Ci  und  C  der  erzeugenden  BQndel  die  zugehurigen 
Strahleninvolutionen  zu  finden,  was  in  folgender  Weise  ge* 
schehen  kann:    Drehen  wir  um  den  Yerbindungsstrahl 

eine  vedlnderliche  Ebene  $,  welcher  als  dem  BQndel  C  tf- 
gehorig  der  Strahl  s^  des  BQndels  d  entspricht,  der  in  der 
Berflhrungsebene  f,  liegen  mufs,  weil  $  durch  e  geht,  dun 
beschreiben  wegen  der  reziproken  Beziehung  auf  der  Schmtt- 
linie : 

die   Durchschnittspunkte  der   Ebene  £   und  des  Strahles  /{ 
zwei   projektivische  Punktreihen,    welche  wir  mit  r  nnd  i, 
bezeichnen    wollen.      Da   der    Ebene    [^T|]    im    BQndel  C| 
wegen  der  reziproken  Beziehung  der  Strahl  |Ct|  im  Bündel 
C   entsprechen  niuls,  so  folgt,  dafs  wir  dieselben  beiden  pro* 
jektivisehen  Punktreihen  auf  i?  auch  erhalten,   wenn  wir  om 
|CCi    eine  venuiderliche  Ebene  i/,  drehen,  welcher  aU  de» 
Bündel  C|  angehorig  der  Strahl  v  des  Bündels  C  entspricht, 
der  in  der  Borührungsebeue  y  liegen  niufs,  weil  ^|  durch  fi 
geht :  dann  Umschreiben  wegen  der  reziproken  Beziehung,  ^ 
der   Schnittlinie  s  die  Si^hnitt punkte  der  Ebene  ijy,   und  de§ 
Strahles  i/  zwei  projektivische  Punktreihen  ^,   nnd  r^,  die  m* 
den  vorigen  Punktreihen  v,  und  r  zusammenfallen. 

Wir  halten  also  auf  .<  zwei  projektivische  Punktreihef^f 
die  durch  die  re/iproke  Beziehung  der  Bündel  C  C,  gegebe^ 
sind.  Drehen  wir  imi  CC,  die  veränderliche  Ebene  {  —  *i 
der  in  dop})eltem  Sinne,  als  den  Bündeln  C  und  C,  n^' 
gehurig,  die  Strahlen  j\  und  v  in  den  Ebenen  «,  und  0 
entsprechen,  bezeichnen  wir  die  Durchschnittspunkte 
Ebene  J^i^,^  mit  *-  durch  lyP,^  die  Treffpunkte  der  Strahl^ 
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Xi  und  y  mit  s  durch  Xi  und  t)  und  konstruiereu  den  vierten 
harmonischen  Punkt  zu  Xitj  und  x(9i),  dem  letzteren  zu- 
geordnet, d.  h.  den  Punkt  x,  so  Ja^s  ()C|^^0=  ~"  ^  ist, 
dann  durchläuft  das  Puuktepaar  xx  hei  der  Bewegung  eine 
Punktinyolution  auf  s  (S.  15 ff.),  welche  mit  O  uud  d  ver- 
bundeu  zwei  Strahleninyolutionen  in  den  Ebenen  9  und  £, 
liefert,  deren  Doppelstrahlen  {  und  g^  g^  und  Z,  die  Linien- 
paare dieser  Berührungsebenen  sind.  In  unserem  Falle  ist 
die  Punktinvolution  auf  s  eine  elliptische,  also  die  Linien- 
paare sind  imaginär  und  werden  vertreten  durch  die  kon- 
struierten Strahleninvolutionen  in  den  Ebenen  9  und  fj. 
Wenn  wir  jetzt  eine  beliebige  Ebene  |  im  Räume  nehmen, 
welche  die  F^^"^  in  einem  (reellen  oder  imaginären)  Kegel- 
schnitt 1^')  schneidet,  so  wird  |  die  beiden  Strahleninvolu- 
tionen in  9  und  b^  längs  Punktinvolutionen  schneiden,  die 
dem  Kegelschnitt  ((')  offenbar  zugehoren  müssen,  weil  die 
Schnittlinien  \iq>\  und  ||£||  der  jP(^>  in  (reellen  oder  imagi- 
nären) Punktepaaren  begegnen,  die  durch  jene  Puaktinvolu- 
tionen  vertreten  werden.  Haben  wir  also  insbesondere  einen 
Punkt  X  ^^  F^^  und  die  Berührungsebene  Zi  in  demselben 
konstruiert  (s.  o.),  so  schneidet  dieselbe  die  Berührungs- 
ebeneu  ^  und  f,  in  Strahlen,  welche  die  Träger  bekannter 
Punktinvolutionen  sind,  die  von  den  Strahleninvolutionen  in 
9>  und  £|  ausgeschnitten  werden.  Der  Punkt  x  uiit  der  einen 
oder  der  andern  Punktinvolution  verbunden  liefert  daher 
eine  Strahleninvolution  in  der  Ebene  r^,  welche  das  (reelle 
oder  imaginäre)  Linienpaar  vertritt,  das  in  dieser  Berührungs- 
ebene enthalten  ist.  Dadurch  ist  die  vorgelegte  Aufgabe  ge- 
lobt auch  für  den  Fall  der  nicht  geradlinigen  Fläche  jP^'^ 

§  55.    Die  Folareigenschaften  der  i^^>. 

Wenn  eine  beliebige  Gerade  g  der  Fläche  2.  0.  !''<*>  in 
^ei  reellen  Punkten  begegnet,  so  mufs  jede  Ebene,  welche 
cmrch  g  gelegt  wird,  die  jP^^)  in  einem  Kegelschnitt  schneiden, 
^T  durch  dieselben  beiden  Punkte  geht,  d.  h.  alle  diese 
-Igelschnitte  müssen  g  zur  gemeinschaftlichen  Sekante  haben, 
^ir  können  diese  Eigenschaft  erweitem  auch  für  den  Fall 
icht  reeller  Schnittpunkte  auf  g,  indem  wir  das  Punktepaar 
Xirch  eine  (hyperbolische  oder  elliptische)  Punktinvolution 
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yertreten  lassen,  die  immer  reell  konstruiert  werden  kau 
Termittelst  der  gegebenen  die  F^^  erzeogenden  rexiprokeB 
Bändel  C  und  O,. 

Wenn  wir  auf  der  Geraden  g  einen  yeranderlichen  Punkt 
T  bewegen y  so  entspricht  dem  Strahle  :Ot|  im  Bündel  0 
eine  Ebene  ||  im  Bündel  C|«  welche  ^  in  r,  treffe,  osd 
bei  der  Bewegung  müssen  infolge  der  reziproken  Beiiebojig 
T  und  T,  projektiTische  Punktreihen  beschreiben.  Dieselbn 
beiden  projektivischen  Punktreihen^  erhalten  wir  auch,  wmb 
wir  den  Strahl  C|T|  im  Bündel  Ci  nehmen,  dem  eine 
Ebene  §  im  Bündel  C  entsprechen  wird,  welche  durch  in 
vorigen  Punkt  r  gehen  mufs,  denn  weil  der  Strahl  IOiTHj'^i 
in  der  Ebene  d  liegt,  so  mufs  die  entsprechende  Ebene  l 
durch  |Ct'  =  X,  also  durch  den  Punkt  r  gehen.  Wir  haben 
also  auf  g  zwei  projektirische  Punktreihen;  bezeichnen  wir 
jetzt  einen  beliebigen  Punkt  der  g  in  doppeltem  Sinne  adf- 
gefatVt  als  r  =  r, ,  so  entspricht  ihm,  als  der  einen  Poiki* 
reihe  angehorig.  der  Punkt  t,  der  andern  und,  als  der  aaden 
Punktroihe  angehorig«  der  Punkt  i*  der  ersten;  nehmen  wir 
zu  den  drei  Punkten  t,  i^  und  r(«B  i^i'k  den  rierten  hannoni- 
schen  dem  letzteren  zugeordneten  Punkt  r',  so  dafs 

(T,Mr'^  —  —  1 
ist.  dann  werden  bei  der  Bewegung  r  und  r  konjugierte 
Punkte  einer  Punktinrolution  sein,  deren  Doppelpunkte  XQ* 
gleich  die  Dopi^Ipuukte  der  zusammenliegenden  projekÜTi- 
schen  I\inkti>^ihen  auf  p.  d.  h.  die  Durchschnittspunkte  dtf 
Geranien  g  mit  der  Flache  -P**  sind  ^S.  15\*)    Wir  habet 

•  WoUer.  wir  ur*  ^.txk  dir>^kt  too  der  asu^gecprochenen  Be- 
hAxiptui^;  übenccprn,  «o  k»:i^  die«  Ast  fol^r^nde  An  geKhehen: 

Wir  \  erfinden  den  dc*rr*!l  g^*ciiten  Träger  der  beiden  p»" 
•ekiiT  lachen  l\;nktTviben  :  :,  =:n  iipfad  iwei  Punkten  e  und  »i«  ^ 
in  euMT  Fbejie  m:;  ihr::  be^c .  donrh  Sinkhlenbü*chel  ^e]  und  th  * 
veWhe  e;Qen  Ke^ä<-h=.:n  enes^^n  =£wes.  veü  i  i,  projektifiK^ 
r-.'^kiryiher.  iurciU-uVs  K."*izjivi;rr?n  =.un  :  ■■  31,,  and  «nd  dtttntf^ 
«*r*K-i:ende  Ptinkle  :    "iai  r.  *o  wfries  die  Sd 


lif  desi  r.'*rJ^fn  Se^jci.r.:;:e  Jt*    b*s*s-  und  vir  eriialten  ein  <I*** 
•rlUnft  eiBb^ÄrhneSfre»  Viereck 
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dadurch  eine  bestimmte  Punktinvolution  auf  g  konstruiert, 
welche  immer  das  (reelle  oder  konjugiert-imagiuäre)  Punkte- 
paar der  Durchschnittspunkte  von  g  mit  F^^^  vertritt.  Wir 
wollen  diese  die  der  Geraden  g  in  Bezug  auf  F^*^  zugehö- 
rige Punktinvolution  nennen  und  wissen  von  ihr,  dafs  jedes 
Paar  konjugierter  Punkte  derselben  zugleich  ein  Paar  kon- 
jugierter Punkte  in  Bezug  auf  jeden  Kegelschnitt  ist,  in 
welchem  irgend  eine  durch  g  gelegte  Ebene  die  F^^  schneidet. 

Nehmen  wir  jetzt  einen  beliebigen  Punkt  S^  des  Raumes 
und  legen  durch  denselben  zwei  beliebige  Ebenen  a  und  ß, 
die  sich  in  einer  Geraden  g  schneiden,  so  ist  dem  Punkte  i^ 
der  Geraden  g  ein  bestimmter  Punkt  ^'  in  der  zugehörigen 
Punktinvolution  konjugiert,  und  es  muls  die  Pulare  des 
Punktes  if>  sowohl  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  o^^,  in 
welchem  die  Ebene  a  die  F^^^  schneidet,  als  auch  in  Bezug 
auf  den  Kegelschnitt  ß^^,  in  welchem  die  Ebene  ß  die  F*^^ 
schneidet,  durch  den  Punkt  ^'  gehen;  die  beiden  Polaren 
von  ^,  welche  wir  mit  la  und  /^  bezeichnen  wollen,  treffen 
sich  also  in  dem  Punkte  ^^'  und  liegen  daher  in  einer  Ebene. 
Legen  wir  eine  beliebige  dritte  Ebene  y  durch  den  Punkt  '^n, 
und  schneidet  dieselbe  die  F^-^  in  dem  Kegelschnitte  /'),  ist 
femer  Z^  die  Polare  des  Punktes  '4-^  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt y^^\  so  mufs  nach  dem  Vorigen  ly  sowohl  la  als  auch 
Iß  treffen,  und  da  beide  in  einer  Ebene  liegen,  so  mufs  auch 
ly  in  derselben  liegen.     Drehen    wir    die  Ebene  y  beliebig 


von  welchem 

(lopijoiql)  =  r  =  9i 

ein  Diagonalpunkt  ist.  Die  Polare  dieses  Punktes  r  ^=  t>i  ist  daher  die 
YerbinduiigBliiiie  der  beiden  übrigen  Diagonalpunkte,  und  diese  geht 
durch  den  vierten  harmonischen  Punkt  r'  zu  den  dreien  Xt  ^  r(t)i),  d.  h. 

(r,t)j:r')  =  —  1; 

verändern  wir  also  %  auf  ^,  so  wird  x'  allemal  der  Schnittpunkt  der 
Pobure  von  r  in  Bezug  auf  ^s)  mit  der  Geraden  g  sein;  folglich  durch- 
lauft  das  Punktepaar  rv'  zufolge  der  bekannten  Polareigenschaften 
eines  KegelschnittB  diejenige  Punktinvolution  auf  ^,  welche  dem  Kegel- 
schnitt ^(^  zugehört,  d.  h.  die  Doppelpunkte  dieser  Punktinvolution 
Icoinsidieren  mit  den  Schnittpunkten  von  g  und  j|(S)  oder  mit  den 
Doppelpmikten  der  ursprünglich  gegebenen  projekti vischen  Punkt- 
reihen ,  welche  ;  und  xi  auf  g  durchlaufen. 
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am   den    festgehaltenen    Punkt  ^^   so  erhalten   wir  folgrezr- 
den  Satz: 

Wenn  mau  durch  einen  Punkt  $  im  Räume  be- 
liebig viele  Ebenen  ^  legt,  deren  jede  einer  geg^' 
beneu  Fläche  2.  0.  F<'>  in  einem  Kegelschnitte  ^^'^ 
begegnet,  und  man  allemal  die  Polare  des  Punkt  ^^ 
'ip  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  £<')  konstruiert,^^ 
liegen  diese  sämtlichen  Geraden  in  einer  und  de  ^' 
selben  Ebene  x]    also  ¥rird  auch  umgekehrt  jede  durch  *^ 
gelegte  Ebene  S  die  Ebene  x  in  einer  Geraden  schneide^^ 
welche  die  Polare  von  'Iß  ist  in  Bezug  auf  den  Kegelschni 
{<*>,  in  welchem  die  Ebene  |  die  i^*>  schneidet    Wir  wolle 
diese  zu    dem  Punkt  '4>  konstruierte  Ebene  x  die  Pol 
ebene  des   Punktes  *)>  in   Bezug  auf  die  Fl&che 
nennen.     Wir  können  dies  Resultat  auch  so  aussprechen: 

Wenn  man  durch  einen  Punkt  ^  des  Räume 
beliebig  viele  Strahlen  zieht  und  auf  jedem  der 
selben  den  zu  *^^  konjugierten  Punkt  in  derjenige 
Punktinvolution  bestimmt,  welche  dem  Strahle  i 
Bezug  auf  eine  gegebene  F^^^  zugehört,  so  liege 
alle  diese  konjugierten  Punkte  in  einer  und  der 
selben  Ebene,  der  Polarebene  des  Punktes  ^  i 
Bezug  auf  F*^.  Sind  die  Punktinvolutionen  hyperbolisch 
also  ihre  Doppelpunkte  die  Schnittpunkte  des  Strahles  mit  F 
so  werden  dieselben  harmonisch  getrennt  durch  jedes 
konjugierter  Punkte:  wir  erhalten  also  die  Polarebene  vo 
1?  auch  dadurch,  dals  wir  durch  -1?  Strahlen  ziehen  und  z 
den  Schntttpunktpaaren  mit  JP*^  die  zu  ^  zugeonfaieten  vierteac:^ 
harmonischen  Punkte  bestimmeu.  Drei  solcher  Punkte  be— 
stimmen  schon  die  Polarebene  x.  Wenn  zu  dem  Punkte  %^ 
die  Polarebeue  x  konstruien  ist^  und  wir  einen  beliebige«:^ 
Punkt  t  der  letzteren  nehmen,  so  sind  auf  dem  Verbindung» — 
strahle  i^  l^  diese  beiden  Punkte  konjugiert  in  der  zugeho^  -^ 
rigen  Punkiinvoiution .  folglich  muis  die  Polarebene  x'  de 
Punktes  i^  durch  den  ersten  Punkt  t^  hindurchgehen.  Wi 
können  also  folgenden  Satz  aussprechen: 

Wenn  mau  auf  der  Polarebene  x  eines  Punkte 
l^  einen   beliebigen   Punkt    t    nimmt,    so  mufs   di 
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Polarebene   li   desselben  durch   den   anfänglichen 
Punkt  ^  hindurchgehen. 

Ziehen  wir  jetzt  die  Verbindungslinie  l^'^'l  «=>  g   und 
nennen   die  Schnittlinie  der  beiden  Polarebenen  \7tn\  =  g\ 
so    T¥ird  eine  beliebige  durch  g,  also  durch  beide  Punkte  ^^ 
and   'iß'  gelegte  Ebene  |   die  Ebenen  x  und  jt'  in  zwei  Ge- 
raden  schneiden,  welche   die  Polaren  der  Punkte  ^  und  1)3' 
in     Bezug   auf   den   Kegelschnitt  g^^^   sind,    in   welchem   die 
Bbene  §  die  jP^^^  schneidet;  diese  beiden  Polaren  schneiden 
sich  in  dem  Punkte,   in  welchem  die  Gerade  g'  der  Ebene  ^ 
begegnet;    dieser  Punkt  Q  ist   daher  der  Pol  der  Geraden 
|^^'|«s^  in  Bezug   auf  |(^),  also  mufs  die  Polarebene  von 
O  durch  g  gehen.     Und   auch  umgekehrt ,  wenn   wir  einen 
beliebigen  Punkt  O  der  Geraden  g    nehmen,  so  wird  seine 
I^olarebene    durch   g  gehen  müssen,   denn  die  Ebene  \JCig] 
^clmeidet  x  und  x   in  den  Polaren  der  Punkte  ^  und  ^'  in 
^^zug   auf    den    Durchschnittskegelschnitt;    folglich   ist   für 
^^esen   auch  g  die  Polare  von  C;  also  geht  die  Polarebene 
'V'on  Q  durch  g.     Verandern  wir  den  Punkt  Q  auf  g\  so 
Seilen  wir,  dafs  für  sämtliche  Punkte  von  g'  die  Polarebenen 
^^rch  g  gehen. 

Nehmen  wir  endlich  zu  O  den  konjugierten  Punkt  O' 
^•>^   der  zu  g'  zugehörigen  Punktinvolution,  so  ist  zu  O'  die 
^c^larebene  die  Ebene  [gd].    Wir  haben  jetzt  vier  Punkte 
^    ip'  Q  O',    die   in  eigentümlicher  Verbindung  stehen,   sie 
bilden  nämlich  die  Ecken   eines  Tetraeders   und   haben   zu 
I^olarebenen   die  gegenüberliegenden  Seitenflächen  desselben 
(I^olartetraeder,  8.  153).   Da  nun,  wie  wir  gesehen  haben,  von 
amtlichen  Punkten  der  Geraden  g  die  Polarebenen  durch  g 
Bellen  müssen,  und  g'  als  eine  ganz  willkürliche  Gerade  im 
^Wume  aufzufassen   ist  (denn  wir  brauchen  nur  umgekehrt 
durch    die   willkürliche    Gerade   g    irgend   zwei    Ebenen   zu 
^Sen  und  die  Pole  von  ^  in  Bezug  auf  die  Durchschnitts- 
kegelschnitte .zu  verbinden,  um  die  vorige  Figur  zu  erhalten), 
^   werden  auch  die  Polarebenen  von  sämtlichen  Punkten  der 
(Geraden   g    durch    eine    und    dieselbe  neue   Gerade  laufen; 
^Qae   ist   aber  g',  denn   die  Polarebenen    von    den    beiden 
unkten  ^^  und  ^'  schneiden  sich  in  g-^  die  Geraden  g  und 
Sf    heifsen   aus   diesem    Grunde   konjugierte   Gerade    in 
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Bezug    auf   die  Fläche   F^^^    und    besitzen    folgende  KgOh 
Schaft : 

Von  sämtlichen  Punkten  einer  Geraden  ^  lau- 
fen die  Polarebeuen  durch  eine  und  dieselbe  C?^- 
rade  g',  und  von  den  Punkten  der  Geraden  g'  laaf^A 
wiederum  die  Polarebenen  sämtlich  durch  dieG^* 
rade  //;  solche  zwei  Gerade  im  Räume  heifsen  kon- 
jugiert. 

Nehmen  wir  jetzt  zwei  beliebige  Gerade  g  und  k,  <1k 
sich  in  einem  Punkte  '^  treffen,  so  müssen  die  zu  ihoeo 
konjugierten  Geraden  g'  und  h'  in  der  Polarebene  m  dei 
Punktes  ^^  liegen,  folglich  sich  auch  in  einem  Punkte  C 
treffen,  dessen  Polarebene  [^A]  «=  tBr  ist.  Ffigen  wir  aber 
eine  beliebige  dritte  Gerade  {  in  der  Ebene  [gK]  hioxO} 
welche  in  (\  und  1^  den  Geraden  g  und  h  begegnet,  so  fflob 
die  konjugierte  Gerade  V  sowohl  in  der  Polarebene  Ton  ji 
liegen,  die  durch  g'  geht,  als  auch  in  der  Polarebene  tob  b, 
die  durch  h'  geht  Die  beiden  Polarebenen  schneiden  neb 
daher  in  einer  Geraden,  die  durch  den  Schnittpunkt  (^'k')"*? 
gehen  mufs.     Wir  schliefsen  also: 

Wenn  zwei  Gerade  g  und  h  im  Räume  eick 
treffen  (oder  in  einer  Ebene  liegen),  so  liegeo 
auch  die  konjugierten  Geraden  g'  und  h'  in  einer 
Ebene  (oder  treffen  sich  in  einem  Punkte).  Die 
Ebene  [gh]  ist  die  Polarebene  des  Punktes  (^A)« 
und  die  Ebene  [gh']  ist  die  Polarebene  des  Punktes 
(gh).  Die  sämtlichen  Geraden,  welche  in  einer 
Ebene  x  liegen,  haben  zu  konjugierten  Geraden 
solche,  die  sämtlich  durch  einen  und  denselben 
Punkt  '^^  laufen,  dessen  Polarebene  n  ist. 

Hierdurch  wird  einer  beliebigen  Ebene  x  des  Kaune» 
ein  bestimmter  Punkt  '^^  zugeordnet;  dieser  heilst  der  Pol 
der  Ebene  n  in  Bezug  auf  die  Fläche  F^^^  und  bat 
zu  seiner  Polarebene  die  anfangliche  Ebene  x.  •  Hieraus  folgt 
weiter : 

Wenn  von  irgend  einer  Ebene  x  im  Räume  der 
Pol  '\}  ist,  so  mufs  von  jeder  durch  '4>  g^l^gt^n 
Ebene  x'  der  Pol  1>'  in  der  Ebene  x  liegen.  Von 
sämtlichen   Ebenen,   die  durch  eine  beliebige  Ge* 
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7ade  g  des  Raumes  gelegt  werden,  liegen  die  Pole 
aaf  der  konjugierten  Geraden  g'.  Von  sämtlichen 
Jibenen^  die  durch  einen  beliebigen  Punkt  des 
Haumes  gehen,  liegen  die  Pole  in  einer  und  der- 
selben Ebene,  der  Polarebene  jenes  Punktes. 

Wir  haben  hierdurch  eine  vollständige  Zuordnung  sämt- 
licher Elemente  des  Raumes  in  Bezug  auf  die  Fläche  F^^^ 
erlangt:  Jedem  Punkt  des  Raumes  entspricht  eine  bestimmte 
übene,  seine  Polarebene,  jeder  Geraden  eine  bestimmte  Ge- 
rade, ihre  konjugierte  Gerade,  und  letzterer  wieder  die  erstere, 
jeder  Ebene  ein  bestimmter  Punkt,  ihr  Pol,  dessen-  Polar- 
ebene wieder  diese  Ebene  ist.  Die  auf  diese  Weise  einander 
polar  zugeordneten  Elemente  des  Raumes  sind  noch  enger 
mit  einander  in  folgender  Art  verknüpft: 

Wenn  wir  einen  veränderlichen  Punkt  r  die  feste  Gerade 
g  durchlaufen,  also  eine  gerade  Punktreihe  beschreiben  lassen, 
BD  geht  seine  Polarebene  %  nicht  blofs  durch  die  konjugierte 
Gerade  g',  beschreibt  also  ein  Ebenenbüschel,  sondern  auch 
durch  den  zu  j:  konjugierten  Punkt  x  ^^^  zu  g  zugehörigen 
Pnnktinvolution  in  Bezug  auf  die  Fläche  F^^\  Da  aber  bei 
einer  Punktinvolution  die  konjugierten  Punkte  x  und  y:  zwei 
projektivische  Punktreihen  durchlaufen,  so  sind  auch  die  von 
X  beschriebene  gerade  Punktreihe  auf  g  und  das  von  £  be- 
schriebene Ebenenbüschel  mit  der  Axe  g'  projektivisch 
und  liegen  involutorisch.  In  gleicher  Weise  folgt,  dafs, 
wenn  wir  um  g  eine  veränderliche  Ebene  |  drehen,  ihr  Pol  t 
auf  der  konjugierten  Geraden  g'  eine  Punktreihe  durchläuft, 
welche  mit  dem  von  g  beschriebenen  Ebenenbüschel  pro- 
jektivisch ist  und  involutorisch  liegt,  d.  h.  die  durch  g  ge- 
legten Ebenenpaare  |  und  [gx]  bilden  eine  Ebeneninvolution. 
Wir  8chlie(sen  also: 

Jede  Gerade  g  im  Räume  ist  gleichzeitig  der 
Trager  einer  bestimmten  zugehörigen  Punktinvo- 
Intion  und  die  Axe  einer  bestimmten  zugehörigen 
Ebeneninvolution  in  Bezug  auf  F^^\  Die  Punkt- 
involntion  wird  erhalten,  indem  wir  auf  g  einen 
verSnderlichen  Punkt  x  laufen  lassen,  dessen 
Polarebene  |  in  dem  konjugierten  Punkte  x'  die  g 
trifft.    Die  Ebeneninvolution  wird  erhalten,  indem 
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wir  um  g  eine   veränderliche  Ebene  {  drehen  and 
deren   Pol   j:  mit  g  durch  die  konjugierte  Ebene  f 
der  Ebeneninvolution  verbinden.     Ist  g    die  kon- 
jugierte Gerade  zu  g,    so  liegt  die  EbeneninvoJa- 
tion   der  Geraden  g  perspektivisch  mit  der  Punkt- 
involution der  Geraden  g'  und  die  EbeneninTolo- 
tion  der  Geraden  g  perspektivisch  mit  der  Punkt- 
invülution  der  Geraden  g.    Sobald  wir  zwei  konjugierte 
Gerade  g  g   haben ,  sind  also  ihre  Ebeneninvolutionen  durch 
ihre  Punktinvolutionen  mit  gegeben  und  umgekehrt 

W>nn   wir  ferner  von   einem   beliebigen   Punkte  %  <i« 
Raumes  die  Polarebene  it  nehmen  und  einen  veranderliclMS 
Punkt  X,  in  dieser  Ebene  %  wandern  lassen ,   so  wird  seine 
Pülarebene   \  die   Ebene  n  in  einer  Geraden  i,   schneideBt 
so  dafs  jc  und  l^  Pol   und  Polare  eines  bestimmten  ebenes 
Polarsystems   bilden   (Th.  d.  K.  §  56);    denn    sobald  sich  t 
auf  einer  Geraden  g  bewegt,  mufs  sich  l^  um  einen  feste» 
Punkt   drehen,     den    Durchbohrungspunkt  der   konjugierten 
Geraden  g   mit  der  Ebene  n\  die  von  r  beschriebene  Punkt* 
reihe  und  das  von    \  beschriebene  Strahlenbüschel  sind  pf^ 
jektivisch  und  liegen    involutorisch,    wodurch  die  chankt^ 
ristische   Eigenschaft    des   ebenen    Polarsystems    voUstindw 
erwiesen   ist     Ziehen   wir  andererseits   durch  '^  einen   ve^* 
ünderlichen  Strahl  x  und  verbinden  den  J^oujugierien  StnJ^* 
X    (welcher  in  der   Polarebene    %   liegt)    mit  *^   durch 
Ebene  £,,  so  sind  x  und  £«  Polarstrahl  und  Polarebene  ein' 
Polarbündels  (S.  30),   welches   "^  zum   Mittelpunkt  hat  üip^ 
perspektivisch    liegt    mit    dem    ebenen    Polarsystem    in 
Ebene  n.     Wir  haben  also  folgendes  Resultat: 

Jede   Ebene  n  im   Räume  ist  der  Träger  eine 
ebenen     Polarsystems,     für     welches     irgend    ei 
Punkt  V  und  die  Durchschnittslinie  i,  seiner  Polai 
ebene    5    mit    der   Ebene    7t    Pol    und    Polare    sin 
jeder  Punkt   i^  im  Räume  ist  der  Mittelpunkt  ein 
Polarbündels,     für    welches    irgend     ein    Strahl 
durch   ^t'   und  die   Verbindungsebene   «,  des  konj 
>?iertou  Strahles  x    mit    |i   Polarstrahl    und  Pola 
obone   sind.     Ist    i^   der  Pol   der  Ebene  %   in  Ben 
auf   F\'^\   so    liegen    das   dem   Punkte  ^^J  zngehöri 
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^olarbündel    und    das    der    Ebene    n    zugehörige 
bene  Polarsjstem  perspektivisch. 

Ein  solches  Gebilde,  wie  wir  es  hier  vermittelst  der 
lache  -F<*^  konstruiert  haben,  hei  Pst  ein  räumliches  Polar - 
jrstem  (S.  126).  Es  bleibt  uns  jetzt  noch  übrig,  die  inci> 
3nten  Elemente  desselben  aufzusuchen,  nämlich  die  samt- 
chen  Doppelelemente  der  darin  auftretenden  Punkt-  und 
beneninvolutionen. 

Von  vornherein  wissen  wir,  dafs  auf  jeder  Geraden  g 
ie  beiden  Doppelpunkte  der  zugehörigen  Puuktinvolution 
iejenigen  Punkte  sind,  in  welchen  die  Gerade  g  die  Fläche 
'w  schneidet,  femer  dafs  in  jeder  Ebene  n  der  Kemkegel- 
chnitt  des  zugehörigen  ebenen  Holarsystems  derjenige  Kegel- 
shnitt  3r<*>  ist,  in  welchem  die  Ebene  tc  die  Fläche  F^"^ 
[^hneidet.  Die  Gesamtheit  der  Punkte  im  räum- 
ichen  Polarsystem,  deren  Polarebenen  durch  sie 
elbst  gehen,  bildet  also  die  Fläche  F^^\  Nehmen 
rir  aber  in  einer  beliebigen  Ebene  ;r  einen  solchen  beson- 
deren Punkt  ):,  dessen  Polare  tj  des  der  Ebene  x  zugehö- 
igen  ebenen  Polarsystems  durch  x  selbst  geht,  so  ist  be- 
anntlich  t^  eine  Tangente  des  Kemkegelschnitts  ;r('),  in 
'«Ichem  die  Ebene  n  die  Fläche  F^^^  schneidet  und  ):  der 
erfihmngspunkt  dieser  Tangente;  f^  ist  also  auch  eine  Tan> 
»Ute  der  Fläche  2^<*>  selbst.  Nehmen  wir  nun  den  Pol  ^ 
'^  Ebene  n  und  legen  eine  Ebene  Tj  durch  t^  und  ^,  so 
*  die  Ebene  r^  die  Polarebene  des  Punktes  j:  im  räum- 
•hen  Polarsystem.  Diese  schneidet  die  Fläche  F<^^  in  einem 
Uen  Kegelschnitt  von  besonderer  Art.  Dieser  mufs  näm- 
'h  einmal  t^  zur  Tangente  haben,  oder  j:  und  t^  müssen 
^1  und  Polare  für  ihn  sein  und  zweitens  müssen  auch  ^^  und  t^ 
^1  und  Polare  für  ihn  sein.  Dies  ist  aber  nicht  anders 
^Slicli;  ^'^  wenn  er  zerfällt  in  ein  reelles  oder  imaginäres 
^ienpaar,  dessen  reeller  Doppelpunkt  der  Punkt  y  ist.  Jede 
*^iie  aber,  welche  die  Fläche  F^^^  in  einem  reellen  oder 
^^^nären  Linienpaar  schneidet,  ist,  wie  wir  wissen  (S.  482), 
'^i©  Berührungsebene  der  Fläche  jPt*>;  also  die  Polar- 
'^»en  sämtlicher  Punkte,  die  der  Fläche -F^*)  ggHjg^ 

^K^horen,  sind  die  Berührungsebenen  der  Fläche 
*^    und    ihre    Pole,    die  in    ihnen   liegen,    die    Be- 
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Punkt  Xi  (les  Feldes  €,  verbinden,  dann  erhalten  wir  eine 
Gesamtheit  von  Ebenen,  welche  die  BerOhrungsebenen  einer 
Fläche  zweiter  Klasse  sind.  Wenn  ^wir  aber  in  analoger 
Weise,  wie  oben,  von  diesem  Erzeugnisse  der  beiden  reii- 
proken  ebenen  Felder  zu  dem  Gebilde  eines  räumlieben 
Polarsystems  übergehen,  so  erhalten  wir  kein  neues,  sondern 
dasselbe  vorige  Gebilde;  nur  erscheint  die  Kemflache  dei 
räumlichen  Polarsystems  {F^*^)  das  eine  Mal  als  Ort  von 
Punkten,  deren  Polarebeneu  durch  sie  selbst  gehen,  du 
andere  Mal  als  Ort  von  Ebenen,  deren  Pole  in  ihnen  selbst 
liegen  {^^^^),  d.  h.  das  eine  Mal  von  Punkten  erf&llt,  du 
andere  Mal  von  Ebenen  umhüllt.  Wir  erkennen  also  kiertoi 
die  Identität  der  beiden  dual  gegenüberstehendes 
Gebilde:  der  Fläche  2.  0.  und  der  Fläche  2.  Kl. 

§  56.    Direkte  Konstruktion   des  räumlichen  PolskTsystans 
einer  F^'^>  aus  zwei  dieselbe  erseugenden 
reziproken  Bündeln. 

Wir  können  aus  der  Erzeugung  einer  Fläche  2.  0.  F* 
durch  zwei  reziproke  Bündel  O  und  O,  in  direkter  Weise 
zu  der  Konstruktion  des  im  vorigen  Paragraphen  be^clln^ 
benen  räumlichen  Polarsystems  gelangen,  dessen  Kernffikbe 
F^'>  ist,  wie  folgt: 

Wenn    zwei    reziproke    Bündel    O    und    0|  g*' 
geben    sind,    und    man    einen    beliebigen    Punkt  ^ 
im  Räume  nimmt  (der  nicht  dem  Erzeugnisse  der  beiden 
Bündel   angehört),  so  entspricht  dem  Strahle  ;0t|^^ 
im    Bündel    O    eine    bestimmte   Ebene    i^    im    BO^' 
del     Oi;     es    entspricht    gleichfalls     dem     JStrab^* 
|C^jV|  =  f/   im    Bündel    Oi    eine    bestimmte    Ebene    ^ 
im    Bündel  C;    durch   die   Schnittlinie    der    beid^* 
Ebenen: 

lege    man    eine    dritte    Ebene,    die    durch    r    gefc^ 
und  die  zugeordnete  vierte   harmonische  Ebene 
dann  sind 

V     und     i 

Pol  und  Polarebene  eines  räumlichen  Polarsyste 
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um  y  eine  veränderliche  Gerade  x  in  der  Ebene  Tr, 
so  dreht  sich  auch  die  konjugierte  Gerade  x'  in 
derselben  Ebene  T|  um  den  Punkt  j:-  Das  Strahlen- 
paar XX  beschreibt  eine  Strahleniuvolution^  de- 
ren Doppelstrahlen  ein  (reelles  oder  imaginäres) 
Linienpaar  bilden,  in  welchem  die  Ebene  T;  die 
Fläche  i^(^)  schneidet. 

Wir  bemerken  noch,  was  sich  nach  dem  Vorigen  von 
selbst  versteht: 

Durch  eine  beliebige  Gerade  g  gehen  im  all- 
gemeinen zwei  Berührungsebenen  an  eine  Fläche 
2.  O.  J'W.  Diese  sind  die  Doppelebenen  der  Ebenen- 
involution, welche  der  Geraden  g  im  räumlichen 
Polarsysteme  zugehört,  dessen  Kernfläche  jP^^)  ist. 
Durch  einen  beliebigen  Punkt  ^  im  Räume  gehen 
onendlich-viele  Berührungsebenen  an  die  Fläche 
F^K  Diese  umhüllen  einen  Kegel  2.  0.  ^<*>,  den 
Kernkegel  des  Polarbündels,  welches  dem  Punkte 
^  im  räumlichen  Polarsystem  zugehört.  Die  Be- 
rührungspunkte sämtlicher  aus  einem  Punkte  ^ 
an  eine  Fläche  F<^  gelegten  Berührungsebenen 
liegen  in  einer  Ebene,  der  Polarebene  x  des  Punk- 
tes ^y  und  bilden  einen  Kegelschnitt  »(*),  dessen 
Tangenten  mit  ^  verbunden  die  Berührungsebe- 
nen sowohl  der  Fläche  F^^^  als  auch  ihres  Berüh- 
rongskegels  ^^'>  sind.  Ein  Kegelstrahl  und  die  durch 
den  Berührungspunkt  desselben  gehende  Tangente  des  Kegel- 
schnitts n^*^  sind  allemal  zwei  konjugierte  Strahlen  im  räum- 
lichen Polarsystem. 

Ans  der  vollständigen  Dualität,  welche  das  räumliche 
Polarsystem  beherrscht,  folgt  nun,  dafs  die  Fläche  2.  0.  jP<^) 
zugleich  eine  Fläche  zweiter  Klasse  0<^>  ist,  d.  h.  wenn 
wir  die  der  bisherigen  dual-gegenüberstehende  Untersuchung 
anstellen,  indem  wir  anstatt  von  zwei  reziproken  Bündeln  O 
and  Ol  auszugehen,  das  Erzeugnis  zweier  in  reziproker  Be- 
ziehung stehenden  ebenen  Felder  s  und  £,  aufsuchen ,  also 
den  Ort  der  Ebenen  aufsuchen,  welche  einen  Punkt  r  des 
Feldes  €  mit  dem  entsprechenden  Strahl  x^  des  Feldes  f, 
oder  einen  Strahl  x  des  Feldes  s  mit  dem  entsprechenden 
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m     X     \€ti]\       av\ 
projektivisch  mit  deu  vier  Ebeuen  durch  o,: 

Legen   wir  daher   durch  h  und  die  vier  ersten  Strahlen 
vier  Ebenen,  so  ist  das  Büschel  der  Ebenen: 

[6  m]     [6  a:]    ti    v 

projektivisch  mit  dem  zweiten  Ebenenbüschel  um  die  Äxe  a, 
dessen  Elemente  wir  so  umstellen  können: 

[ö^iw,]     [a,y,l    5,    ft,. 

Diese  beiden  projektivischen  Ebenenbüschel  schneiden  di. 
Ebene   e  in  zwei  projektivischen   Strahlenbüscheln ,    welch 
wie  unmittelbar  ersichtlich  ist,  perspektivisch  liegen  müsse- 
weil    in   der   Verbindungslinie    ihrer  Mittelpunkte    |a|b     (ä 
Durchschnittslinien   der  Ebenen   [hm]  und  [a,ti,J   mit  b  s 
sammenfallen ,   folglich  müssen  auch  die  Durchschnittslin: 
entsprechender  Ebenen: 

■.lxn\     >iv|       und       |[6:r],  [a,y,]| 
die  Ebene   s  in  drei   Punkten    einer  geraden  Linie   treSEeu. 
Der  letztere   Punkt  ist  aber  kein  anderer  als  unser  an&xis'. 
lieber  Punkt  y  ==  t),  auf  g\  folglich  mu(s  die  Ebene,  weloJbe 
II,  1^  =  s  mit  V  verbindet,  durch  den  Punkt  gehen,  in  weleli^in 
die   Ebene    s   von     .a,rj   getrofl'en  wird.     Dies    ist  aber    dn 
fester  Punkt,    der   nur   abhängt  von  der  Lage  einer  willknr- 
lieh  durch  g  gelegten  Ebene  f ,  welche  wir  festhalten  kömie"  -«, 
während  v  =  l),    und  S,  und  t]  sich  verändern.     Die  variaL^  ^« 
Ebene  [sx\  geht  aber  nicht  nur  durch  den  einzigen  festen  Punf^^^    . 
in  welchem  e  von    /u,rj  getrofl'en  wird,  sondern    auch  no^^" 
durch  einen  zweiten,  dritten  u.  s.  f.,  die  wir  erhalten,  wei*^^^ 
wir  ^  um  //  drehen,  also  notwendig  durch  eine  feste  Axe,  w:^  ^^ 
wir  auch  unmittelbar  erkennen;   denn   die  Schnittlinie  |^ji — ^ ■ 
gehört  derselben  Regelschar  an,  welche  !|,i^|  =  5  beschreibt^  "^  * 
Durch  den  festen  Punkt,   in   welchem  l^iv]  von  b  getroffeC^  ^ 
wird,  geht  eine  und  nur  eine  Erzeugende  c  der  andern  Regelt 
schür   des  lly|>erboloids  j[^<*^;   die  Erzeugende  s  mufs  der  l&i^^ 
/eugenden   r   begegnen,   d.  h.  die  durch  s  und   den  Schnit^^ 
punkt   von     ^i^r     mit   b   gelegte  Ebene  mufs  durch  c  gehe 
Diese  dunh  s  und  den  Schnittpunkt  von    ^i^vl  mit  b  gelej 
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Ebene  ist  aber  identisch,  wie  wir  gesellen  haben ^  mit  der. 
Ebene  [sy]^  folglich  geht  die  variable  Ebene  [$x]  durch  den 
festen  Strahl  c,  d.  h.  durch  eine  feste  Erzeugende  c  des 
Hyperboloids  S^^^,  welche  zu  derselben  Regelschar  gehört 
wie  a^  und  b.  Wir  haben  daher  folgenden  ersten  Satz  ge- 
funden: 

Wenn  zwei  reziproke  Bündel  O  und  Oi  gegeben 
sind,  und  man  verändert  einen  Punkt  j:  ^^^  X)^  auf 
einer  Geraden  g,  so  entspricht  dem  Strahle: 

\Qj:\     =i  X  die  Ebene  li  und  dem  Strahle: 

iv^ird  die  Schnittlinie: 

mit  dem  Punkte  yi^^  durch  eine  Ebene  verbunden, 
so  läuft  diese  veränderliche  Ebene  beständig  durch 
eine  feste  Gerade  c. 

Die  Schnittlinie  \\^7i\  =  s  durchläuft,  wie  wir  gesehen 
liaben^  bei  dieser  Veränderung  eiue  llegelschar  eines  Hyper- 
boloids ^^^^j  welcher  die  drei  Strahlen  a^h  c  angehören,  wo 
tfi  und  }>  diejenigen  Strahlen  der  beiden  Bündel  O  0|  be- 
zeichnen,  welche  den  Ebenen  [05^]  =  «  und  [OtS']™/*! 
entsprechen.  Da  vermöge  der  reziproken  Beziehung  der 
{gegebenen  Bündel  der  Strahl  x  ein  ebenes  Strahlenbüschel 
in  der  Ebene  a  beschreibt,  welches  mit  dem  von  der  Ebene 
4|  >=  [^1^]  beschriebenen  Ebenenbüschel  projektivisch  sein 
muls^  und  wegen  der  Grundeigenschaft  des  Hyperboloids  auch 
die  Ebenen  \a^s\  und  \cs\  projektivische  Ebenenbüschel  be- 
schreiben, so  wird  auch  das  von  der  veränderlichen  Ebene 
£6^]  beschriebene  Ebenenbüschel  (mit  der  Axe  c)  projek- 
'tivisch  sein  mit  der  ursprünglichen  von  jc(Q])  auf  g  durch- 
laufenen Punktreihe. 

Wir  haben  nun  auf  dem  Hyperboloid  Jp^^)  drei  feste 
lElrzeugende  a^h  c  derselben  Kegelschar  und  eine  veränder- 
liche Erzeugende  s  der  andern  Kegelschar;  zu  den  drei 
Ebenen  [sa,]  [s&]  \sc\  legen  wir  durch  s  die  vierte  harmo- 
siische  der  letzteren  zugeordnete  Ebene  \\  diese  wird  das 
Syperboloid  aufser  in  s  in  einer  einzigen  bestimmten  Er- 
äugenden  g'  der  ersten  Kegelschar  schneiden,    und  es   ist 

32* 
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ersichtlich ,  dafs,  während  die  Erzeugende  s  die  ganxe  Begel- 
schar  durchlauft,  die  Erzeugende  g'  immer  dieselbe  bleiben 
mufs ;  denn  sei  s'  eine  zweite  Erzeugende  der  von  8  beschrie- 
benen Regelschar,  so  mufs  offenbar 

sein,  wegen  des  Hyperboloids,  und  da  das  erste  DoppefTerhiUius 
den  Wert  —  1  hat,  so  mufs  ihn  auch  das  zweite  Doppel- 
Verhältnis  haben^  d.  h.  die  zn  [s  «|]  [sb]  [sc]  der  letiteren 
zugeordnete  vierte  harmonische  Ebene  mofs  durch  g'  gehen. 
Wir  haben  demnach  folgenden  zweiten  Satz: 

Wenn  zwei  reziproke  BQndel  C  und  C,  gegeben 
sind,  und  man  einen  Punkt  r  =  Pi  auf  einer  festen 
Geraden  g  so  verändert,  dafs  den  Strahlen: 

Cr'=J*    und     |0|l),|=Sfi 

die  Ebenen: 

I,     und     fi 

entsprechen;  wenn  man  ferner  die  Schnittlinie: 

mit  dem  ursprünglichen  Punkte  x{pi)  durch  eine 
veränderliche  Ebene: 

im 

verbindet  und  zu  dieser  die  zugeordnete  vierte 
harmonische  Ebene  |  konstruiert,  während  S|q<i*' 
andere  Paar  zugeordneter  Ebenen  sind,  dann  «if^ 
bei  der  Bewegung  von  X\y^i^  die  Ebene  §  durch  ein^ 
feste  Gerade  g'  laufen  und  ein  EbenenbQschel  be* 
schreiben,  welches  mit  der  von  r(n,)  beschriebenen 
geraden  Punktreihe  projektivisch  ist. 

Die  letztere  Behauptung  folgt  unmittelbar  aus  d«* 
Vorigen,  weil  die  von  r^^/>  beschriebene  gerade  Punktreib« 
mit  dem  von  [sii^\  beschriebenen  Ebenenbüachel,  letftei«* 
mit  dem  von  [sx\  beschriebenen  EbenenbOaichei ,  und  (weil 
auch  g'  eine  Erzeugende  desselb»  Hyperboloids  ^^^  i^^ 
auch  mit  dem  von  $  =^  [(;'$|  beschriebenen  EbeneBbfiseh^ 
projektivisch  sein  mufs:  folglich  beschreiben  auch  die  to> 
einander  abhangigen  Elemente: 
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%    und     I 

zwei  projektivische  Gebilde. 

Zu  dieser  Projektivität  tritt  aber  noch  die  besondere 
Eigenschaft  der  in voluto rischeu  Lage  beider  Gebilde 
hinzu,  die  das  räumliche  Polarsystem  charakterisiert.  Wir 
überzeugen  uns  von  derselben  durch  folgende  Betrachtung: 

Ist  zu  dem  willkürlich  gewählten  Punkte  vi^i)  &uf  der 
festen  Geraden  g  durch  die  obige  Konstruktion  die  entspre- 
chende Ebene  |  gefunden,  und  begegnet  dieselbe  der  Geraden  g 
in  dem  doppelt  aufzufassenden  Punkte  f{Xi),  so  ist  zum  Nach- 
i^eise  der  involutorischen  Lage  zu  zeigen  ^  dafs  die  zu  dem 
Punkte  ))(t|)  durch  die  gleiche  Konstruktion  zu  ermittelnde 
JEbene  durch  den  anfänglichen  Punkt  ]c(9|)  gehen  mufs. 

Sind  demgemäfs  die  den  Strahlen: 

|Op|=p    und    |Oir,|-=r, 

entsprechenden  Ebenen: 

Tti     und     Q , 

«o  haben   wir  in  den  beiden  reziproken  Bündeln  O  D^  vier 
Paare  entsprechender  Elemente: 

X  und  Ij;     i^  und  ^, ;    p  und  jc^]     q  und  f\ 

'mnd  aufserdem: 

[xp]    «:  a    und    1 6|  «j  |  =  a^ 

\fjQ\    =b    und     [yirJ  =  /J,. 

Die  vier  Strahlen: 

1) ^    P    |ai?l     \^9\ 

in  der  Ebene  a  haben  daher  ein  Doppelrerhältnis ,  welches 
gleich  ist  dem  der  vier  entsprechenden  Ebenen  in  dem  Ebenen- 
büschel mit  der  Axe  a^: 

welche  sich  bekanntlich  auch  so  umstellen  lassen: 

2) Kr,]     [a,y,]    jr,     g,. 

Auf  der  Geraden  g  bestimmen  die  vier  Strahlen  1)  vier 
Punkte  und  die  Ebenen  2)  ebenfalls  vierPunkte^  zwischen  denen 
die  Gleichheit  der  Doppel  Verhältnisse  stattfinden  mufs^  oder, 
was  dasselbe  sagt;  diese  vier  Paare  von  Punkten  sind  entspre- 
chende ISltmeate  projektivischer  Punktreihen.    Es  fallen  aber, 
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wie  unmittelbar  ersichtlich  ist,  bei  diesen  beiden  projekti?i- 
Hchon  Punktreihen  die  Endpunkte  eines  Paares  entsprechender 
gleicher  Strecken  verkehrt  auf  einander,  nämlich  die  beiden 
ersten  Punktepaaro: 

T(t),)    und    ^)(r,); 

folglich  liegen  die  beiden  Punktreihen  involutorisch ,  d.  h. 
wir  haben  auf  g  drei  Punktepaare  einer  Involution: 

V  und  p;     {grj)  und  ((/«,);     (gg)  und  (^|i), 

und  aus  dieser  Involution  folgt  wieder  die  Projektivitat : 

{V  p  (gn)  (gii))   A   {»>  t  (g^i)  (gg)} ; 

das  links  stehende  dieser  beiden  Doppelverhältnisse  hat  aber 
der  Konstruktion  sufolge  den  Wert  —  1,  folglich  auch  das 
nK'htj^  stehende;  daher  geht  die  durch  die  Schnittlinie  der 
boidon  EIhmiou  :r^  q  zu  diesen  beiden  und  zu  der  durch  p{x^) 
gologteu  dritten  zugeonlnete  vierte  harmonische  Ebene  not- 
wendig durch  den  antanglichen  Punkt  x{^\\  w.  z.  b.  w. 

Hienluroh  ist  die  involutorische  Lage  der  von  den  beiden 
abimngigen  Elementen  v  und  |  auf  den  Trägem  g  und  g 
U^si'hrieUuien  iiebilde  nachgewiesen;  wir  können  also  dem 
vorhin  au^tgesprochenen  zweiten  Satz  den  folgenden  hinzu- 
fügen: 

l^io  von  den  abhängigen  Elementen  r  und  $, 
welche  die  obige  Konstruktion  lieferte,  beschrie- 
benen einfjiohon  Gebilde  sind  nicht  allein  projek- 
hvisch.  5iondorn  lieijen  auch  involutorisch. 

Wir   nennen  nun  die^  dunrh  die  anfangliche  Konslruk-  -- 
uon  eruuttehen  abhängigen  Elemente: 

T      vaid  I 

Pol     und     Polarebene 

eines   rAU*v/.:vht*a   Pv^*Är^vs:eais  :ind  hjiben  dadurch  die  ch^ 
r-AiiensT:sKhc  Eiiivr-ÄV*:"^  \:^>S5?«?lb^r.  i^ffuüden: 

Wcv.r,    V    uv.vi    5    P.^I    ::::,:    Polarebene    sind,    -r^^ 
uu; 's  \ow   teder.:  r,:rktt    r    ,:er   Ebene  £  die  Pol^  > 
cbetxe  J    ^lurv-h   ;    jC^hz-n:    i-*r.a   Teri>iihi«i   wir  r  und     ;•' 
.:urch  eiv.?*  ^^fr4«.fe:'  /.  >*.■  s:ri  -.  ur-.:  t   e£r  Ptinktepaar  ei^et 
t\;vA::v.\v*.::vr,  au!/.  jLsi:  TYr3*:i?c^.Sfcr;  jwi:  ;«ier  lotenden  y 
r:    Kjiur;'f    w:t\£  jusc    ivrci    iis  r]k::j:Llxiie  P^ianv^iein  eine 
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Punktinvolution  hervorgerufen^  \^ie  wir  gesehen  haben^  indem 
jedem  Punkte  j:  der  Geraden  g  derjenige  Punkt  r'  konjugiert 
ist,  in  welchem  die  Polarebene  ^  der  Geraden  g  begegnet. 
Wir  wissen  ferner,  dais^  wenn  j:  sich  auf  einer  Geraden  g 
bewegt,  S  sich  um  eine  feste  Gerade  g'  drehen  mufs;  g'  ist 
also  die  Axe  einer  Ebeneninvolution,  welche  mit  der  Punkt- 
involution auf  g  perspektivisch  liegt. 

Sei  g'  bestimmt  als  die  Schnittlinie  zweier  Polarebenen  a 
und  ß  fQr  die  Punkte  a  und  b  der  Geraden  g,  dann  ist  ersicht- 
lich, dafs,  wenn  a'  irgend  ein  Punkt  von  \aß\  =  g  ist,  die  Polar- 
ebene von  a'  durch  a  gehen  mufs,  weil  a'  in  a  liegt,  und  auch 
durch  b  gehen  mufs,  weil  cC  in  ß  liegt,  folglich  werden  die 
Polarebenen  sämtlicher  Punkte  x  der  Geraden  g  durch  die 
Gerade  g  gehen;  die  Geraden  f/  und  g  sind  also  vertauschbar 
und  dürfen  daher  die  Bezeichnung  konjugierte  Gerade 
erhalten;  jede  ist  gleichzeitig  der  Träger  einer 
Punktinvolution  und  die  Axe  einer  Ebeueninvo- 
lution,  und  zwar  liegt  die  Ebeneninvolution  der 
einen  Geraden  mit  der  Punktinvolution  der  kon- 
jugierten Geraden  perspektivisch. 

Nehmen  wir  einen  beliebigen  festen  Punkt  "^^^  im  Räume 
und  drehen  um  ihn  einen  veränderlichen  Strahl  x\  so  wird 
die  konjugierte  Gerade  x  beständig  in  der  festen  Polarebene 
jr  des  Punktes  ^  liegen  müssen;  der  Strahl  x  durchbohre 
dieselbe  im  Punkte  Xy  dann  bilden  j:  und  x  Pol  und  Polare 
eines  ebenen  Polarsystems  [jt],  wie  wir  sofort  erkennen;  denn, 
wenn  sich  %  auf  einer  Geraden  bewegt,  so  dreht  sich  x  um 
einen  festen  Punkt;  diese  beiden  konjugierten  Elemente  be- 
schreiben projektivische  Gebilde,  welche  involutorisch  liegen, 
und  hierdurch  ist  das  ebene  Polarsystem  vollständig  charak- 
terisiert. Verbinden  wir  gleichzeitig  )!^  mit  der  zu  x'  kon- 
jugierten Geraden  x  durch  eine  Ebene  S',  so  sind  x'  und  g' 
Polarstrahl  und  Polarebene  eines  Polar  bündeis  mit  dem  Mittel- 
punkte $;  dieses  Polarbündel  {')j^)  und  das  Polarsystem  [n] 
liegen  perspektivisch.     Also: 

Jede  Ebene  n  im  Räume  ist  der  Träger  eines 
ebenen  Polarsystems,  für  welches  konjugierte  Ele- 
mente sind:  ein  beliebiger  Punkt  x  derselben  und 
die  Durchschnittslinie  x  seiner  Polarebeue  ^  mit;r, 
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nämlich  Pol  und  Polare  fQr  dieses  ebene  PoUr- 
System.  Jeder  Punkt  $  im  Räume  ist  der  Mittel- 
punkt eines  bestimmten  Polarbündels,  ffir  welcbei 
konjugierte  Elemente  sind:  ein  beliebiger  Strahl 
X  und  die  Polarebene  %  des  Durchschniitspunkies 
von  X  mit  sr,  nämlich  Polarstrahl  und  Polarebeoe 
fQr  dieses  Polarbündel.  Sind  ^  und  x  Pol  ond 
Polarebene  des  räumlichen  Polarsyste^ns,  so  lie- 
gen die  ihnen  zugehörigen  Gebilde:  das  Polarbfin- 
del  (^)  und  das  ebene  Polarsystem  [x]  perspek- 
tivisch. 

Nimmt  man  in  einer  beliebigen  Ebene  \  des  Raomei 
zwei  Gerade  g  und  h  an,  die  sich  in  einem  Punkte  %  treffen, 
so  müssen  die  konjugierten  Geraden  g  und  1%  in  der  Polir- 
ebene  %  des  Punktes  ^  liegen,  folglich  in  einem  Punkte  \ 
sich  treffen,  dessen  Polarebene  |  ist.  Wir  erhalten  dadorck 
zu  jeder  Ebene  \  des  Raumes  einen  Punkt  \  zugeordnet» 
nämlich  denjenigen  Punkt  (Pol  der  Ebene  (),  dessen  Poltf- 
ebene  nach  der  ursprünglichen  Konstruktion  |  ist. 

Wenn  die  Ebene  %  sich  um  einen  beliebigen  Stnhl  f 
dreht,  so  bewegt  sich  ihr  Pol  y,  auf  der  konjugierten  Ge- 
raden g\  das  Ebenenbüschel  [(]  und  die  Punktreihe  (jc)  ^ 
projektivisch  und  liegen  involutorisch  u.  s.  w. 

Wir  haben  dadurch  alle  in  doppelter  Weise  autlretenden 
Beziehungen  des  räumlichen  Polarsystems  aus  der  anfiuig» 
gegebenen  Konstruktion  heraus  nachgewiesen  und  dieselben 
Resultate  wie  in  §  19  wiedergefunden.  Es  bleibt  jetoi 
nur  noch  übrig,  indem  wir  die  besonderen  incidenten 
Elemente  des  räumlichen  Polarsystems  aufsuchen,  zu  zeigen, 
dals  die  Kernfläche  desselben  mit  dem  Erzeugnis  ¥^  der 
beiden  gegebenen  reziproken  Bündel  C  und  C|  identisch  iit 

Nehmen  wir  insbesondere  an,  es  sei  x  ein  solcher  Punkt 
im  räumlichen  Polarsystem,  welcher  in  seiner  Polarebene  { 
liege,  so  könnte  er  entweder  in  der  Schnittlinie  ^asidf. 
durch  welche  \  geht,  oder  nicht  in  dieser  Schnittlinie  liegen* 
Im  letzteren  Falle  mülston  aber  von  den  vier  harmonischen 
Ebenen,  welche  durch  s  gehen,  zwei  zugeordnete  koinzidiereOf 
folglich  mül'ste  notwendig  auch  eine  der  beiden  übrigen  \\ 
oder   )}    in   die    beiden   zusanimfufalleuden    hineinfallen;  ^ 
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möfste  also  %  entweder  der  Schnittpunkt  von  x  und  ^j  oder 
der  Schnittpunkt  von  y^  und  tj,  auf  alle  Fälle  ein  Punkt  des 
Erzeugnisses  der  beiden  reziproken  Bündel  sein.  Wir  wissen 
aber  aus  der  Konstruktion  zweier  reziproken  Bündel,  dafs 
wenn  x  ^^^  Schnittpunkt  von  x  und  ^^  ist,  er  auch  gleich- 
zeitig der  Schnittpunkt  von  y^  und  17  sein  mufs,  also  in  der 
Schnittlinie  ||,i}|a=s  liegt.  Der  vorhin  angenommene  Fall 
ist  also  nicht  zutreffend,  sondern  sobald  jc  in  seiner  Polar- 
ebene  I  liegt,  mufs  es  gleichzeitig  in  |,  und  i^^,  d.  h.  in 
Sas  \iifj\  liegen;  also  immer  ein  Punkt  des  Erzeugnisses  der 
beiden  reziproken  Bündel  D  und  d  sein^  d.  h.  der  Fläche 
F^v  angehören. 

Allein   in  diesem  besonderen  Falle,  wenn  r  in  s   Hegt, 

wird  die  Konstruktion  der  Polarebene  ^  zunächst  unbestimmt, 

und    wir    haben    zu    ermitteln,    welche   besondere   Lage   sie 

dann  annimmt;  wir  wissen  nur,  dafs  sie  durch  die  Schnitt- 

iinie: 


S^ht,   welche,  wie  wir  früher  erkannt  haben  (S.  454),  eine 
l^angente  der  F^*^  ist.    Wir  können  aber  die  gesuchte  Polar- 
^bene   leicht  dadurch  ermitteln,   dafs   wir  zur  Geraden  s  die 
.IcoDJngierte  Gerade  5,  des  Polarsystems  konstruieren;  da  näm- 
lich  8  den  Punkt  x  enthält  und  gleichzeitig  in  der  Polar- 
^bene  |  desselben  liegt,  so  wird  5j,   die  konjugierte  Gerade, 
in  S  liegen  müssen  und  zugleich  durch  x  gehen.     Ist  also  s^ 
konstruiert   (etwa   dadurch,   dafs    wir   von    einer   beliebigen 
Ladern  durch  8  gelegten  Ebene  den  Pol  bestimmen  und  den- 
selben mit):  verbinden),  so  wird  die  Ebene  [ss,]  die  gesuchte 
Polarebene  S  sein.     Bezeichnen   wir  unter  Abänderung    der 
Viisherigen  Bezeichnung  ein  solches  besonderes  Paar  von  Pol 
^tind  Polarebene  x  un<l  S;  ^^^  incident  sind,  durch 

t    und     r. 


ist  es    leicht   zu    sehen,   dafs  nicht   nur  t  ein  Punkt  der 
F^^\  sondern  auch   r  die  Berührungsebene   in  dem- 
selben sein  mufs.    Denn,  da  die  konjugierten  Strahlen  s  und 
^iy   welche  sich  in  t  treffen   und  zugleich    in    der   Ebene  r 
liegen,  die  Eigenschaft  besitzen,  dafs  die  Polarebenen  von  den 
Punkten    der   Geraden   s   durch   die   konjugierte    Gerade  ^| 
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laufen  uud  umgekehrt,  so  müsseu  die  beiden  Punktinvolutionen 
auf  s  uud  5,  parabolischer  Natur  sein  (Th.  d.  K.  S.  51),  d.  h. 
ihre  Doppelelemente  zusammenfallend  haben  in  dem  Paukte 
t,  oder,  was  dasselbe  sagt,  es  kann  auf  den  Geraden  8  und  s^ 
kein  weiterer  Punkt  als  t  vorkommen,  dessen  Polarebene 
durch  ihn  selbst  geht.  Ein  Gleiches  gilt  für  ein  beliebiges 
anderes  Paar  konjugierter  Strahlen  der  Art,  wie  s  und  s,. 
Ziehen  wir  durch  t  in  der  Ebene  r  einen  beliebigen  anders 
Strahl  s\  so  mufs  auch  sein  konjugierter  Strahl  $[  in  r 
liegen  und  durch  t  gehen,  und  wir  erhalten  auf  diese  Art 
unendlich-viele  Strahlenpaare  s  Sj ,  die  eine  Strahleninyolotioi 
bilden,  wie  aus  der  Natur  des  Polarsystems  folgt.  Dieie 
Strahleninvolution  ist  entweder  hyperbolisch  oder  elliptisch; 
im  ersten  Falle  giebt  es  zwei  Doppelstrahlen,  d.  h.  zusammeD- 
fallende  konjugierte  Strahlen ,  die  offenbar  ganz  der  F<"  an- 
gehören, weil  alle  ihre  Punkte  mit  den  zugehörigen  Polir- 
ebenen  incident  sind;  im  zweiten  Falle  giebt  es  aufser  dem 
Punkte  t  keinen  weiteren  Punkt  in  der  Ebene  t.  Hierin« 
sehen  wir  (S.  482),  dafs  r  die  Berührungsebene  der 
Fläche  JP^^^  im  Punkte  t  ist,  und  haben  demgemäfs  folgendes 
Resultat: 

Wenn  in  dem  oben  konstruierten  räumlichen 
Polarsysteni  ein  Punkt  t  in  seiner  Polarebene  t 
liegt,  so  ist  t  ein  dem  Erzeugnisse  der  gegebenen 
reziproken  Bündel,  d.  h.  der  Fläche  F<^^  angehö- 
riger  Punkt,  und  r  die  Berührungsebone  der  P' 
in  diesem  Punkte.  Die  Doppelpunkte  sämtlicher 
in  dem  Polarsystem  auftretenden  Punktinvolu- 
tionen liegen  auf  i'^^-);  die  Doppelebenen  sämt- 
licher im  Polarsystem  auftretenden  Ebeneninvo- 
lutionen  berühren  F^^\  Wenn  sich  irgend  iwei 
konjugierte  Gerade  i»  s^  des  räumlichen  PoUr- 
Systems  im  Räume  begegnen,  so  ist  ihr  Treff- 
punkt ein  Punkt  der  2^''%  und  die  durch  sie  gehende 
Ebene  die  Berührungsebene  der  F^*^  in  dieie» 
Punkte.  Wenn  zwei  konjugierte  Gerade  zusammen- 
fallen, so  gehören  alle  ihre  Punkte  der  F*«>  an,  und 
alle  Ebenen  durch  dieselbe  sind  Berührungsebe- 
nen;  die  i^'w  ist  dann  ein  einfaches  Hyperboloid. 
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Hinsichtlich  der  weiteren  Untersuchung  des  räumlichen 
Polarsystems  können  wir  jetzt  auf  die  §§2l — 24  verweisen,  wo 
die  allgemeinsten  Eigenschaften  desselben  bereits  ermittelt  sind. 

§  57.    Einteilung  der  Flächen  2.  O. 

Für  die  Einteilung  der  Flächen  2.  0.  werden  zwei  ver- 
schiedene Einteilungsprinzipien  gebraucht,  nämlich  einmal 
nach  der  Beschaffenheit  der  Berührungsebenen  (S.  479  u.  481), 
die  bei  einer  Fläche  jF<*^>  immer  denselben  Charakter  haben, 
d.  h.  entweder  sämtlich  hyperbolisch  oder  sämtlich  parabolisch 
oder  endlich  sämtlich  elliptisch  sind ;  innerhalb  jeder  dieser 
drei  Hauptklassen  tritt  dann  aber  das  Verhalten  der  unend- 
lich-entfernten Elemente  der  F^^^  als  zweites  Einteilungs- 
prinzip hinzu. 

I.    Eine  Fläche  2.  0.,  deren  Berührungsebenen  sämtlich 
hyperbolisch  sind,  oder  welche  in  jeder  ihrer  Berührungs- 
ebenen ein   reelles  Linienpaar  enthält,    heifst   eine    gerad- 
linige Fläche  2.  0.  oder  ein   einfaches   Hyperboloid 
(§  14)^    sie    enthält  unendlich -viele   gerade  Linien,   welche 
sich    in    zwei    Regeischaaren    {l^  und  g^^)   ordnen,    von 
denen   jede  Gerade    der   einen  Regelschar  jede    der   andern 
trifft,   aber  keine  zwei  derselben  Regelschar  sich  begegnen; 
die    unendlich- entfernte  Ebene   e^  schneidet  dieselbe  immer 

OD 

in  einem  reellen  Kegelschnitt  a^^\  welcher  von  dem  Mittel- 
punkte 'üJi,  dem  Pol  der  s^,  durch  einen  Kegel  2.  0,  den 
Asymptotenkegel  (§  15)  projiziert  *  wird.  Die  drei  Haupt- 
ebenen des  Asymptotenkegels  TO**^  sind  die  drei  Hauptebenen 
des  Hyperboloids  und,  wie  jene  den  Asymptotenkegel  in  zwei 
reellen  und  einem  imaginären  Linienpaar  schneiden,  so  ent- 
lialten  sie  als  die  drei  Hauptschnitte  des  Hyperboloids  zwei 
Hyperbeln  und  eine  Ellipse  (S.  104): 

C  C   e?c'. 

Snthält  insbesondere  die  Ebene  f_  selbst  ihren  Pol  ^l,  so 
degeneriert  das  Hyperboloid  in  ein  hyperbolisches  Ptira- 
boloid  (§  29).  Die  Ebene  b^  ist  selbst  eine  Berührungs- 
ebene, der  Kegelschnitt  fj^^  zerfällt  in  ein  reelles  Linienpaar 
(r*  und  g'^).  Von  den  drei  Hauptebenen  wird  eine  £^,  die 
\>eiden  andern  enthalten  zwei  Parabeln: 
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5p«.      und     '^JW., 

deren  Ebenen  sich  in  der  c-Axe,  die  im  Eodlichen  liegt, 
schneiden ,  während  a*  und  6*  in  f^  die  Winkel  des  Linieo- 
paares  V  g^  halbieren.  Für  jede  der  beiden  Parabebi  i>l 
die  c-Axe  Hauptaxe^  und  ihre  Öffnungen  sind  nach  ent- 
gegengesetzten Seiten  gerichtet. 

IL  Eine  Fläche  2.  0.,  deren  Berührungsebenen  samt- 
lich parabolisch  sind,  oder  welche  in  jeder  ihrer  Beruh- 
ruugsebenen  ein  zusammenfallendes  Linieupaar  enthäli|  d.  b. 
nur  eine  gerade  Linie,  heifst  ein  Kegel  2.  O.  Sie  ist  ebea- 
falls  eine  geradlinige  Fläche,  enthält  aber  nur  eine  einbcbe 
Schar  von  unendlich  vielen  geraden  Linien,  welche  samtlich 
durch  einen  festen  Punkt  ^i  (Spitze)  laufen;  durch  denselbeo 
laufen  auch  sämtliche  Berührungsebenen  des  Kegels.  DieNr 
Punkt  5J{  ist  der  Pol  der  Ebene  f,  oder  der  Mittelpooki  dei 
Kegels,  der  hier  auf  der  Fläche  selbst  liegt  Die  unendlidi- 
entfernte  Ebene  b^  schneidet  den  Kegel  immer  in  einem 
reellen  Kegelschnitt  b^^.  Von  den  drei  Hauptebenen  dei 
Kegels  schneiden  zwei  denselben  in  reellen  Linienpaaren,  die 
dritte  in  einem  imaginären  Linienpaare  (S.  48). 

Das  räumliche  Polarsystem,  dessen  Kemfläche  der  Kegel 
11{<>)  ist,  nimmt  einen  besonderen  (parabolischen)  Chartkter 
an.  Für  jede  beliebige  Ebene,  die  nicht  durch  "SR  selbit 
geht,  ist  der  Pol  immer  ein  und  derselbe  feste  Punkt  % 
Für  jede  Ebene  aber,  die  durch  2JJ  geht,  wird  der  Pol  un- 
bestimmt und  kann  beliebig  auf  der  Geraden  angenomiMB 
werden,  welche  der  Polarstrahl  der  Ebene  in  Bezug  auf  den 
Kegel  ist;  das  räumliche  Polarsystem  löst  sich  also  in  dtf 
einfachere  (Jebilde  des  Polarbündels  auf  (§  7),  ebeoio 
wie  in  der  Ebene  ein  Polarsystem,  dessen  Kemkegelschnitt 
ein  Linienpaar  ist,  sich  in  eine  Strahleninvolution  aoflM- 
Die  Ebene  e^  hat  also  hier,  wenn  sie  nicht  selbst  durch  Sü 
geht,  keinen  besonderen  Vorzug  vor  jeder  anderen  Ebeae 
des  Raumes.  Liegt  aber  iusbesondere  der  Punkt  ^JK  seihit 
in  der  Ebene  «,,  dann  degeneriert  der  Kegel  in  einen  Cj- 
1  in  der.  Der  Mittelpunkt  als  Pol  der  unendlich -entfaniiii 
Ebene  b^  wird  unbestimmt  oder  vielmehr  auf  eine  gewise 
Gerade  (Cylinderaxe)  beschränkt,  den  Polarstrahl  der  Ebeie 
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Diese  selbst  ist  nicht  mehr  als  Bedibrungs ebene  anzii- 
Kehen,  obwohl  sie  in  einem  Liaienpaare,  dem  zcrrallenden 
Kegelschnitt  t'l',  schneidet;  dieses  Liitienpaar  ttelbst  kann  ein 
reelles,  xusanimen  fallen  des  oder  imaginäres  sein,  nnd  der  (Zy- 
linder winl  demgemSrs  ein  hyperbolischer,  paraboli- 
scher oder  elliptischer  sein. 

Bei  Kegel  und  Cylinder  sind  es  nicht  die  Bertihrmigs- 
eb^nen  allein,  welche  die  F'*^  in  Linienpaaren  schneiden, 
sondern  alle  Kbeneu  ftines  BQudels,  welche  durch  einen  aingu- 
lären  Punkt  (IK  oder  W„)  der  Fläche  gehen.  Der  Cylinder 
kauu  noch  weiter  zerfallen  in  zwei  Ebenen  (spezieller  Kall 
des  hyperbolischen  Cylinders),  oder  in  eine  Doppelebene 
(sjM^zieller  Füll  iles  parabolischen  Cylinders).  In  diesen  Fällen 
schneiden  sämtliche  Ebenen  des  Uanues  die  F'*'  in  reellen 
oder  zusammenfallenden  Linienpaaren.  Dies  tritt  ein.  sobald 
es  aiifspr  den  durch  ^i  gehenden  Ebenen  noch  irgend  eine 
andere  Ebene  im  Uaume  giebt,  welche  F'^'  in  einem  Linien- 
paare sehneidet. 

in.  Eine  Fläche  2.  O.,  deren  Berühningsebenen  aämt- 
licb  elliptisch  sind,  enthält  keine  geraden  Linien;  vielmehr 
schneiden  die  BerUhrungsebenen  in  imaginären  Linienpaaren 
mit  reellem  Doppelpunkt  (Berührungspunkt)  die  /"'",  und 
die  elliptischen  Strahleninvolntioneu,  welche  die  imaginären 
Linienpaare  vertreten ,  sind  von  uns  reell  konstruiert  worden. 
(8.  Ö06.) 

Die  uDendlicfa-entlerute  Ebene  i,  kann  die  elliptische 
Flüche  F*'"  in  einem  reellen  Kegelschnitt  *'*'  oder  in  einem 
zerfallenden  Kegelschnitt,  der  aber  notwendig  ein  imaginäres 
Liuienpaar  .sein  mul's,  oder  in  einem  imaginären  Kegelschnitt 
schneiden,  welcher  durch  ein  reelles  (elliptisches)  ebenes 
Pularsystem  vertreten  wird.  Wir  erhalten  also  in  dieser 
Klasse  von  Flächen   drei  wesentlich  verschiedene  Gattungen; 

1)  Die  unendlich -entfernte  Ebene  f^  schneidet  die  Fläche 
>''*'  iu  einem  reellen  Kegelschnitt  i'^K  Der  Pol  »Df  dersellten, 
welcher  der  Mittelpunkt  der  Fläche  genannt  wird,  kann 
nicht  in  *_  selbst  liegen ,  denn  sonst  milfste  der  Kegelschnitt  i'l' 
iu  «in  imaginäres  Linienpaar  zerfallen,  was  erst  im  zweiten 
Falle  stattfindet.     Der  Mittelpunkt   der  Fläche    liegt   ahto  im 

L£r  ist  der  Mittelpunkt  eines  Polarbündels  hyper- 
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bolischen  Charakters  oder  eines  Kegels  (Asymptotenkegek), 
welcher  mit  dem   Kegelschnitt  £j^)  perspektivisch  liegt,  wie 
aus  der  Natur  des  räumlichen  Polarsystems  bekannt  ist.  Der 
Asymptotenkegel    'JDi^'>  hat    drei    zu    einander   rechtwinklige 
Ilaijptebeneii  ^   welche  zugleich   die  Hauptebenen   der  Fliehe 
F^^  sind.     Zwei   derselben  schneiden  den    Asymptotenkegel 
in    reellen    Linienpaaren ,    die    dritte    in    einem    imaginären 
Liuienpaare;  von  den  drei  Kegelschnitten  in  den  Ilauptebenen 
müssen  also  zwei  Hyperbeln  sein,  der  dritte  konnte  entweder 
eine  Ellipse  oder  ein  imaginärer  Kegelschnitt  sein ;  der  entoe 
Fall;  welcher  beim  einfachen  Hyperboloid  auftritt,  kann  hief 
nicht  eintreten ;  denn  nehmen  wir  einen  beliebigen  Punkt  t 
unserer  Flache    und  seine   BerOhrungsebene  t   ^Poiarebene), 
welche  die  F^-^  in  einem  imaginären  Linienpaare  schneiden 
muls,  so  wird  die  Schnittlinie  von  t  und  s^  der  Träger  einer 
elliptischen  Punktinvolution  sein  müssen;  wird  diese  mit  W 
durch  eine  Ebene  e  verbunden   (oder  durch  IV  eine  Parallel- 
ebene  zu   r  gelegt^    so   winl  i   auch  den   Asymptotenkegel 
IK*^  in  einem  imaginären  Linienpaare  schneiden  müssen,  oder 
was  dasselbe  sagt,   in  den   äufseren   Kaum   des  Asjmptuten- 
kegels  hineinfallen;   in  dem   PolarbQudel  ^JDi   wird   aliü  der 
Polurstrahl  zur  Ebene  €  notwendig  in  den  inneren  Baum  dtf 
Asymptotenkegels   hineinfallen;   dieser  Polarstralil ,  der  kon- 
jugierte Strahl   zu     t  e^    geht   aber  notwendig  durch  t,  den 
BerQhrungspulikt,  also  alle  Punkte  i  u nser er /'«*»  liegen 
in  dem  inneren  Uaume  des  Asymptoten  kegeis 'IK^'- 
Dasselbe    Käsi^nnoiueut    zeigt,    dal's    beim    einfachen    Uvper 
boloid  ^bei  dem  jtnlt*  Beruh rungsobene  in  einem  reellen  Linien- 
paare    schneidet»    alle    Punkte    ilt*sselbeu    in    dem    äuiWRtt 
Kegelrauüie   des    A>\mptotenkegel8    IK*-*    liegen.      Während 
also  U'i  diesem  die  Punkte  aul'stThalb  des  Asymptotenkegeh 
ein   zusammenhängendes  Fiäohengebiet  erfüllen,    werden  bei 
unserer  Fläche  in  dem  inneren  Baume  des  Asyniptotenkegeb 
/.wei    getrennte   Flächeugebiete   v^'halen)   von    den    Punktes 
der  I'^-'  erfüllt  wenleii.  die  im  ruendiicheu  durch  den  Ke|5«l- 
schnitt    **;*    zusammenhängen.      Wir    nennen    daher    uutffv 
Fläche  ein    zw  eise  haiiges   Hyperboloid.     Von  den  drei 
Hauptaxen.    den    ^>chnittiiuien    der    drei     Hauptebenen   dö 
Asymptotenkegels ,  muls  daher  die  eine  in  den  inneren  Kegnl- 
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räum  hineinfallen  und  das  Hyperboloid  iu  zwei  reellen  Punkten 
schneiden;  die  beiden  andern  fallen  in  den  ilufseren  Kegel- 
raom  und  sind  daher  die  Träger  elliptischer  Punktinvolutionen 
in  dem  räumlichen  Polarsystero^  dessen  Kernfiäche  das  zwei- 
schalige  Hyperboloid  ist.  Die  drei  Kegelschnitte  in  den 
Haupiebenen  oder  die  drei  Hauptschnitte  des  zweischaligen 
Hyperboloids  sind  also: 

zwei  Hyperbeln  und  ein  imaginärer  Kegelschnitt  (vertreten 
durch  ein  elliptisches  ebenes  Polarsystem);  der  Unterschied 
zwischen  dem  zweischaligen  und  dem  einschaligen  Hyper- 
boloid  hinsichtlich  der  Hauptaxen  läfst  sich  also  so  aus- 
sprechen,  dafs  bei  ersterem  die  a-Axe  reell,  die  b-Axe  und 
^'Axe  imaginär,  bei  letzterem  die  a-Axe  imaginär,  die  b-Axe 
and  r-Axe  reell  sind. 

Ein  einschaliges  und  ein  zweischaliges  Hyperboloid,  welche 
denselben  Asymptotenkegel  haben,   stehen  in  ähnlichem  Zu- 
sammenhange mit  einander,  wie  zwei  konjugierte  Hyperbeln  mit 
denselben    beiden    Asymptoten.      Durch    diejenige   Hauptaxe 
(o-Axe)  des  Asymptotenkegels,  welche  in  den  inneren  Kegel- 
ranm  hineinfällt,  gehen  nämlich  zwei  zu  einander  rechtwinklige 
Ebenen  (die  [a 6] -Ebene  und  die  [ar] -Ebene);  jede  dieser  bei- 
den Hauptebenen  schneidet  den  Asymptotenkegel  in  einem  reel- 
len Linienpaar;  für  das  eine  derselben  als  Asymptoten  kon- 
struieren wir  zwei  konjugierte  Hyperbeln,  deren  eine  also  die 
reelle  a-Axe  und  die  imaginäre  b-Axe,   die  andere  die  reelle 
^Axe  und  die  imaginäre  a-Axe  hat;  für  das  andere  Linienpaar 
(in  der[a(;]-Ebene)  als  Asymptoten  konstruieren  wir  uns  eben- 
falls zwei  konjugierte  Hyperbeln,  deren  eine  die  reelle  a-Axe 
Qnd  die  imaginäre  r-Axe,  die  andere  die  reelle  r-Axe  und  die 
imaginäre  a-Axe  hat.    Dann  bestimmen  die  beiden  Hyperbeln 
Hiit  der  reellen  a-Axe  das  zweischalige ,  die  beiden  Hyper- 
beln mit  der  imaginären  a-Axe  das  einschalige  Hyperboloid, 
die    in  einem  ganz   ähnlichen  Zusammenhange  mit  einander 
%tehen,  wie  zwei  konjugierte  Hyperbeln  mit  denselben  Asym- 
ptoten   in    der    Ebene    (denn    nach   §  21    ist  das  räumliche 
f^olarsystem   bestimmt  durch    zwei    konjugierte    Ebenen    mit 
^n  ihnen  zugehörigen  ebenen  Polarsystemen).     Solche  zwei 
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Hyperboloide  können   als  ^^konjugierte  Hyperboloide" 
bezeichnet  werden. 

Wir  können,  um  den  Gang  der  Untersuchung  nicht  n 
unterbrechen,  hier  nicht  näher  eingehen  auf  den  ZosamiDeii- 
haug  zweier  solchen  Hyperboloide,  worauf  wir  später  sorfiek- 
kommen,  und  bemerken  nur  noch,  dafs  bei  dem  xwei- 
schaligen  Hyperboloid  jede  Berührungsebene  t  ii 
einem  Punkte  t  den  Asymptotenkegel  3R^  in  einer 
Ellipse  schneiden  muTs,  deren  Mittelpunkt  t  ist: 
denn,  da  "St  und  b'^^  t  und  t  Pole  und  PoUrebenen  (ki 
räumlichen  Polar  Systems  sind,  so  ist  l^tj'-xf  der  koBii> 
gierte  Strahl  zu  \s'^T\  =  d^.  Das  Polarbandel,  weichet  im 
Punkte  ü}t  im  räumlichen  Polarsystem  zugehurt,  i^  iber 
identisch  mit  demjenigen,  dessen  Kernfläche  der  Asymptota- 
kegel  ist;  für  dieses  sind  d  und  [^J){(27]  Polarstrahl  und  Polir« 
ebene,  folglieh  schneidet  der  Asymptotenkegel  die  Ebene  f, 
welche  durch  J^  geht,  in  einem  Kegelschnitt,  fttr  wdcheB  t 
und  (27  Pol  und  Polare  sind,  also  t  der  Mittelpunkt  ist  Dsft 
dieser  Kegelschnitt  Ellipse  sein  mufs,  folgt  daraus,  iib 
d^  der  Träger  einer  elliptischen  Punktinvolution  im  riuB- 
lichen  Poiarsystem  ist.  Weitere  Eigenschaften,  die  deDW 
der  ebenen  Hyperbel  durchaus  aualog  sind,  werden  wir  spüer 
kennen  lernen.     (S.  529.) 

2)  Die  uuendlicli-entfemte  Ebene  i^  schneidet  die  F^ 
in  einem  zerfallenden  Kegelschnitt  £<J^>,  welcher  aus  einca 
imaginären  Liuienpaar  besteht,  von  dem  nur  der  redle  Doppel- 
punkt '^"^  in  der  Ebene  b^  liegt.  In  diesem  Falle  mutii  'ie 
unendlich  -  entfernte  Ebene  f^  selbst  eine  Berahrungsebcie 
F^'^^  sein,  weil  sie  dieselbe  in  einem  imaginären  Linienpasr 
schneidet,  und  ^|i*  ist  ihr  Berührungspunkt.  Diese  übaUkfce 
heifst  ein  Paraboloid ,  weil  die  unendlich-entfernte  Ebese  i« 
eine  Berührungsebene  derselben  ist,  und  zwar  ein  ellip- 
tisirhes  Paraboloid,  weil  diese  Berührungsebene,  sbo 
auch  sämtliche  übrigen  ellipti.scher  Art  sind,  während  fllr  *• 
hyperbolische  Paraboloid  (§  29),  welches  ebenfalls  «.  « 
Berührungsebene  hat,  sämtliche  Berühr ungsebenen  hyp«^ 
bolischer  Art  sind. 

Da  das  elliptische  Paraboloid  überhaupt  nur  den  e»" 
zigeu  reellen  unendlich-entfernten  Punkt  ^J?*  hai|  so  werdes 
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lämtliche  ebenen  Schnitte  durch  dasselbe  Ellipsen 
»ein,  mit  Ausnahme  derjenigen,  welche  durch  ^s* 
^ehen;  diese  werden  Parabeln  sein,  weil  e^  Be- 
'fihrungsebene  ist,  und  Hyperbeln  lassen  sich  nie- 
nals  aus  dem  elliptischen  Paraboloid  schneiden, 
ebensowenig,  wie  sich  Ellipsen  aus  dem  hyper- 
jolischen  Paraboloid  schneiden  lassen. 

Durch  den  Punkt  ^|>*  ist  eine  bestimmte  Richtung  im 
äaome  gegeben  und  durch  diese  eine  einzige  bestimmte  Stel- 
ung,  welche  rechtwinklig  zu  ihr  ist,  d.  h.  wenn  wir  beliebig 
fiele  parallele  Strahlen  nach  ^|>^  ziehen  und  zu  ihnen  recht- 
winklige Ebenen  stellen,  so  laufen  dieselben  sämtlich  durch 
»ine  feste  Gerade  c*  der  unendlich-entfernt'en  Ebene.  Durch 
Jiese  feste  Gerade  ^7  S^^^  ^^^  ^'^^  reelle  Berührungsebene 
c^  des  elliptischen  Paraboloids,  folglich  notwendig  noch  eine 
'.weite  reelle  Berührungsebene  r^^,  die  in  einem  endHcheu 
Punkte  <B  das  elliptische  Paraboloid  berührt.  Dieser  aus- 
gezeichnete Punkt  (S  heifst  der  Scheitel  des  Paraboloids  und 
teine  Berührungsebene  r  die  Berührungsebene  im  Scheitel. 
)ie  Verbindungslinie  |®^4>*|  =c  ist  die  konjugierte  Gerade 
;u  c7  im  räumlichen  Polarsystem,  dessen  Kemfläclie  das 
elliptische  Paraboloid  ist.  Die  Gerade  c  heifst  die  Axe  des 
elliptischen  Paraboloids.  Zu  ihr  treten  als  die  beiden  andern 
iauptaxen  des  Paraboloids  a*  und  6*,  welche  in  e^  liegen, 
lie  Axen  der  elliptischen  Strahleninvolution,  welche  das  ima- 
^näre  Linienpaar  in  s^  vertritt.  ^^*  ist  als  der  Mittelpunkt 
les  elliptischen  Paraboloids  aufzufassen,  in  welchem  sich  die 
Irei  Hauptaxen  a"*  V^  c  schneiden.  Da  die  elliptische  Strahlen- 
involution in  €^f  deren  Mittelpunkt  ^'*  ist,  und  die  mit  der 
elliptischen  Punktinvolution,  welche  c^  zugehört,  perspek- 
tivisch liegt,  als  durch  die  Fläche  F^^^  gegeben  zu  betrachten 
ist,  so  sind  auch  ihre  zu  einander  rechtwinkligen  Axen  a"^ 
und  V^  bekannt;  von  den  drei  Ilauptebenen  des  Paraboloids 
ist  eine  £^,  die  beiden  andern  die  Ebenen  [ca*]  und  [cft*J, 
welche  in  zwei  Parabeln: 

^  elliptische  Paraboloid  schneiden.     Diese  beiden  Haupt- 
ichnitte,  welche  sich  in  der  c- Axe  |^^^i*|  schneiden,  haben 
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gleichzeitig  c  zu  Parabelaxen;  aber  die  Öffnungen  beider 
Parabeln  liegen  nach  derselben  Richtnng  hin, 
während  sie  beim  hyperbolischen  Paraboloid  nach 
entgegengesetzten  Richtungen  lagen.  Dies  ist  eis 
charakteristischer  Unterschied  beider  Paraboioide. 

In  der  That,  denken  wir  uns  durch  die  Gerade  r^,  in 
welcher  die  BerQhruugsebene  r  im  Scheitel  die  Ebene  f. 
schneidet,  ein  Parallelebenenbüschel  gelegt,  so  mufs  jede 
Ebene  desselben  das  elliptische  Paraboloid  entweder  in  einer 
reellen  Ellipse  oder  in  einem  imaginären  Kegelschnitt  schnei- 
den, und  der  Durchschnittspuiikt  mit  der  c-Axe  ist  Mittel- 
puukty  die  Schnittlinien  mit  den  Ebenen  [r«*]  und  [ffc*]and 
die  Hauptaxen  fQr  den  Durchschnittskegelschnitt.  Schneidet 
daher   eine  solche  durch  r*  gelegte  Ebene  die  eine  Par»W 

'^^^^  in  reellen   Punkten ,   so  mufs  sie  auch   die  anda«  P^ 


ca* 


rabel  r)?*'      in  reellen   Punkten  schneiden,  weil  eine  Ellipie 


cb 


immer  zwei  reelle  Hauptaxen  hat;  im  andern  Falle  wird one 

solche  Ebene  keine  der  beiden  Parabeln  ^p^^J.  und  ^^f^  treflen 

können.  L>ie  Parabeln  haben  daher  ihre  Oflhnngen  nadi 
derselben  Richtung  der  r-Axe  hin.  Daraos  folgt,  dab  die 
Berührungsebene  r  im  Scheitel  des  elliptischen  Paraboloidi 
den  ganzen  unendlichen  Raum  in  zwei  Halbraume  teilt  T<m 
denen  der  eine  alle  Punkte  des  Paraboloids  enthält,  der 
andere  keinen  Punkt  desselben.  In  gleicher  Weise  erkennen 
wir,  dafs  tur  das  hy|>erbolische  Paraboloid  die  Pkrabeln  in 
d^  beiden  Hauptebeuen,  die  sich  in  der  r-Axe  schneiden, 
ihre  Öffnungen  nach  entgegengesetzten  Seiten  gerichtet  hibei. 
Wir  können  auch  hier,  ähnlich  wie  bei  den  Hfper- 
boloiden.  ein  elliptisches  und  ein  hyperbolisches  Parabok»' 
in  die  Lage  zu  einander  versetzen,  dats  ihre  Hauptebenen 
zusammenfallen,  sowie  ihre  Scheitel,  aber  in  einer  der  beides 
Hauptel»enen  die  Paralteln  identisch  sind,  während  aie  in  der 
andern  zwar  dieselben  Axen  haben  und  gleich  sind,  üuv 
(.>ffuungen  aber  nach  entgegengesetzten  Seiten  geridM 
sind;  in  der  dritten  Hauptebene  f,  werden  dann  die  AffS* 
ptoten  der  hyjHfrbolischen  Strahleninvolution  beim  hjp^ 
bolischen  ParalH>1oid  koinzidieren  mit  den  Potenzutrahlen  der 
elliptischen   Strahleninvolution    beim  elliptischen    ParabokHd. 
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und  solche  zwei  Paraboloide  können  ^^konjugiert'^  genannt 
Kreiden.  Sind  beide  Parabeln  einander  gleich,  so  wird  das 
elliptische  Paraboloid  ein  Rotationsparaboloid^  das  hyper- 
bolische  ein  gleichseitig -hyperbolisches  Paraboloid  (8.  218). 

3)  Die  unendlich-entfernte  Ebene  b^  schneidet  die  F^^^ 
in  einem  imaginären  Kegelschnitte  £{^\  In  diesem  Falle 
wird  die  F^^  von  jeder  beliebigen  Ebene  £  in  einer  Ellipse 
geschnitten;  weil  die  Schnittlinie  \b,  s^  \  keine  reellen  Punkte 
der  Durchschnittskurve  enthalten  kann.  Die  Fläche  heifst 
laher  ein  Ellipsoid;  alle  Punkte  derselben  liegen  im 
Bndlichen.  Der  Pol  der  unendlich  -  entfernten  Ebene  b^  , 
1er  Mittelpunkt  ^31  des  Ellipsoids;  liegt  ebenfalls  im  End- 
ichen  und  ist  der  Mittelpunkt  eines  elliptischen  Polar- 
iQndels  (S.  42)  mit  einem  imaginären  Kernkegel ,  welches 
lern  raumlichen  Polarsystem  zugehört,  dessen  Kemfläche  das 
Sllipsoid  ist.  Dies  elliptische  Polarbündel  hat  drei  zu  einander 
'echtwinklige  Hauptebenen,  welche  das  Ellipsoid  in  drei 
EUlipsen  schneiden: 

gW       ^(2)       g(2) 

lie  Durchschnittslinien  derselben  sind  die  drei  Hauptaxen 
las  Polarbündels  und  zugleich  des  Ellipsoids. 

Hierdurch  sind  alle  möglichen  Annahmen,  welche  ge- 
nacht  werden  können,  erschöpft,  und  wir  haben  alle  reellen 
flachen  2.  0.,  <Jie  es  überhaupt  giebt,  aufgezählt.  Zu  den 
ron  früher  her  uns  bekannten  geradlinigen  Flächen  2.  0.  sind 
mr  noch  drei  neue  Flächen  hinzugetreten:  Das  zweischalige 
lyperboloid,  das  elliptische  Paraboloid  und  das  Ellipsoid. 

Definieren  wir  die  Fläche  2.  0.  als  Kemfläche  eines 
•Snmlichen  Polarsystems  (S.  16G),  so  kommt  zu  den  bis- 
lerigen  Gebilden  nur  noch  ein  neues  hinzu,  nämlich  die 
maginäre  Fläche  zweiter  Ordnung,  welche  zwar 
seinen  reellen  Punkt  besitzt,  aber  vertreten  wird  von  einem 
Inrchaus  reellen  räumlichen  Gebilde,  dem  elliptischen  Polar- 
rjrstem.  Dasselbe  hat  einen  im  Endlichen  liegenden  reellen 
iCittelpunkt  SSt,  den  Pol  der  unendlich-entfernten  Ebene  £^; 
Dt  ist  der  Mittelpunkt  eines  elliptischen  Polarbündels,  welches 
Irei  reelle  Hauptaxen  und  Hauptebenen  hat;  erstere  sind  die 
Präger  dreier  bestimmten  elliptischen  Punktinvolutioneu  im 
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räumlichen  Polarsystem,  letztere  die  Träger  dreier  elliptischen 
ebenen  Polarsysteme  ^  deren  Kernkegelschnitte  imaginir  sind: 

<v(2)        c\(2)        o(2) 

und  diese  lieifsen  die  Hauptschnitte  der  imaginären  Flache  in 
den  drei  zu  einander  rechtwinkligen  Hauptebenen. 

Die  imaginäre  Fläche  kann  in  gewisser  Weise  als  ^^kon- 
jugiert''  aufgefaist  werden  zu  dem  reellen  Ellipsoid;  num 
braucht  nämlich  nur  bei  letzterem  die  drei  hyperbolischen 
Punktinvolutionen  auf  den  drei  Haupttaxen  dadurch  in  ellip- 
tische Punktinvolutionen  zu  verwandeln ,  dafs  man  die 
Asymptotenpünkte  (Doppelpunkte)  derselben  in  Poienzpimkte 
verwandelt  (Th.  d.  K.  S.  60),  um  zu  den  Punktinvolutionen 
auf  den  Ilauptaxen  der  imaginären  Fläche  zu  gelangeu. 

Geht  man  von  dem  räumlichen  Polarsysteme  aus,  so  tritt 
an  Stelle  des  Haupteinteilungsprinzips  ^  welches  bei  des 
reellen  Flächen  zweiter  Ordnung  in  der  Beschaffenheit  der 
Berührungsebenen  bestand ,  ein  anderes,  nämlich,  wie  wir 
früher  gesehen  haben  (S.  ]6<)  u.  161)  die  Beschaffenheit  der 
Punkt-  oder  Ebeneninvolutionen  für  irgend  zwei  konjugierte 
Strahlen  s^?,  des  räumlichen  Polarsyst^ms  oder,  wenn  nun 
will,  die  Beschaffenheit  irgend  eines'  Polartetraeders;  beide 
<iebilde  besitzen  in  einem  und  demselben  Polarsystem  einen 
unveränderlichen  Charakter  und  liefern  die  Unterscheidung 
zwischen  geradlinigen  und  nicht-geradlinigen  Flächen  2.  0.\ 
letztere  wenlen  alsdann  nach  den  unendlich-entfernten  Et- 
nient-en  einzuteilen  sein.  Art<^t  das  räumliche  PolarsTstem 
in  ein  einfaches  Polarbundel  aus,  so  erscheint  als  dessen  Kenn 
Hache  der  reelle  oder  imaginäre  Kegel. 

Wir  machen  schlielslich  noch  auf  gewisse  UrenzQber- 
gänge  aufmerksam,  welche  von  einer  Gattung  von  Fliehen 
-.  O,  zu  einer  andern  Gattung  überführen,  ebenso  wie  in  der 
EIkhic  tler  l  berg;ing  von  Ellipse  zu  Hyperbel  durch  ein 
Punkte|mar  vermittelt  winl.  i^Eine  gerade  Linie,  in  der  zvei 
Punkte  gegeWn  sind,  kann  als  unendlich-schmale  Ellipse  tuf- 
gefafst  wenlen.  wenn  man  die  Strecke  zwischen  den  beides 
Punkten  Wtrachtet  und  als  unendlich-schmale  Hyperbel 
wenn  man  die  beiden  unendlich  laugen  Stücke  aufserbalb  der 
Strtvk«»    iH'truohtet:    eine    Erweiterung    des    einen    oder  dea 
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andern  Liniengebiets  zu  einem  Flächeugebiet  führt  entweder 
zur  Ellipse  oder  zur  Hyperbel;  das  Punktepaar  bildet  also  den 
Übergang  von  der  einen  zur  andern.  Liegt  einer  der 
beiden  Punkte  im  Unendlichen;  so  ist  die  halbe  unendlich- 
lange Gerade  die  Grenze  einer  Parabel.)  In  ähnlicher  Weise 
▼  ermittelt  eine  ebene  Hyperbel  den  Übergang 
vom  einschaligen  zum  zweischaligen  Hyperboloid, 
eine  ebene  Parabel  den  Übergang  vom  ellip- 
tischen zum  hyperbolischen  Paraboloid  und  eine 
ebene  Ellipse  den  Übergang  vom  einschaligen 
Hyperboloid  zum  Ellipsoid. 

Ein  Hyperbel  teilt  nämlich  das  ganze  Gebiet  ihrer 
Ebene  in  zwei  Räume,  welche  wir  als  inneren  und  äusseren 
Baum  unterschieden  haben;  dieser  wird  von  sämtlichen 
Tangenten  der  Hyperbel  erfüllt,  jener  von  keiner  ge- 
troffen. Der  äufsere  Raum  kann  nun  aufgefafst  werden  als 
ein  unendlich-abgeplattetes  eiuschaliges  Hyperboloid,  der 
innere  Hyperbelraum  als  ein  unendlich-abgeplattetes  zwei- 
schaliges  Hyperboloid,  und  die  ebene  Hyperbel  bildet  in 
diesem  Sinne,  indem  sie*  beide  Gebilde  in  sich  vereinigt,  den 
Übergang  von  dem  einen  zum  andern  Hyperboloid.  Um- 
gekehrt gelangen  wir  auch,  indem  wir  uns  den  äufseren  oder 
den  inneren  Raum  der  ebenen  Hyperbel  nach  einer  dritten 
Dimension  erweitert  denken,  zu  dem  einschaligen  oder  zu 
dem  zweischaligen  Hyperboloid.  Li  gleicher  Weise  teilt  die 
Parabel  das  ganze  Gebiet  ihrer  Ebene  in  zwei  Räume,  welche 
als  äulserer  und  innerer  Raum  derselben  unterschieden  werden, 
iiidem  jeuer  von  sämtlichen  Tangenten  der  Parabel  erfüllt, 
dieser  von  keiner  getroffen  wird.  Der  äufsere  Raum  kann 
anfgefafst  werden  als  ein  unendlich  -  abgeplattetes  hyper- 
bolisches Paraboloid,  der  innere  Parabelraum  als  ein  unend- 
lich-abgeplattetes elliptisches  Paraboloid,  und  die  ebene  Pa- 
rabel bildet  in  diesem  Sinne,  indem  sie  beide  Gebilde  in  sich 
vereinigt,  den  Übergang  von  dem  einen  zum  andern  Para- 
boloid. Umgekehrt  gelangen  wir  auch,  indem  wir  uns 
den  äuiseren  oder  den  inneren  Raum  einer  ebenen  Parabel 
nach  einer  dritten  Dimension  erweitert  denken,  zu  dem  hyper- 
bolischen oder  zu  dem  elliptischen  Paraboloid. 

Endlich  teilt  eine  ebene  Ellipse  das  ganze  Gebiet  ihrer 
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Ebene  in  zwei  Räume,  einen  endlichen,  den  inneren  Raam, 
und  einen  unendlich-grofsen;  den  äufseren  Raum.  Der  letztere 
kann  aufgefafst  werden  als  ein  unendlich-abgeplattetes  ein- 
schaliges Hyperboloid;  der  erstere  als  ein  unendlichab- 
geplattetes Ellipsoid;  und  die  ebene  Ellipse  bildet  in  diesem 
Sinne,  indem  sie  beide  Gebilde  in  sich  vereinigt ,  den  Über- 
gang von  dem  einschaligeu  Hyperboloid  zum  Ellipsoid.  Um- 
gekehrt gelangen  wir  auch,  indem  wir  uns  den  inneren  oder 
den  äufseren  Raum  einer  Ellipse  nach  einer  dritten  Dimen- 
sion erweitert  denken,  einmal  zum  Ellipsoid  und  das  andere 
Mal  zum  einschaligen  Hyperboloid. 

Wir  haben  hier  dreimal  den  Übergang  von  einer  gerad- 
linigen zu  einer  nicht-geradlinigen  Flache  2.  0.  In  dem 
Grenzübergange  reduzieren  sich  die  Regelscharen  der  gerad- 
linigen Flache  auf  die  Tangenten  eines  Kegelschnitts,  wUueid 
die  nicht-geradlinige  Fläche  2.  0.  sich  auf  das  Gebiet  inier- 
halb  des  Kegelschnitts  reduziert,  welches  von  keiner  Tu^eote 
getroffen  wird. 

Für  die  drei  nicht-geradlinigen  Flächen  findet  noch  ein 
Übergang   statt   vom   zweischaligen  Hyperboloid   durch  dai 
elliptische  Paraboloid  zum  Ellipsoid,  analog  dem  Übergang« 
von  der  Hyperbel  durch  die  Parabel  zur  Ellipse ;  indem  nim- 
lieh  der  Kegelschnitt  in  der  unendlich-entfernten  Ebene  i, 
kontinuierlich    aus    einem    reellen    Kegelschnitt    durch  eines 
Nullkegelschnitt  (imaginäres  Liuienpaar)  in  einen  imaginären 
Kegelschnitt    übergeht,    vollzieht    sich  jener    Übergang  der 
drei  Flächen  2.  0.  in  einander.     Ein  anderer  Übergang  ton 
einschaligen  zum  zweischaligen  Hyperboloid  findet  statt  doreh 
den   Kegel,    ebenso   wie    ein   zusammenfallendes  Linienpaar 
(Doppellinie)    den  Übergang  von  einem    reellen    Linienpaar 
zu    einem  imaginären   Linienpaar   bildet.     Dieser   Übergang 
veranschaulicht  sich  am  besten,  wenn  wir  uns  ein  einschaligei 
und  ein  zweischaliges  Hyperboloid  denken,  welche  denselben 
Asymptotenkegel  haben ;  während  das  einschalige  Hyperboloid 
in   dem  Räume  aufserhalb  des  Kegels,  das    zweischalige  in 
dem  Räume  innerhalb  des  Kegels  liegt,  kann  man  durch  all- 
mähliche Änderung  beide  in  den  Grenzfall  des  Kegels  fiber- 
führen;   dieser   enthält   die    zusammenfallenden    Linienpaare 
(Kegelstrahlen),  das  einschalige  Hyperboloid  die  Eneugenden 
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der  beiden  Regelscharen,  das  zweischalige  Hyperboloid  durch 
jeden  seiner  Punkte  in  der  Berühruugsebene  ein  imaginäres 
Linienpaar. 

§  58.  Die  Mittelpunktsfläohen  2.  O.  Metrische  BeEiehungen 
zwischen  .den  konjugierten  Durchmessern  derselben. 

Nach  dem  Vorigen  giebt  es  unter  den  allgemeinen  Ober- 
Sachen  2.  0.  (mit  Ausschlufs  der  Kegelfläche)  vier,  welche 
ihren  Mittelpunkt  y)l  im  Endlichen  liegen  haben,  nämlich 
das  einschalige  Hyperboloid ,  das  zweischalige  Hyperboloid, 
das  Ellipsoid  und  die  imaginäre  Bläche,  d.  h.  für  diese  vier 
Flächen  liegt  der  Pol  SSI  der  unendlich-entfernten  Ebene  e^ 
nicht  im  Unendlichen,  ist  also  ein  Punkt  'lU  im  End- 
lichen, der  die  Eigenschaft  besitzt,  dafs  alle  durch  ihn  ge- 
sogenen Strahlen  (Durchmesser)  Träger  von  Punktinvo- 
lutionen  sind,  die  ^l  zum  Mittelpunkt  haben;  je  nachdem 
liese  Punktinvolutionen  elliptisch  oder  hyperbolisch  sind, 
wird  ein  solcher  Durchmesser  d  keinen  Punkt  der  Fläche 
mthalten  oder  zwei  reelle  Punkte,  die  von  *jJi  gleich  weit 
abstehen.  Um  beide  Fälle  zu  umfassen«  wollen  wir  die 
Potenz  der  zugehörigen  Punktiuvolutionen  einfuhren: 

welche  positiv  ist  für  die  hyperbolische,  negativ  für  die  el- 
liptische Punktinvolution  und  immer  gleich  dem  Rechteck  aus 
len  Abständen  zweier  konjugierten  Punkte  x  X  der  Punkt- 
involution vom  Mittelpunkt  ^: 

Pä  =  mV'Tlx^ 

Zwischen  diesen  Durchmessern  durch  ^l  bestehen  nun 
gewisse  metrische  Beziehungen,  die  für  alle  vier  oben  ge- 
nannten Flächen  in  gleicher  Weise  abgeleitet  werden  können. 

3R  ist  der  Mittelpunkt  eines  Polarbündels,  welches  ihm 
im  räumlichen  Polarsystem,  dessen  Kerufläche  F^^^  ist,  zu- 
gehört. Ziehen  wir  durch  y)l  einen  belielrigeu  Strahl  A,  so 
gehört  zu  demselben,  als  Polarstrahl,  eine  bestimmte  Polar- 
9bene  a  im  Polarbündel  ""M^^^]  ziehen  wir  in  der  Ebene  a 
^inen  zweiten  beliebigen  Strahl  B  durch  ^JD{,  so  wird  der 
Ifibene  [AB]  ein  bestimmter  Strahl  C  als  Polarstrahl  zu- 
gehören, der  sowohl  in  der  Ebene  a,  der  Polarebene   des 
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Strahles  A,  als  auch  in  der  Ebene  ßy  der  Polarebene 
Strahles  B  liegen  muis,  also  der  Schnittstrahl  \aß\^^C  ist. 
Die  drei  Strahlen  ABC  bilden  ein  Polardreikant  iw 
Polarbündel ,  indem  jeder  von  ihnen  der  Polarstrahl  für  üe 
gegenüberliegende  Ebene  ist  (S.  38).  In  Bezug  auf  unsere 
Fläche  F^^^  heifsen  die  drei  Kanten  eines  solchen  PoIm^ 
dreikants  im  Polarbündel  3Ji^*^  drei  konjugierte  Durch- 
messer ABC  derselben,  und  die  Potenzen  der  ihnen  zu- 
gehörigen Punktinvolutionen  sollen  bezeichnet  werden  durch: 

Pa    -Pß    -Pc  • 

Solche  konjugierte  Durchmessersysteme  können,  wie  wir  . 
sehen,  in  grolser  Mannigfaltigkeit  hergestellt  werden,  indem 
ein  Durchmesser  A  willkürlich  durch  9Jt  gezogen  werden 
kann,  der  andere  B  in  der  Ebene  a  liegen  mufs,  aber  be- 
liebig durch  "^l  angenommen  werden  darf ,  und  der  dritte  C 
dann  vollständig  bestimmt  ist.  Ein  ausgezeichnetes  Polar- 
dreikant bilden  die  Hauptaxen  der  -F^  (§  57)^  welche  wir 
mit  ah  c  und  deren  zugehörige  Potenzwerte  wir  mit 

Mq         i^b         ^C 

bezeichnen;  dieses  Polardreikant  ist  das  einzige,  welches  tus 
drei  zu  einander  rechtwinkligen  Strahlen  besteht.  Die  drei 
Seitenflächen  eines  Polard reikants  schneiden  die  F^^^  in  Kegel- 
schnitten, für  welche  die  beiden  Kanten,  welche  die  Seiten- 
fläche enthält,  ein  Paar  konjugierter  Durchmesser  sind. 

Fassen  wir  zunächst  die  [.4  £] -Ebene  auf  mit  den  beiden 
konjugierten  Durchmessern  A  B  und  dem  in  ihr  enthaltenen 
Kegelschnitte  y^^\  so  werden  die  Potenzwerte  P^  und  P« 
durch  je  ein  Paar  konjugierter  Punkte  a  a  auf  A  und  b  b' 
auf  B  vollständig  bestimmt,  nämlich: 

(Fig.  23),  wobei  die  Paare  a  a  ,  b  b'  beliebig  aus  den  Punkt- 
involutionen gewählt  werden  können.  Ziehen  wir  durch  a 
und  b  Parallele  zu  B  und  A,  die  sich  in  b  treffen,  so  i»t 
j^J)ib|  =  2)  ein  beliebiger  dritter  Durchmesser;  die  Richtoog 
des  zu  I)  konjugierten  Durchmessers  E  ist  offenbar  panllel 
der  Verbindungslinie  ab'  ,  der  Polare  von  b;  schneidet  abo 
D  die  Gerade  ,ab'|  in  b',  «o  ist 
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L«  Potenz  der  Punktinvolutiou  ^  welche  den  Durehmesser  D 
ugehort. 

Denken  wir    uns   nun   das   Dreieck  ^Diab^   in    welchem 


Fig.  83. 

ib  «=  ÜWb  ist,  auf  eine  zu  E  rechtwinklige  Gerade  projiziert, 
so  erhalten  wir  bekanntlich: 

SDU  .  sin  {A,  E)  +  mh  .  sin  (J?,  -E?)  =^  gjlb  .  sin  (i),  E) 

md  andererseits  ist: 

^Ka  .  sin  (^1,  E)  =  mV  . sin  (J?,  E)  =  mV  .  sin  {D,  E)  , 

woraus  folgt: 

ius  dieser  elementaren  Beziehung  ergiebt  sich  ein  doppeltes 
Elesultat: 

Pj  "^  Pä  ""  Pd         5w7«  "t"  m^* ""  m^ ' 

md  da 

3Ra  :  aWb  :  ^Jib  =  sin  {BD) :  sin  (^D)  :  sin  {AB) 
mt,  80  erhalten  wir  die  beiden  Beziehungen: 

,|.  sin«  (.BD)    ,    sin«  (^7))  _  sin«  (AB) 

^*^-      •     •      •  P^        "^        i^B        ~        ^Z) 

U)  .  P^  .  sin^  {AE)  +  Pi, .  sin^  {BE)  =  Pz> .  sin^  {J)E) . 
Die  Gleichung  (I)  lehrt  den  Wert  der  Potenz  P/)  für 
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einen   beliebig  gegebenen  Durchmesser  D  ermitteln ,  sobal 
mau    die    Potenzwerte    Fa    und  Pß  kennt.     Die    Gleich 
(11)  giebt,    wenn    wir  die  konjugierten  Durchmesser  D 
E  mit  einander  vertauschen: 

Pa  .  8in2  (,AD)  +  Pß  .  sin'  (BD)  =  Pe  .  sin'  (DE) , 

und;  da  infolge  der  Gleichung  (I)  die  linke  Seite  gleich 

■p       p      ain«  {A  B) 

80  folgt  die  Beziehung: 

PaPb.  sin'  (AB)  =  Pß  .  Pe  .  sin'  (DE) , 

bei  welcher  links  nur  Elemente  stehen^  welche  von  dem  Ps 
konjugierter  Durchmesser  Ä  B,  rechts  nur  Elemente^  welcl 
von    dem   Paare   konjugierter  Durchmesser   D  E  abhänge 
verändern  wir  also  das  erstere  beliebig ,  so  bleibt  die  rectale 
Seite  unverändert,  also  ist 

(1.)  Pa'Pb.  sin'  {AB)  =  konst. 

für  alle  Paare  konjugierter  Durchmesser,  die   man  in  einer 
festen    Ebene    [AB"]    wählen    mag,   insbesondere   also  ancli 
gleich  dem  Produkte  der  Potenzen  auf  den  Axen  P«  .  P»  Ar 
den  Kegelschnitt  y^K 

Bemerken  wir  femer,  dafs  die  Gleichung  (II): 

Pa  .  sin'  (AE)  +  Pß  .  sin'  (BE)  =-  P/> .  sin'  {DE) 

auf  der  linken  Seite  von  dem  Paare  konjugierter  Durch- 
messer A  B  abhängt,  die  rechte  Seite  dasselbe  aber  nicht 
enthält,  so  wird,  wenn  wir  E,  also  auch  D  festhalieOi  di* 
gegen  das  Paar  A  B  beliebig  verändern,  allemal 

Pa  .  siii^  {AE)  +  Pß  .  sin'  (BE)  —  konst 

sein,  d.  h.  unverändert  bleiben,  oder  wenn  wir  statt  des  will- 
kürlich gewählten  festen  Durchmessers  E  einen  andern  xn 
demselben   rechtwinkligen  wählen,  auch  für  alle  Paare  ABi 

Pa  .  cos'  (AE)  +  Pß  cos'  (BE)  =  konst 

sein  müssen.  Hieraus  folgt  durch  Addition  die  bekannte  Be 
Ziehung : 

(2.)  P^  +  Ps^  konst. 

für  alle  Paare  konjugierter  Durchmesser  des  Kegelschnittes  }'*'^- 
Diese  Beziehung  hat  sich  aber  in  zwei  andere  aufgelöst. 


58.   Die  MittelpunktfiflächeD  *2.  0.    Metr.  BeziehuDgen  derselben.   523 

die  noch  einer  YerallgemeinerQng  fähig  sind,  vou  der  wir 

sogleich  Gebrauch  machen  werden.    Denken  wir  uns  nämlich 

durch  ^  einen  beliebigen  Strahl  S  im  Räume  gezogen,  dessen 

rechtwinklige  Projektion  auf  die  Ebene  [AB]  der  Strahl  E 

sei 9  so  haben  wir  in  dem  rechtwinkligen  Dreikant  AES: 

cos  {SA)  =  cos  {EA)  .  cos  {ES) 

(vgl.  Fig.  16,  S.  382)  und  in  dem  rechtwinkligen  Dreikant  BES 

cos  {SB)  =  cos  {EB) .  cos  {ES) , 

folglich  ergiebt  sich  aus  der  mit  cos^  {SE)  multiplizierten 
Relation 

Pa  .  cos2  (^J5)  ^  p^  .  cos^  (jB^)  ^  tonst. 

die  neue  Beziehung: 

Pa  .  cos^  {SA)  +  Pb  .  cos^  {SB)  =  konst. 

für  alle  Paare  konjugierter  Durchmesser  A  B  in  der  Ebene 
y  und  einen  beliebigen  festen  Strahl  S  im  Raume^  der  durch 
^  gezogen  ist.  Hieraus  folgt  aber,  da  Pa-}-  Pb=^  konst. 
ist,  auch 

(3.)  Pa  .  sin^  {SA)  +  Pb  .  sin'  {SB)  =  konst. 

für  alle  Paare  konjugierter  Durchmesser  A  B  in  der  Ebene 
y  und  einen  beliebigen  festen  Strahl  S  im  Räume,  der  durch 
^  gezogen  ist 

Gehen  wir  jetzt  zu  dem  raumlichen  Polarbündel  W^^^ 
fiber  und  nehmen  drei  konjugierte  Durchmesser  ABC  der 
^W;  ein  beliebiger  yierter  Durchmesser  sei-^i;  die  in  dem 
Polarbündel  zu  A^  konjugierte  Ebene  a^  ist  dadurch  völlig 
bestimmt;  wir  können  aber  in  derselben  ein  Paar  konjugier- 
ter Durchmesser  B^  C^  so  wählen,  dafs  B^  in  der  Ebene 
[A^C]  liegt,  dann  ist  C^  völlig  bestimmt. 

Da  nun  A^  B^  C  in  einer  Ebene  liegen,  so  müssen  die 
drei  Ebenen  [B]Ct]  [C7]^i]  [AB]  sich  in  einer  Geraden  schnei- 
den, und  da  die  beiden  ersten  Ebenen  sich  in  6\  schneiden, 
so  mufs  die  Ebene  [AB]  durch  C7|  gehen,  oder 

A    B    G^ 

müssen  in  einer  Ebene  liegen. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Schnittlinie: 

[AB],  [A,B,]\  -  S, 
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so  werden  ABC^S    in  einer  Ebene 

und  A^B^CS  ebenfalls  in  einer  Ebene 

liegen ,  und  da  [C(7,]  die  Polarebene  des  Polarstrahls  S  i  — 
so  haben  wir  in  jeder  dieser  beiden  Ebenen  zwei  Paare  k<^M 
jugierter  Durchmesser,  nämlich 


AB         und        C^S 

A^B^        und        CS. 

Hiernach  ergeben  sich  die  oben  nachgewiesenen  Relationen  ( 

\Pa  +  Pb  =  Pc+Ps 

1 

Ps-i-  Pc  —  -P^i,  +  Pb,  , 

aus  deren  Summe  folgt: 

-Pj  +  -Pfi  +  Pc  =  Pa^  +  -Pfi,  +  Pci ' 

Da  aber  der  Durchmesser  ^,  ganz  willkürlich  gewählt  vvar^ 
und  in  der  Polarebene  [£,  CJ  desselben  für  jedes  Paar  koii. 
jugierter  Durchmesser  die  Summe  P^,  +  Pc^  denselben  Werf 
behält,   so  ist  überhaupt  für  irgend  drei  konjugierte  Durch- 
messer ^  £  C  die  Summe 

P^  +  Pi?  +  Pc  =  konst. , 

d.  h.  die  Summe  der  Potenzen  der  drei  PunktinTO- 
lutionen  auf  irgend  drei  konjugierten  Durchmes* 
Sern  einer  Mittelpunktsfläche  2.  0.  hat  immer  den- 
selben konstanten  Wert,  ist  also  auch  gleicb 
Pa-i-  Pö  -{-  Pc  für  die  drei  Hauptaxen  der  Fläche. 

Zweitens  haben  wir  in  den  beiden  Ebenen  [ABC^S\  ood 
[A^B^CS]  die  Beziehungen  (1.)  oben  nachgewiesen: 


I 


Pa  .  Pb   8in2  {AB)     =  Ps  .  Pc,  •  sin^  (SC,) 
P^.  .  Pb,  8in2  (A,  B,)  =  Pg  .  Pc  .  sin'  (SC) , 

und  wenn  wir  einmal  den  räumlichen  Strahl  C  mit  d^® 
Paare  AB  und  C,  S  in  Verbindung  setzen,  die  oben  ra^' 
gewiesene  Relation  (3.): 

P^.sin2(C^)  +  P/,.sin2(C£)=Pc'.sin'(CC,)+P«.8inV'-^' 

andererseits,  wenn   wir  den  räumlichen  Strahl  C|   mit  deo 
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Paaren  konjugierter  Durchmesser  Ä^li^  und  CS  in  Ver- 
bindung setzen: 

PA,.«m\C^Ä,)+PB,sm\C,B,)=Fc.8m''{CC,)  +  P8sm\C,S). 

Multiplizieren  wir  aber  die  erste  der  beiden  letzten 
Gleichungen  mit  Pc,  die  zweite  mit  Pc^  und  ziehen  sie  von 
der  vorigen  ab^  so  folgt  wegen  der  obigen  Relationen: 

Pb  Pc  sin^  {B  C)  +  Pc  Pa  sin^  {CA)  +  P^  Pb  sin'  {A  B) 
«  Pb,  Pc,  sin»  (B,  C, )  +  Pc,  Pa.  sin'  (C,  A,)  +  P^.  Pb,  sm^(A,  B,). 

Da  aber  der  Durchmesser  A^  ganz  willkürlich  gewählt 
war  und  in  der  Polarebene  [B^  C,]  desselben  für  jedes  Paar 
konjugierter  Durchmesser,  sowohl  das  Glied  Pb,  Pc,  sin'  (5,  C,), 
als  auch  die  Summe  Pb,  sin'  (-4,  B^)  +  Pc,  sin'  (-4,  C,)  den- 
selben Wert  behält;  so  ist  überhaupt  für  irgend  drei  kon- 
jugierte Durchmesser  ABC  die  Summe: 

Pi,Pc8in'(£C)-f  PcP^sin'(C^)  +  PjPz,sin'(il£)  ==  konst., 

d.  h.:  Bildet  man  für  irgend  drei  konjugierte 
Durchmesser  einerMittelpunktsfläche  zweiterOrd- 
nung  aus  den  Potenzen  der  drei  zugehörigen 
Punktinvolutionen  die  Produkte  je  zweier  und  mul- 
tipliziert sie  mit  dem  Quadrate  des  Sinus  des  von 
ihnen  eingeschlossenen  Winkels,  so  hat  die  Summe 
dieser  drei  Produkte  immer  denselben  konstanten 
Wert,  ist  also  auch  gleich  P^Pc  +  Pc  Pa  +  Pa  Pö 
für  die  drei  Hauptaxen  der  Fläche. 

Drittens  giebt  das  Produkt  der  beiden  vorhin  betrachteten 
Gleichungen : 

Pa.Bb.Pc  sin'  {A  B)  sin'  (S  C) 

—  Pa,  .  Pb,  .  Pc, .  sin'  {A,  B,)  sin'  (S  C,) . 

Wir  haben  aber  in  dem  Dreikant  ACS  bekanntlich: 

sin  {CS)  _  sm{[AB],[AC]) 
Bin  (CM)  ~~  %m([AB],  [A^B,])^ 

i^  ABCiS  und  A^B^CS  in  je  einer  Ebene  liegen,   und 
-benso  in  dem  Dreikant  A^  (7,  S: 

Bin  (C7.  S)  sm([A,B,l[AJJ,]) 

%m(C,A,)  ""  8in([^,^,],[^JB]) 
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und  durch  Division  beider  Gleichmigen  folgt: 

Dies  substituiert  in  die  vorige  Uleichung  giebt: 

=  P..  Ps^  Pc,  .  sin'  {A,B,)  sin'M.C,)  wi\[A,B,\,[AA\)^ 

Die  Grolse  sm^i^A^B,)  sin'v^,  C,)  8m'([^,JB,l,  [il,CJ), 
welche  allein  von  den  Seiten-  und  Kanten  winkeln  des  Dm- 
kants  A^  B^  C\  abhängt^  ist  eine  bekannte,  in  Bezug  auf  die 
drei  Kanten  symmetrische  Funktion  der  Winkel,  wekhe 
T.  Staudt  das  Quadrat  des  raumlichen  Sinns  eiies 
Dreikants  A^B^C^  genannt  hat  und  welche  wir  kun  be 
zeichnen  wollen  durch 

Bezeichnen  wir  zur  Abkürzung  die  Winkel  des  DreikanU 

und  die  Kantenwinkel: 

i[A,B,\,[AC,]y='A,  ([B,C\],[B,A,])==B,  (\C\A,],[C,B^])^v 

so  ist 

cos  a,  =  cos  /J|  cos  y^  -f"  ^^^  ßi  si^  yi  cos  -4, , 


also 


cos  A,  =  ^  «'-Z-^  ft  ^^jrj 


also      ^  *"**  **  *^'  '^' 

sin-  /J,  sin-  y,  sin-  jl, 
=  1-  ~  cos-  a,  —  cos-  /J|  —  cos-  y^  -f  2  cos  a|  cos  ß^  cosy, 

=      1     cos;',     cos^,      ==^S'^A^B^CO 
cosy^     1     cosa, 
cos  ß^     cos  c,      1 

und  wegen  der  Symmetrie  dieses  Ausdrucks: 

sin^/Ji  «iö-y,  sin -.4,  =  sin' y,  sin' a,  sin'i^, 
==  sin^  a,  sin^  fi,  sin^  i\  —  S»  (.4,  B,  (\). 
Wir  können  daher  den  obigen  AuaJmck  auch  so  schreiben: 
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=  Pa, .  Pb, . Pc. . Bm^B,C,).sm^B,Ä,) .  8mH[B,C,],  [B,A,]y, 

da  nun  der  Durchmesser  A^  ganz  willkürlich  gewählt  war, 
und  in  der  Polarebene  [B^  C,]  desselben  für  jedes  Paar  kon- 
jugierter Durchmesser,  sowohl  das  Produkt  P^,  Pc,  pin^  (B,  6\), 
als  auch  das  Produkt  8m\B^A^).sin^[B^C\],[B^A^])  be- 
kanntlich denselben  Wert  behält;  so  ist  überhaupt  für  irgend 
drei  konjugierte  Durchmesser  ABC  das  Produkt: 

Pa.Pb.Pc  .S^C^,B,Cr)  =  konst. , 

d.  h.:  Für  irgend  drei  konjugierte  Durchmesser 
einer  Mittelpunktsfläche  zweiter  Ordnung  ist  das 
Produkt  aus  den  Potenzen  der  zugehörigen  Punkt- 
involutionen in  das  Quadrat  des  räumlichen  Sinus 
des  von  den  drei  konjugierten  Durchmessern  ge- 
bildeten Dreikants  von  konstantem  Werte,  also 
auch  gleich  PaPbPe  für  die  drei  Hauptaxen  der 
Fläche,  da  der  räumliche  Sinus  eines  dreirecht- 
winkligen Dreikants  gleich  1  ist.*) 


*)  Durch  den  räumlichen  Sinus  eines  Dreikants  läfst  sich  bekannt- 
lich das  TetraSdervolumen  ausdrücken.  Sind  ^  $  6  ^  vier  beliebige 
Punkte  im  Räume,  die  Ecken  eines  Tetraeders,  und  bezeichnet  man 
dessen  Kanten  und  Seitenflächen: 

das  Volumen  des  Tetraeders  durch  v,  so  ist: 

6r  —  ahc  .  sin(a,  h)  .  sin(c,  y)  =  ahc  .  sin (6,  c)  .  9in(a,  a) 

^^'abc  .sin(c,a)  .  sin  (6,  ß). 

Wir  können  aber  die  Neigungswinkel  (a,  a)  (Jb,  ß)  (c,  y)  durch  Flächen- 
winkel ausdrücken: 

Bin(a,  o)  «=  8io(a,  b) .  sin(a,  y)  =  sin(a,  c) .  8in(a,  ß)  u.  s.  f. 

also  ist: 

6t?  =  abc  .  sin(a6)  .  sin (ac) .  sin(p,  y) 

^^  abc  ,  sin (6c)  .  sin(6o) .  sin(y,  a) 

=■  abc  .  sin (ca) .  8in(c6) .  8in(a,  ß) 

oder  nach  dem  Obigen: 

(6r)«-.a«6«c«.5»(a6c), 
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Dies  letzte  Resultat  läfst  eine  bemerkenswerte  FoIgeroDg 
zu:  Nehmen  wir  nämlich  die  beiden  Hyperboloide,  weiche 
(S.  512)  als  konjugierte  bezeichnet  wurden ,  die  denselben 
Asymptotenkegel  haben,  und  von  denen  das  eine  ein  eis- 
schaliges,  das  andere  ein  zweischaliges  ist,  so  wissen  wir,  difi, 
wenn  t  ein  Punkt  des  zweischaligen  Hyperboloids  und  x  seioe 
Berührungsebene  ist,  dieselbe  den  Asymptotenkegel  ^D>P  ia 
einer  Ellipse  schneiden  mufs,  deren  Mittelpunkt  t  ist; 
ferner  mufs  eine  durch  "üi  parallel  zu  r  gellte  Ebene  dis 
konjugierte  (einschalige)  Hyperboloid  in  einer  Ellipse  schneiden, 
welche  mit  der  vorigen  kongruent  ist,  weil  jede  durch  ilVt 
gelegte  Ebene  die  beiden  Hyperboloide  in  konjugierten  Uj* 
perbeln  und  die  Ebene  r  in  einer  Tangente  au  einer  der- 
selben schneidet;  wenn  nun  der  Durchmesser  \^li]  mit  i 
und  irgend  zwei  konjugierte  Durchmesser  der  Ellipse  mit  B 
und  C  bezeichnet  werden,  so  drückt  das  mit  n^  multiplizierte 
Produkt  Pb  .  Fe  sin»  {B  C)  das  Quadrat  der  Flache  der  Ellip« 
aus  und  I'a  •  sin'  (AB)  sin'  [\BA],  [BC^)  das  Quadrat  der 
Hohe  eines  Kegels,  dessen  Spitze  ^lU  und  dessen  Grundflicbe 
jene  Ellipse  ist.  P^  Pb  Pc  S^-{ABC)  drückt  also  das  Qw- 
draA  des  Volumens  dieses  Kegels  aus  ^bis  auf  einen  ZaUeo* 
faktor),  und  der  vorige   Satz   lafst  sich  so  aussprechen: 


wo  S*\,abc)  =  1,  C0d(a6).    cot(ac) 

co6\,ba) .  1 ,         cos(6c)  • 

eos^cu),    co9(c6),  1  bedeniet. 

Der  räumliche  Sioiis  Jos  Dreikanta  ist  o,  wenn  die  drei  Kanten  n 
eine  Ebeue  falten,  und  1 ,  wenn  bie  drei  zu  einander  rechtwiaklif^ 
^'tnihlen  sind. 

Mit  Hilfe  des  räumlichen  Sinus  lattsen  sich  leicht  bei  einem  i'iral- 
lelepipedon  die  Verhaltni>se  der  Kanten  zu  der  räumlichen  Diagoo»!« 
de:»«ell>en  au^dr^uken.  Bezeichnen  m-ir  die  drei  in  einer  Ecke  J« 
Tarallelepipedü  /usamiufUiitofsenden  Kauten  durch  abc  und  die  ris** 
liehe  Diagonale  deä^elbtu  durch  J,  so  haben  offenbar  die  beiden  Py- 
ramiden« deren  K;uiten  abc  und  a  b  d  *ind,  gleiche^  Volumen,  iboirt 

yabc^S^.abc'^  ^  ,abd*S*yßbd  , 
also: 

c»  :  i/«  =  ^'».«l^|f)  :  S*(abei, 
mithin  allgemein: 

a»  :  6»  :  c-  nP  «  >^^bcd   :  S^^acd  :  S*{mbd)  :  S*{abc) 
analog  dem  bekannten  Satze  der  Trigonometrie. 
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Eine  veränderliche  Ebene,  welche  von  einem 
festen  Kegel  zweiten  Grades  ^^^>  ein  konstantes 
Volumen  abschneidet,  umhüllt  ein  z weischaliges 
Hyperboloid,  dessen  Berührungspunkt  mit  der 
Ebene  allemal  der  Mittelpunkt  der  Ellipse  ist,  in 
welcher  die  Ebene  den  Kegel  "ijl^^^  schneidet.  Der 
Kegel  selbst  ist  der  Asymptotenkegel  des  Hyper- 
boloids. 

Wir  erkennen  hierin  das  räumliehe  Analogon  bekannter 
Eigenschaften  der  ebenen  Hyperbel. 

Sind  ABC  drei  konjugierte  Durchmesser  einer  Mittel- 
punkisfläche  F^-^  uud  Pa  Ph  I\:  die  Potenzen  der  ihnen  zu- 
gehörigen Punktinvolutionen,  so  lälst  sich  die  Potenz  der 
auf  einem  beliebigen  vierten  Durchmesser  I)  befindh'chen 
Punktinvolution  auf  folgende  Art  ermitteln: 

Da  die  drei  Ebenen  des  Dreikants  ABC  und  die 
unendlich -entfernte  Ebene  s^  ein  Polartetraeder  im  räum- 
liehen  Polarsystem  bilden,  dessen  Kernfiäche  F^^  ist,  so 
werden  die  drei  Paar  tiegenkanten  des  Polartetraeders  kon- 
jugierte Strahlen  im  Polarsystem  sein,  also  zu  A  der  kon- 
jugierte Strahl  [[i^C]  £^|  u.  s.  f. 

Ziehen  wir  durch  3)J  einen  beliebigen  vierten  Durch- 
messer D,  nehmen  irgend  einen  Punkt  b  desselben  und  legen 
durch  ihn  drei  Ebenen  parallel  den  Ebenen  [BC]  \CA^^  [.AB\ 
welche  den  Strahlen  ABC  in  den  Punkten  a  b  c  begegnen 
mögen,  dann  erhalten  wir  die  sechs  Seitentlächen  eines 
Parallelepipeds  (Fig.  24),  von  welchem  D  eine  Diagonale  ist; 
die  Pole  der  drei  Seitenflächen,  welche  sich  in  b  schneiden, 
seien  a'  b'  c'  auf  den  Durchmessern  A  B  C,  so  daCs  also  die 
Werte  der  Potenzen  für  die  den  drei  konjugierten  Durch- 
messern zugehörigen  Punktinvolutionen  sind: 

•  P^  =  ^la  .  9JJa';     Pb  =  ^IKb  .  DJb';     Pc  =  m c .  ^}J}c'. 

Die  Ebene  [a'b'c']  ist  die  Polarebene  des  Punktes  b,  trilFt 
also  den  Strahl  pjDibi  in  dem  Punkte  b',  so  dafs 

die  Potenz  der  Punktinvolution  auf  dem  Durchmesser  I)  ist. 
Legen  wir  die  Ebene  [6'/>],  welche  die  Ebene  [AB]  in  der 
Diagonale   ?Jtc  des  ParalKdogramnis  schneidet,  dessen  Seiten 
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^a   und    Wih    sind,  so  wird   c  der  Pol  Ton  |ab':  sein  ia 
ebenen  Polarsystem  in  der  Ebene  [AB]]  also  sdmeidei  iWe 


Fig.  S4. 


die  Gerade  ja'b'l  im  Punkte  c',  der  zu  c  konjugiert  ist,  ond 
wir  haben  auf  8.  521  die  elementare  Beziehung  gefunden: 

i«a'"^  i»b'         3Rc'  * 
In   der  Ebene   \CI)]   ist  in  gleicher  Weise    111  b  die  Diago- 
nale   eines     Parallelogramms,    dessen    Seiten    IKc    und  IVc 
sind,  und  die  Polare  von  ^  in  dem  PolarsTstenie  in  der  Ebene 
[CD]  ist    c'c'I,  welche  in  ^'  tou    IKb.  getroffen  wird,  abo- 


Aus  der  ^^umme  beider  Gleichungen  folgt: 

W  a     ,     iV  b     ,     3K  c  W  b 

**iue   olemfutare    Relation^    die  nun   in   dop]>elter   Weise  fl^ 
uns  Verwertet  werden  kann;  es  folgt  aus  ihr: 


IKa'     ,      Ab' 


I\ 


/• 
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oder,  wenn  wir  (s.  Anmerkung  auf  S.  Ö28)  die  Quadrate  der 
Strecken  im  Zähler,  Kanten  und  Diagonale  des  Parallelepi- 
peds,  ersetzen  durch  die  Quadrate  der  räumlichen  Sinus  zwi- 
schen den  Dreikanten y  die  aus  den  vier  Strahlen  AB  CD, 
gebildet  werden: 


S^jBCD)    .     8*(ÄCD)     .     S*(äBD)  ^   8^ (ABC) 


eine  Beziehung,  welche  den  Wert  der  Potenz  Pd  der  Punkt- 
involution auf  einem  beliebigen  Durchmesser  D  liefert,  aus- 
gedrückt durch  die  Potenzen  Pa  Pb  Pc  der  Punktinvolu- 
tionen auf  den  gegebenen  drei  konjugierten  Durchmessern 
ABC. 

Andererseits   liefert   aber   die    vorige   Relation  folgende 
Gleichung: 

* I      "^      I  


^A        I         ^B        I        ^C      __      ^D 


und  bezeichnen  wir  die  zu  dem  Durehmesser  D  konjugierte 
Sbene  im  Polarbündel  3)i^^*  mit  d,  so  liegen  a  b'  c'  b'  in 
der  Ebene  d,  und  es  ist: 

gWa' .  sin  (^  S)  =  m\'  .  sin  {B,  d)  =  9)U' .  sin  (C,  *) 

=  3)?b'.sin(2),  *), 

80  dafs  sich  die  Beziehung  so  gestaltet: 

H)         Pa  sin'  {A,  d)  +  Pb  sin'  (B,  d)  -f  Pc  sin'  (C,  d) 

=  Pz)  sin'  (7),  d). 

Ans  der  Beziehung  I)  ergiebt  sich  u.  A.,  wenn  wir  für 
^  B  C  insbesondere  dasjenige  System  konjugierter  Dureh- 
imesser  setzen,  welches  die  drei  zu  einander  rechtwinkligen 
konjugierten  Strahlen  des  PolarbQndels  ^l<^\  die  Axen  a  b  c 
der  Fläche  F^^\  bilden,  wodurch: 

fif? (a6c)  =  1 ,    /S'  {abd)  =  cos'  (d,  c)    u.  y.  f. 
^^ird,  folgende  Beziehung: 

coa*  (d,  ä)     .     C08*  (rf ,  6)     ,     cob*  (d,  c) 1_ 

PI  p     '         i  "p  p    9 

^Viro  d^=^  D   ein  beliebiger  vierter  Durchmesser  ist.     Nehmen 

^Mrir  statt  d  der  Reihe  nach  drei  beliebige  zu  einander  recht- 
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winklige    Durchmesser  <^^  d^  d^  und  addieren   die  erhalteDen 
Beziehungen,  so  folgt,  da  (S.  383) 

cos^  (rfjfi)  +  CQs'^id^a)  +  cos'  (d^a)  =  l 


ist: 


l  +  p     +     '    =^+7r  +  p    =kon8t,    d.h.: 


Die  Summe  der  reziproken  Werte  der  Potenzen 
von  den  Punktinvolutionen  auf  irgend  drei  zn 
einander  rechtwinkligen  Durchmessern  eines 
räumlichen  Polarsystems  ist  konstant,  also  gleich  der 
Summe  der  reziproken  Werte  der  Potenzen  der  auf  den  dr« 
Hauptaxen    der  Flache  i^'W    befindlichen    Punktinvolutionen. 

In  der  Beziehung  II)  kommen  die  drei  konjugierten 
Durchmesser  Ä  B  C  allein  auf  der  linken  Seite  vor,  wahrend 
die  rechte  Seite  von  denselben  unabhängig  ist,  und  in  di«e 
nur  eingehen  die  Ebene  Ö,  der  zu  ihr  konjugierte  Durch- 
messer D  und  die  Potenz  der  ihm  zugehörigen  Punkir 
involution. 

Wenn  wir  daher  an  die  Stelle  von  ABC  irgend  ein 
anderes  System  dreier  konjugierter  Durchmesser  A^  B^  C^ 
treten  lassen,  so  bleibt  die  rechte  Seite  ungeändert,  d.  h.: 

Pj  sin^  {A,  d)  +  Fb  sin'  (B,  d)  +  Pc  sin'  {(\  d)  =  konst. 
für  alle   beliebigen   Tripel   von  je   drei    konjugierten  Durch- 
messern (oder  alle  Polardreikant«  des  Polarböndels  WM  ^^ 
eine  beliebige  festgehaltene  Ebene  d. 

Setzen  wir  an  Stelle  der  Ebene  d  ihre  Normale  N,  w 
wird  die  vorige  Relation: 

Pa  cos^  {A,N)  +  Pn  cos'  {B,  N)  +  Pc  cos'  (C,  N)  =  konst 
für  alle  Tripel  konjugierter  Durchmesser  A  B  C  und  einen 
beliebigen  festen  Strahl  N]  da  aber,  wie  wir  auf  S.  524  ge- 
sehen haben,  allgemein  7^  +  p^  -f  p^  «  konst.  ist,  so  folgt 
durch  Abziehen: 

Pa  sin'  (y|,  N)+  P^  sin'  {B,  N)  +  Pr  sin'  (C\  N)  =  konst, 
il.  h.:  Wenn  man  für  irgend  drei  konj ugierte  Durch- 
messer eiiiPF  Mittelpunktsfläche  2.0.  die  Werte  der 
Potenzen  der  zugehörigen  Punktin  vol  utionen  mal- 
tipliziert  mit  den  Quadraten  des  Sinus  oder  To^i- 
uns    der  Winkel,    welche  die   drei   Richtungen  der 
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konjugierten  Durchmesser  mit  irgend  einer  festen 
Richtung  im  Baume  bilden,  so  ist  die  Summe  die- 
ser Produkte  konstant  für  alle  Tripel  von  kon- 
jugierten Durchmessern. 

Hierdurch  zerlegt  sich  die  oben  gefundene  Relation: 

Pa  +  Pb  +  Pg=  konst. 

in  zwei  andere ,  die  von  einer  willkürlich  gewählten  Rich- 
tung N  abhiingen. 

Die  obige  Beziehung  II)  läfst  eine  andere  Folgerung 
zu:  Da  D  und  Ö  einen  beliebigen  Durchmesser  und  die 
ihm  konjugierte  Durchmesserebene  bezeichneten,  so  wird, 
wenn  wir  für  d  die  Normale  n  dieser  Ebene  einführen,  die 
Beziehung  U)  folgende: 

Pa  cos2  (A,  n)  +  Pb  cos^  (B,  n)  +  Pc  cos^  {C,  n) 

=  Pd  cos^  {D,  n). 

Ist  nun  D  ein  reeller  Durchmesser,  welcher  die  Fläche  F^'*^ 
in  reellen  Punkten  durchbohrt,  zwischen  denen  i^t  in  der  Mitte 
liegt,  so  wird  die  zu  D  konjugierte  Ebene  parallel  sein  der 
Berührungsebene  in  einem  der  Endpunkte  dieses  Durchmessers, 
und  Pd  wird  gleich  sein  dem  Quadrate  des  Halbmessers,  =  d^ ; 
also  wird  rf^  cos^  (rf,  n)  das  Quadrat  von  der  Länge  des  Perpen- 
dikels sein,  welches  aus  dem  Mittelpunkt  "iJl  auf  die  Berüh- 
rungsebene in  dem  Endpunkte  des  Durchmessers  d  herab- 
gelassen werden  kann;  bezeichnen  wir  dieses  Perpendikel 
mit  Pf  so  haben  wir  also : 

Pa  cos«  {A,  n)  -f  Pb  cos«  (jB,  w)  +  Pc  cos«  (C,  n)  =  p^ 
oder,  wenn  wir  für  das  System  der  drei  konjugierten  Durch- 
messer ABC  die  drei  Axen  a  b  c  wählen: 

Pa  cos«  (a,  n)  -f-  Pt,  cos«  (6,  n)  +  Pc  cos«  (c,  n)  =  j>« . 

Denken  wir  uns  drei  zu  einander  rechtwinklige  Berüh- 
rongsebenen  an  die  F^^^  gelegt,  so  werden  deren  Normalen 
n  n  n'  auch  drei  zu  einander  rechtwinklige  Strahlen  sein, 
und  die  drei  Perpendikel  aus  "^Sl  auf  die  drei  rechtwinkligen 
Berührnngsebenen,  welche  sich  in  'j>  schneiden  mögen,  werden 
die  drei  Kanten  eines  Parallelepipeds  sein,  von  dem  'i)l  und 
^  gegenüberliegende  Ecken   sind,   und   dessen  Seiteutlächen 
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paarweise  den   drei  BerfihniogsebeiieD  paraUel  laufen;  folg- 
lich ist: 

und  da  bekanntlich 

cos'  (a,  w)  +  cos*(a,  h}  +  cos'ia,  n")  =1  o.  s.  w., 
so  erhalten  wir: 

l Ä'l?)'  =  P«  +  P*  +  Pc  =  konst,    d.  h.: 

Der  Schnittpunkt  dreier  zu  einander  recht- 
winkligen BerOhrungsebenen  einer  Fläche  2.  O.P" 
liegt  allemal  auf  einer  mit  der  Fläche  konzen- 
trischen Kugel,  deren  Radius  zum  Quadrate  hat: 
P^ -\-  P^ -\-  P, .  Wir  wollen  diese  die  .^Orthogonalkngel'' 
der  Fläche  -P**  nennen. 

Durch  die  drei  Konstanten: 

Pä+Pb+  Pr  =  f,   =   P.  +  P.  +    P,, 

Pi^PcsinHjB,C>  +  PcPa  sin-(r,.4)  +  P^Pb  sin^{A,B)^c, 

=  P,P,+  PcP.  +  P.P,, 
P^PbPcS^'  (ABC)  =  f,  =  P.P*Pc 
sind  die  Koeffizienten  einer  kubischen  Gleichung 

j^  —  c,  J--  +  r^  j-  —  fj  =  0 

gegeben,  deren  Wurzeln  P^  P*  P-  die  Quadrate  der  Hiapt- 
axen  der  Mittelpunktsflache  oder  die  Potenzen  der  Punkt- 
inTolutionen  sind,  welche  den  Hauptaxen  zugehoren,  sobtM 
irgend  drei  konjugierte  Durchmesser  mit  den  ihnen  zugehö- 
rigen PunktiuTolutiouen  gegeben  sind. 

§  59.  Metrische  Besiehungen  für  das  rftumliche  Foltf- 
System,  von  welchem  der  Mittelpunkt   und   ein  beli^bigt* 

PolartetraMer  gegeben  sind. 

Sobald  man  Ton  einem  raumlichen  Polarsjstem  den 
Mittelpunkt  IK  (Pol  der  unendlich -entfernten  Ebene  i^)  nvi 
ein  beliebiges  Polartetraeder  i;ft  :i^i^'  X)  kennt,  ist  dasselbe  toll- 
standig  bestimmt  ^S.  149  .  Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  die 
drei  Torigeu  Konstanten  c,  t\  c*,  zu  ermitteln. 

Da  fiir  das  l'olarsystem  die  Elemente: 
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Ol: 

Polarebene: 

91 

[Ö6!DJ 

58 

[eSD5l] 
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[5D9tSB] 

SD 

[91586] 

m 

«_ 

QO 


Fig.  25. 


ben  sind,  so  wird  die  Verbindungslinie  |W%|  die  Ebene 

[S65)]  in  einem  Punkte  m 
treflFen,  welcher  der  Mittel- 
punkt des  ebenen  Polarsystems 
ist,  das  der  Ebene  [23(535]  zu- 
gehört ;  für  dasselbe  ist  ®  6  35 
ein  Polardreieck,  und  wir  kön- 
nen leicht  die  beiden  den  kon- 
jugierten Durchmessern  zuge- 
hörigen Eonstanten  ermitteln 
(Fig.  25).  Verlängern  wir  |m23| 
^sg  bis  zum  Schnittpunkte  b  mit 
der  Kante  |(£35|,  so  ist: 

m23 .  mb 

die  Potenz  der  Punktinvolution 

auf    dem    Durchmesser   |m23| 

des  ebenen  Polarsystems;  der 

iesem   konjugierte   Durchmesser  ist  die  Parallele   durch 

635;  triflPb  diese  Parallele  die  Kante  |3335|  in  c,  so  ist 

^otenz  der  Punktinvolution  auf  dem  zu  |m23|  konjugier- 

)urchmesser: 

mc .  b6. 

Legen  wir  jetzt  durch  il)l  eine  Parallelebene  zu  [S635], 
b  dieselbe  die  Polarebene  zu  dem  Strahle  |5R3l|  im  Polar- 
el  3Jt  ^^\  und  triflft  diese  Parallelebene  die  Tetraederkanten 
'6' 2)',  so  ist  die  Ebene  [»'6 '3)']  der  Träger  eines 
1  ebenen  Polarsystems,  für  welches  der  Punkt  "iDf  der 
Ipunkt  ist  und  die  Potenzen  der  Punktinvolutionen  auf 
konjugierten  Durchmessern  leicht  ausgedrückt  werden 
i  die  vorigen  Potenzen;  bezeichnen  wir  die  Potenz  auf 
Durchmesser  |^{^il|  durch: 
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und  die  Potenz  auf  dem  Durchmesser  ;  ^BJ  ÜB'I  durch  P^,  so  wird 
dieselbe  also  ermittelt  werden  können:  da  33'  auf  '%t^|  liegt, 
so  mufs  die  Polarebene  von  ^'  (im  räumlichen  Polarsysteme) 
durch  die  Gegenkante  1 635 1  gehen;  da  ferner  S'  in  der  Durch- 
messerebene [35'(£'S)']  liegt,  so  muls  die  Polarebene  durch 
den  unendlich -entfernten  Punkt  des  konjugierten  Durch- 
messers I  ""M  9(  I  gehen  oder  parallel  |  ^JDt  %  |  sein ;  hieraus  folgt, 
dafs  die  Polarebene  von  ^'  auf  dem  Durchmesser  .'JR'^'l 
von  ^2  aus  ein  Stück  abschneidet,  welches  gleich  ist  mb; 
also  ist  die  Potenz  auf  dem  Durchmesser  l'SR^'l: 

PÄ  =  3)i4)'.mb. 
Endlich  ist  der  zu  |3)i2i'i  konjugierte  Durchmesser,  dessen  Po- 
tenz durch  Pc' bezeichnet  werde,  die  durch  'iöi  zu  |(S'D'|  p»r- 
allel  gezogene  Gerade,  und  in  gleicher  Weise  finden  wir  daher: 

P^.  =  g)ec'.b6, 
und,  da  sich  wegen  der  Parallelität  verhält: 

m:^    =  >tm         ""^        l^Tc  =  ^m  ^ 
so  habeu  wir: 

Fa  =  "Si^  .  Mm;  Ph  =  F' .  mi^ .  mb;  Pc  =  *^  .  mc.Kl 

zivx  Jim 

In  der  Ebene  [:J3(^5)J  ist  nun  bekanntlich,  wenn  wir  um 
das  Dreieck  :{H^4)  einen  Kreis  beschreiben  und  die  Poteni 
des  Punktes  m  in  Bezug  auf  diesen  Kreis  nehmen,  dieselbe 
gleich : 

mi5  .  mb  +  mc  .  b(5, 

(Tli.  d.  K.  S.  185);  wenn  wir  daher  durch  diesen  Kreis  und 
deu  Punkt  ^.H  eine  Kugel  legen,  d.  h.  dem  Tetraeder  (Äi^l5X) 
eine  Kugel  umschreiben,  so  wird  die  Potenz  des  Punktes  B 
in  Bezug  auf  diese  Kugel  dieselbe  sein,  wie  in  Ifezug  »öf 
jenen  Kreis,  also  nach  dem  Obigen: 

(Pä  4-  PA  •   —  • 

sie  ist  aber  auch,  wenn  wir  annehmen,  dais  der  Strahl  |m4i 
die  umschriebene  Kugel  zum  andern  Male  in  %'  treffe,  gleich 

iülghch  ist 
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Pa  +  Pb+Pc  =  '^1%  .  3)e2l', 

c].  h.  gleich  der  Potenz  des  Punktes  *^l  in  Bezug  auf  die  dem 
*Tetraeder  umschriebene  Kugel;  bezeichnen  wir  diese  Potenz 
Mnii  Pjt,   so  da(s: 

<J)  PA  +  PB+Pc=Pst 

ist,  so  lafst  sich  der  Satz  aussprechen: 

Die  Potenz  des  Mittelpunktes  ^i  eines  räum- 
lichen Polarsystems  in  Bezug  auf  die  einem  be- 
liebigen« Polartetraeder  umschriebene  Kugel  ist 
IcoDstant,  gleich  der  Summe  der  Potenzen  der  drei 
Punktinvalutionen,  welche  den  Hauptaxen  des 
Polarsystems  zugehören.  Erinnern  wir  uns  nun  (S.  534), 
dafs  diese  Summe  Pa  -{-  Pb  -\-  Pc  gleich  dem  Quadrate  des 
Hadius  der  „Orthogonalkugel''  ist,  d.  h.  derjenigen  Kugel, 
ii?elche  sämtliche  Schnittpunkte  je  dreier  rechtwinkligen  Be- 
Tührungsebenen  der  F^^^  enthält,  so  läfst  sich  der  Satz  aus- 
sprechen : 

Die  Orthogonalkugel  einer  Fläche  F^^\  welche 
die  Schnittpunkte  je  dreier  zu  einander  recht- 
winkligen Berührungsebenen  der  F^^^  enthält, 
schneidet  jede  einem  Polartetraeder  (in  Bezug 
auf  F^^)  umschriebene  Kugel  rechtwinklig. 

Zweitens  wissen  wir,  dafs  in  dem  ebenen  Polarsystem  der 
Ebene  [35 (S5)]  das  Produkt  der  Potenzen 

m'ü  .  mb  .  mc  .  bii  .  8in^(  m3^;,  |mc|)  =  '^rp^p^Pi 

ist  (Th.  d.  K.  S.  185),  wo  r  den  Radius,  des  dem  Dreieck 
8  6  S)  umschriebenen  Kreises  und  p.^  2).^  2U  ^^^  Perpendikel 
bedeuten,  welche  von  m  auf  die  Seiten  |C5D|,  12)331,  |33^| 
herabgelassen  sind;  hieraus  folgt: 

Ps  .  Pv  .  sinHB,  C)  =  (^|)'.  2rp,p,p,. 
Da  ferner 

Pj,  =  m%.mm, 

und  das  Perpendikel  A,  von  21  auf  die  Ebene  [iö'6'5)']  so 
ausgedrückt  werden  kann: 
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A,  =  ^)i%  .  sin^B,  A) .  ^([BA],  \BC\) , 
so  erhalten  wir  (S.  526): 

Die  Grofsen  auf  der  rechten  Seite  lassen  sich  aber  leicht 
umgestalten.  Bezeichnen  wir  nämlich  die  vier  Höhen  des 
Tetraeders  3l:BC5I^  durch 

H^     H^    Hj    H^ 

und  die  vier  ihnen  parallelen  Perpendikel  von  dem  Punkte  iV 
auf  die  Tetraederflächeu  durch 

P      P      P      P 

^l      ■'^2      •'^3      ^4  y 

so  verhält  sich:  * 

folglich : 

Pa  Pb  Pc  .  S\ABC) 2r.  p,p,p,  .  *J  .  |i  • 

Endlich  drücken  wir  das  Volumen  der  Pyramide  (')l(5£m) 
so  aus:  ^  .  ^  (62^;  .  pj  .  /f ,  und  andererseits,  wenn  wir  als 
Grundfläche  das  Dreieck  {%  (S  '^)  nehmen  und  als  Höhe  das 
aus  111  auf  dieselbe  gefällte   Perpendikel  ^    dessen  Gro&e  ist 

Pj    '^\  so:  i  (31  CSD)  •  -P2  •  ä'»  woraus  folgt: 

{5X>  .p,,hi  =2{%{^1j).  P, 
und  analog:         5>:y  ,p.^h^  =  2(31^01))  .  P3 

folglich,  da  bekanntlich 

(»(5)  .  (15  3>)  .  (D«i)  =  Ar  .  (^i^CSD) 
ist;  ergiebt  sich: 

P^PbP,  .  S^-iAJi'C)  =  -  4r,P,KP,  <•-'•*•«) «Ä-95>Mff'. 

oder,  wenn  wir  das  Volumen  i;  des  Tetraeders  (?l  *<  ty  I>)  ob- 
führen : 

3,;  =  (vMm>).i/, 

=  CA  .»VD) .  i/., 

so  ergiebt  sich: 
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h.:  Wenn  man  aus  dem  Mittelpunkt  W  eines  räum- 
chen Polarsystems  auf  die  vier  Seitenflächen 
nes  beliebigen  Polartetraeders  die  Perpendikel 
.11t  und  die  Verhältnisse  derselben  zu  den  ihnen 
irallelen  Höhen  des  Tetraeders  multipliziert  mit 
)m  negativen  Quadrate  des  sechsfachen  Tetraeder- 
DlumenSy  so  ist  dieses  Produkt  konstant,  gleich 
3m  Produkt  der  Potenzen  der  drei  Punktinvolu- 
oneu;  welche  den  Hauptaxen  des  Polarsystems 
igehoren. 

Um  die  übrig  bleibende  dritte  Konstante  c,  zu  ermitteln, 
ählen  wir  ein  anderes  System  konjugierter  Durchmesser, 
8  dasjenige,  welches  in  den  beiden  vorigen  Fällen  in  6e- 
acht  kam,  bei  welchem  nämlich  ein  Durchmesser  von  ^ 
ich  einer  Tetraederecke  91  ging  und  die  konjugierte  Ebene, 
eiche  die  beiden  andern  konjugierten  Durchmesser  enthielt, 
\r  gegenüberliegenden  Tetraederfläcbe  [3363)]  parallel  war. 
^  •  Das  neue  System  konjugierter  Durchmesser  konstruieren 
ir  so: 

Die  Gegenkanten  |^^|  und  {6aD|  des  Polartetraeders 
ad  die  Träger  von  Punktinvolutionen,  deren  Mittelpunkte 
und  nti  seien,  während  die  ihnen  konjugierten  unendlich- 
itfernten  Punkte  m*  und  m^  sind.  Da  nun  die  Gegen- 
mten  des  Polartetraeders  konjugierte  Strahlen  im  räumlichen 
dlarsysteme  sind,  so  ist: 

[9R62)]  die  Polarebene  von  m",  geht  also  durch  m, 
[3R9193]    „  „  „    mr,      „       „        „      m, . 

ie  Ebenen  ["501635]  und  [2R2158]  schneiden  sich  also  in  der 
eraden  |mmi|,  welche  durch  "^l  gelegt  die  beiden  Gegen- 
mten  |X5B|  und  |6^|  trifiPt;  es  giebt  nur  eine  solche  Gerade 
imj  I  durch  5)?,  und  ihr  ist  konjugiert  die  unendlich-entfernte 
erade  |m*m*|. 

Die  zu  dem  Durchmesser  ImmJ  konjugierte  Durchmesser- 
►ene  ist  die  Ebene  ["3Jlm*m*],  d.  h.  die  durch  "üJi  parallel 
i  dem  Paare  von  Gegenkanten  \%^\  und  |63)|  gelegte  Ebene. 

Ziehen  wir  durch  ?Di  (Fig.  26)  eine  Parallele  A  zu  der 


540  §  W-    Metrische  BeziehuDgen  für  das  riUnalidie  PtoUnjcten  «tc 

Kante    Äi5    und  eine  Parallele  B  zxl  der  Kante  |i5i)  .  be- 
zeichnen wir  ferner  den 


A 


'^^ 


\  « 


\>j.' 


« 

-^ 


Fl*.  »?- 


Lhunehmesser  |mm|  mit 
C,  so  ist  offenbar  tob 
Ä  der  konjugierte  Strdil 
im  raumlichen  Polar- 
sTstem  die  unendlidi- 
entfernte  (jerMle  der 
Ebene  [iH6J]  oder 
[BC]f  von  B  der 
konjugierte  Strahl  m 
räumlichen  Polarsjsieni 
^  die  unendlich -entfernte 
Uerade  der  Ebene 
[Ä«?]  oder  [iC]; 
und  Ton  C  der  kooJB- 
gierte  Strahl  im  rionh 

liehen     Polarsystem 
m*m7     oder   die  un- 
endlich-entfernte Gerade  der  Ebene  [ÄB\  folglich  bilden 

A  B  C 
ein  Polanlreikant  im  Polarbundel  Ä  '•',  *ind  also  drei  konju- 
iri^rte  Durvhm«ifi*r  des    Polarjvstems ;   die^e   sind   es,  wekbe 
wir  der  tol^^udeu  Betnuhtum;  zu  Grunde  legen  wollen,   "if 
köunen  funfhchst  den  Satz  aus^^pr^^hen: 

Zieht  mau  durch  den  Mittelpunkt  eines  räum- 
lioheu  Pi>lar>v>teui>  zwei  Parallele  zu  einem  Pw 
konjugierter  Strahlen  desselben  und  diejenige 
dritte  Gerade.  weUhe  dem  Paare  konjugierter 
Strahleu  be;:ei;iiet.  >o  erhält  mau  allemal  Jr«^' 
kv>uju^ierie  Uurchmtsser  des  PolarsTstems. 
Im  n*vin  die  Potenzen 

der  drei  Puuktiuvolutionni  £u  ermitteln,  welche  diesen  kon- 
jugierten l>urvhmed«ieru  ^ugehören,  bemerken  wir  zunicbst* 
dals 

«i;  ferner   betfi  der  IHirvhme^ÄMr  .1    in  der  Ebene     K^f* 
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ist  parallel  der  Kante  |9l$|;  und  diese  selbst  ist  der  Träger 
oiner  Punktinvolution,  von  welcher  nt  der  Mittelpunkt  und 
^J  S  ein  Paar  konjugierter  Punkte  ist,  deren  Potenz  also 
=  ni2l  .  m»  ist.  Wir  haben  also  in  der  Ebene  [^2123] 
ein  ebenes  Polarsystem,  von  welchem  y)l  der  Mittelpunkt, 
nt,  und  |S[©|  Pol  und  Polare  und  die  Punktinvolution  auf 
I  9l%|  bekannt  ist;  folglich  wird  die  Potenz  der  Punktinvolu- 
üon  auf  dem  zu  \%^\  parallelen  Durchmesser  sein: 

Pa  =  m2l  .lui^  .   "'*^. 

ni|m 

Ziehen  wir  femer  |^9W|,  welche  Gerade  die  gegenüberliegende 
Tetraederfläche  in  a  trefle,  so  werden  üy  a  nii  in  einer  Ge- 
raden liegen,  und  bezeichnen  wir,  dem  Früheren  entsprechend, 
clie  Perpendikel  aus  9)i  und  aus  91  auf  die  Seitenfläche  [ÖRÜD] 
durch  P,  und  jff, ,  so  haben  wir: 

%a   "^i/,         %'S  '  m,m  ' 

folglich  P^  =  m9t.9l23.^; 

vertauschen  wir  dagegen  ?(  und  ^  mit  einander,  und  be- 
zeichnen wir  in  gleicher  Weise  die  aus  ?)i  und  23  auf  die 
gegenüberliegende  Seitenfläche  des  Tetraeders  [91(5  J^]  herab- 
gelassenen Perpendikel  durch  P.,  und  i/,,  so  erhalten  wir 
ebenso 

P^  =  m83.S9l  .-5". 
Wir  bemerken  noch,  dafs  aus  diesen  Gleichungen  folgt: 

■Pi    ,    Pf  _  />  \      1        ,  L_  ! 

U,  "r  ii^        ^^  l  m?( .  ?r^  "^  m'^  .  ^^%  ) 

m%  .  m'8         mixti 
Bezeichnen   wir   in   gleicher   Weise  die  Perpendikel   aus 
3)i    auf  die  übrigen  Tetraederflächen    durch  Pj   und   P^,   die 
^it  ihnen  parallelen  Hohen  durch  H.^  und  i/, ,  so  haben  wir 
<lie  l)eiden  Relationen: 

Hl     '    i/,         m,m 

J\     ,     Pi  _  mW 
Ih  "^  i/4  "^  mm,' 


tf.        Pa 

^\ 

mK     ,      1 
«33     *    U\ 

mQ 
9«  ] 
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woraus  beiläufig  folgt: 

wovon  wir  später  Gebrauch  machen  werden. 

Wenn  wir  die  beiden  vorigen  Beziehungen  in  der  Form: 

1  1       ni«.«53  1  Im».©« 

p,H\  '^  p^  '    H]~   ;    p,. 

addieren y  so  folgt: 

_i.     I     1 m^  {  j_ 

p,Ht^  p;h~—  p^  [h]  • 

An  Stelle  der  Hohen  If,  H^  auf  der  rechten  Seite  konn«» 
wir  die  Perpendikel  aus  91  und  93  auf  die  Gegenkante  \i5^\ 
einführen.    Bezeichnen  wir  das  Perpendikel  aus  9t  auf  |li^ 
durch  h^,  das  Perpendikel  aus  93  auf  \^^X>\  durch  A«,   ^ 
wird  das  Volumen  des  Tetraeders  sich  so  ausdrücken  ]b8S€^'' 

6t;  =  CS) .  ;*«  .  fij  =  62) .  A»  .  IT, , 

also  wird : 

_J_    1     J     _  («©)• .  (65D)«   r  r ,      m«     ,   . ,     m©  \ 
P,i/,  "T"  P,i/,  P^  .  (6r)«     r*» '  ««  "T-  '»«  •  ^^  J  f 

oder,  da  das  Tetraedervolumen  (S.  210)  sich  so  aofldrQck^s 

läist: 

6t;  =  9l9K6J)  .sin(:9l5ö|,   62)1).*, 

wo   A  die   kürzeste   Entfernung   zwischen    den   GegenkanteA 

I915BI  und  jiST»!  bedeutet,  so  wird 

1       ,       1 1     __     Mii      m«,i,     jw^l   • 

P,//,  "T"  P^H^  —    p^  siu«  (A,  Jö)    '  A»  r'«  *    «»  "T  '*«  •  fiti  I    ' 

da  die  kürzeste  Entfernung  zwischen  den  Gegenkanien  \Ü^ 

und  {{5/1)1 

k  =  miiii  .  sin  (C,  [-^-B]), 

so  wird  auch: 

*2  .  8in2  {A,  B)  =  (mm,)^  S^  {ABC) . 

Denken  wir  uns  nun  in  einem  beliebigen  Punkte  p  d^^ 
Geraden  ,C^2|  eine  Normalebene  auf  derselben  errichtet  uu^ 
die  Punkte  91  m  25  auf  diese  projiziert,  so  dals  die  Fulispunk^*^ 
(Jer  von    ihnen  auf  diese  Ebene   herabgelassenen  Perpeudik«*' 
91'  m'  i^'  werden,  also: 
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•L    ^rt/'      jnSl  ttt  ^ 

/liC  — P^l,      5(33   =  51' 53' 

80  wird  nach  einem  bekannten  Elementarsatze  fOr  daa  ebene 
Breieck  p  %'  23'  (S.  414) : 

<]a  aber 

(^)m')^  =  (mm,)2.8m2(^,  C), 

m'r  .  m'»'  =  m9l .  mö  .  sin«  (J9,  ^) 

ist,  so  veremfacht  sich  unser  obiger  Ausdruck: 

1,1  1       8in»(jB,C)    ,   in?l.in©       1 

I     v'tr^  ^^^  j)     *  st  i'Ä  Ttn\     \ 


F,H,^    P,H^  P^     S^(ABÜ)   ^       P^  A:" 

d.  h.  nach  S.  527 : 

1  I     mmi      1 


•  — ... 


P^.  Bin* {A,[BC])    »    aRm,     k* 

Eine  zweite  durchaus  analoge  Beziehung  erhalten  wir, 
wenn  wir  die  Kante  |91S|  mit  der  Kante  |(53)|  oder  den 
Durchmesser  A  mit  dem  Durchmesser  Ji  vertauschen,  nämlich : 


i    i>  u  "'^         T>      oi»t/ n  r/7 iin   "r 


ntfin 


P,H,    »    P^H^  Pß.nn^B,[CA])     '   Wim     A:«  ' 

und  die  Summe  der  beiden  letzten  Relationen  giebt: 


P,//,    '    P,i/,  ^  P,i/,    •    P,H, 

1 1 ,     1    /ntnti^   ,    niim\ 

P^  .  8in«(il,  [ilCJ)        P^  .  8in«(B,lCM])  "*"  A«  VgWm,  "^  ^Uem/  ' 

Eb  ist  aber: 

Vimt  "*"    aWm  "^  aWm,  .  m9Ä  P^ 

—  k^ 


Mitbin  erbalten  wir  folgendes  Resultat: 

»  _L  ' |_  1 


P^Bin«(^,[^C'))  ^    P^i<in^B,[CA])    ^    P^,  Bm^C\[ AB]) 


*)  Dieser  Satz  ist  von  v.  Standt  iu  der  Schrift:  „Von  den  reellen 
ond  imaginären  HalbniCHsern  der  Kurven  und  Flächen  II.  Ordnung" 
(Nürnberg  1867)  S.  57  ohne  Beweis  angegeben. 
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Dieser   Satz   giebt   die   noch    fehlende  dritte  Konstante, 
denn,  da 

S^  {A  BC^ = sm\B,  C) .  sin^  {A,  [BC])  =  sin^C,  A)  sm^{B.  [CA]) 

==siu-u4, />')sin-(f'.  l^-B]) 

ist,  so  folgt: 

Pf,P,  sin«  B, C  +  P,,P ,  sinVr.-l !  +  Pj P^  «iv?{A,B\ 

Pj,PsI\>^^kÄ^BC)~ 

also  nach  dem  Obigen  (S.  fWU^): 

llh    Pi,¥,  sinyBX^  +  P.  Pa  8in^r,yl)  +  PjPi,  ain^i,Fi 

ein  Satz ,  der  sich   leicht   in  Worten  aussprechen  lafrt,  aber 
kQner  so  ausgedruckt  werden  kann: 

p,  +  p. "»"  F  -  ~  i >,//;  "T-  p^jj^  -f-  p^ii^  t-  p^B, \ • 

d.h.:  Wenn  man  von  dem  Mittelpunkte  eines  räum- 
lichen PolarsYstems  die  Perpendikel  füllt  auf  A\t 
Seiten  flach  eil  eines  beliebigen  Pol  arte  traeder*. 
die  Lungen  derselben  mit  den  gleichlaufenden 
Tetruederhoheu  multipliziert  und  die  negatife 
Summe  der  reziproken  Produkte  bildet,  so  erhiU 
man  einen  konstanten  Wert,  der  gleich  ist  der 
Summe  der  reziproken  Potenzen  der  Punktinroln- 
tiouen  auf  den  drei  Hauptaxen  des  Polarsystem?« 
.\uch  das  erste  olvn  gefundene  Resultat: 

'       ^       1        I  |_   mmi        t 

P.H,     ■      P^IL    ■"         P^*xn^A.xBC\  "^    lüm,  *   k* 

lal'st  sich  als  Satz  aussprechen,  neun  wir  die  beiden  koo- 
jiigierteii  Strahlen  :?l  i^  =  >  und  v^  i'  =  c?|  des  räumlichen 
Polarsi\-stems  festhalten  mit  den  ihnen  sugehurigen  Punkt- 
iuvolutiouon.  wvHlun  h  der^*u  Mittelpunkte  m  und  m,  fest  Weihen, 
el»eus*.>  wie  der  zu  ci  par.illele  Purchm^^'^ser  A  und  die  lU- 
g^horige  PunktiuY.^Iutiou  Z*.*,  also  die  ganze  n^hte  Seite  der 
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letzten  Gleichung,  während  auf  der  linken  Seite  das  durch 
die  Kante  5,  =s  |g3)|  gelegte  Paar  konjugierter  Ebenen  der 
zugehörigen  Ebeneninvolution  verändert  wird;  wir  erhalten 
also  folgenden  Satz: 

Sind  s  und  s,  zwei  konjugierte  Strahlen  eines 
räumlichen  Polarsystems,  und  nimmt  man  aus  der 
dem  Strahle  s^  zugehörigen  Ebeneninvolution  ir- 
gend ein  Paar  konjugierter  Ebenen,  welches  von 
dem  konjugierten  Strahle  s  in  den  Punkten  91  und 
93  getroffen  wird;  fällt  man  aus  diesen  Punkten 
die  Perpendikel  H^  H^  auf  die  beiden  konjugierten 
Ebenen  und  auch  aus  dem  Mittelpunkte  des  Polar- 
systems die  Perpendikel  1\  P^  auf  dieselben,  so 
ist  die  Summe: 

ptW + -phh  "  ''*''''*• 

Auch  die  beiden  übrigen  Eonstanten  C|  und  C3  lassen 
sich  vermittelst  des  gewählten  Systems  der  konjugierten  Durch- 
messer ABC  leicht  bestimmen. 

Wir  haben  nämlich  auf  S.  541  gefunden: 

hieraus  folgt  durch  Addition: 

und  da  in  dem  ebenen  Dreieck  ^2  21  93  der  bekannte  oben 
angewendete  Satz  gilt: 

auraerdem 

mim 
ist,  so  folgt: 

I;  (3R3l)*+  ^  {m^)' Pa-  Pv  |-S 

und  in  gleicher  Weise: 

^;^  (gjec)*  +  f,;  m^f  =  -  p«  -  Pc  -^;; , 

SchbOtbb,  Theor.  d.  Oberfl.  2.  Ordn.  35 
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woraus  folgt: 

=  -  {P^  +  Pi,  +  Pc) Pir. 

Dafs  dies  in  der  That  mit  dem  früher  gefundenen  Re- 
sultat I)  in  Übereinstimmung  ist,  können  wir  auch  leicht 
direkt  erkennen,  wenn  wir  die  vorige  Gleichung  so  schreiben: 

Denken  wir  uns  nun  eine  Kugel  dem  Tetraeder  nm- 
schrieben,  so  wird  m3l  .  m©  die  Potenz  des  Punktes  m  in 
Bezug  auf  die  umschriebene  Kugel  sein,  also,  wenn  c  c' die 
beiden  Punkte  sind,  in  welchen  die  dem  Tetraeder  (ÄSß'J) 
umschriebene  Kugel  dem  Durchmesser  C=  l'ÜÄmmil  begegnet» 
so  ist: 

m3l .  mSB  =  mc .  mc', 

oder,    wenn   wir   mit  O  den   Mittelpunkt   zwischen  c  c' be- 
zeichnen : 

=  (mO)^  — (Oc)% 
wir  haben  also: 

p^m%f+  g  mm* (mO)*-  -g^  +  (Oc»+Wm»)  J* 

und  ebenso: 

5cAn(5/+§(WS)f=-(m,Of.  J-^  +  (Oc'+ Wm|)J-»- 

Da  nun  nach  dem  bekannten  oben  angewendeten  Elc* 
mentarsatze : 

mitn     '    ^      '     ^      innii  ^  ^     * 

ist,  so  folgt: 

=  -  CiUO)'  +  (Oc)'  =  -mc .  Wc'  =  -  Pf 
w.  z.  b.  w. 

Endlich  erhalten  wir  durch  Multiplikation  der  beid«" 
früheren  Gleichungen: 


oder: 


B]  •  ä  '«^  •  "'«  •  («»)  •  (iB?l)  -  P^P. 
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P.      P*  ^A  •  ^c 


m^nd  ebenso: 


cüso: 

Es  ist  aber  offenbar: 

mm,  .  sin  (C,  [-4  JB])  =  i, 

xiro  h  die  kürzeste  Distanz  zwischen  den  beiden  Gegenkanten 
|S[SB|  und  |62)|  bedeutet,  und  das  Tetraedervolumen : 

6t?  =  (?l»)  .  (62))  .  k  .  sin  (|?IÖ|,  jiSS)!)' 

(S.  210),  folglich  erhalten  wir: 

was  unsere  obige  Relation  II)  ist.     (S.  539.) 

8  60.    Weitere  Beziehungen  metrischer  Art. 
Die  im  vorigen  Paragraphen  gefundene  Beziehung: 

^a  "^  ^6  ■*'  ^c       I ^p^sT  +  p,//»  +  ^jf^  +  pri/rl 

lafst  noch  eine  andere  Form  zu,  auf  welche  wir  hier   ein- 
gehen wollen. 

Wir  haben  oben  (S.  541)  gefunden: 

P^  =  m9l.m».^?^; 

mmi 
wenn  wir  aus  den  Punkten  91  und  'i)  die  Perpendikel  fllllen 
auf  die  Ebene  [6S)W1  oder  [BC]  (Fig.  26)  und   diese  Per- 
pendikel bezeichnen  durch 

P*  und     P* 

so  ist: 

Wir  haben  ferner  auf  S.  544  gefunden: 


folglich : 


OK  • 


548  §  60.    Weitere  Beziehungen  metrischef  Art. 

1        ,        1      1 ,      rnnti      J 

wo  k  die  kürzeste  Distanz  der  Oegenkanten  |%33|v  |@2)i  d» 
Tetraeders  bedeutet;  es  folgt  also: 

mm.   l  Pt^r  "^  P.H,  I  -  p«  ^^^ .  P*  ^«„         ** 

(aD9K]         ICD  9^ 

Endlich  haben  wir  auf  S.  541  die  Beziehung  ermittelt: 

Pt_iPji_  3nmi 
i/,  ■+"  if,  ■"  mm,  ' 

also  können  wir  die  vorige  Beziehung  auch  so  schreiben: 

In   gleicher  Weise  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Kante  |62)| 
an  Stelle  der  Kante  |$13)|  setzen: 

(ä^  +  M)  (p^Ss  +  PTiT^l  ?^^        Tp^.T,"^"*^' 

(«991]  [fl«9t1 

Solcher  Beziehungen  können  wir  jetzt  för  jedes  der  dro 
Paare  Uegenkanten  des  Tetraeders  (%$6S))  zwei  aa&ieUefii 
und  alle  sechs  Gleichungen  addieren;  auf  der  rechten  Seite 
vom  Gleichheitszeichen  tritt  dann  zuerst  als  negativer  Teil 
eine  Summe  von  sechs  Gliedern  auf,  die  wir  der  KQrze  wegeo 
durch  ein  Summenzeichen  ausdrücken,  indem  wir  nur  eiB 
allgemeines  Glied  der  Summe   hinschreiben,   also: 

—  ^J«)  r^ ^ , 

sodann,  wenn  |(iDa»r  ^Idxwi 

k  die  kürzeste  Entfernung  der  Gegenkanten  |9lö|  und   ^l\ 

^>»         V  „  „  „  :913),    „    M 

bezeichnet,  als  positiver  Teil: 

'^  ( T«~  +  F  +  m»)  ' 
eine  Gröfse,  die  wir  bekanntlich  ersetzen  können  durch: 

*)    Eine    von  P.  Joachimsthal    angegebene    Beziehung   (verÄ^- 
R.  Baltzer:  Die  Elemente  der  Mathematik.  Buch  VI,  §6,  S.  351). 
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bezeichnen   wir   endlich   zur    Abkürzung    die   Produkte   und 
Quotienten : 

1  1  1  1 

Pi  _  Pt_  _  Pj  _  Pa 

so  giebt  die  Summe  der  obigen  sechs  Gleichungen  folgendes 
Hesultat: 

(Pl  +P2)  («!  +  «2)  +  (Ps  +Pi)  (?S  +  «4) 
H- CPi  H-Ps)  («1  +  «3)  +  O2 +P4)  (^2  +  «4) 

H-  Cpi  +Pi)  (ff  i + «4) + (P2  +P3)  («2 + 33) 


p» 


Die  ausgeführte  Multiplikation  auf  der  linken  Seite  vom 
Crleichheitszeichen  giebt  24  Glieder ,  die  sich  offenbar  so  zu- 
sammenziehen lassen: 

2{Pi  «I  +P2  «2  +P3«3  +P4  «4} 

+  {Pi  +P2  +P3  +P4  }  {9i  +  ?2  +  «3  +  34}. 
Da  aber 

Ptit  +P2?2+P3«3+P4  34  "]^+^+]|2  +  ;^2 

nnd  (S.  542) 

?i  +  ?2  +  «3  +  «4  =  1 
ist;  SO  folgt  die  merkwürdige  Beziehung: 

^)  p:b;  +  p,if,  +  p,H,  +  p;^,  —  2^ 

oder  nach  dem  Obigen  (S.  544,  III)): 

Pa^   P,^    Pc  ^       P^  P^ 

oder,  wenn  wir  die  frühere  Bezeichnung  restituieren: 


91  9 


2 


1 


d.h.:  Wenn  man  in  einem  räumlichen  Polarsystem, 
dessen  Mittelpunkt  ""Sl  ist,  ein  beliebiges  Polar- 
tetraeder (9[93(^^)  nimmt,  so  ist  jede  Kante  des- 
selben der  Träger  einer  Punktinvolution;  multi- 
pliziert  man    die    Potenz    dieser   Punktinvolution 
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mit  dem  Quadrate  des  Sinus  des  Neigungswinkels 
ihrer  Richtung  gegen  die  konjugierte  Ebene  durch 
den  Mittelpunkt  ''M,  so  wird  die  Summe  der  rezipro- 
ken Werte  dieser  sechs  Produkte  konstant  sein, 
nämlich  gleich  der  Summe  der  reziproken  Werte 
der  Potenzen  der  drei  Puuktinvolutionen  auf  den 
Hauptaxen  des  Polarsystems. 

Aber  die  Relation  I)  selbst,  in  der  Form  geschrieben: 

liefert  einen  von  der  Theorie  der  konjugierten  Durchmesser 
unabhängigen  geometrischen  Satz,  wenn  wir  nur  bedenken, 
dafs  1\H^  etc.  ebenfalls   solche  Perpendikel    sind,   wie  sie 

unter  dem  Summenzeichen    ^e  stehen,  nämlich  P|  das  aoi 

Wl  auf  [:23(SS]  herabgelassene  Pespendikel  und  H^  das  am  S 
auf  [$  (^3)]  herabgelassene  Perpendikel  u.  s.f. ;  wir  können  abo 
die  vier  ersten  Glieder  der  letzten  Gleichung  mit  den  secb 
übrigen  vereinigen,  wenn  wir  den  vier  Punkten  ?18Ü2 
im  Raunie  den  fünften  Punkt  ''JDi  als  gleichwertig  hinzdSgen 
und  die  Auffassung  fallen  lassen,  dafs  "^l  der  Mittelpankt 
und  91'^  (SS)  die  Ecken  eines  Polartetraeders  im  räumlkfaen 
Polarsystem  sein  sollen.     Dies  liefert  folgenden  Satz: 

Wenn  man  fünf  beliebige  Punkte  im  Räume 
hat,  so  kann  man  je  drei  derselben  durch  eine 
Ebene  verbinden  und  aus  den  beiden  übrigen  die 
Perpendikel  auf  diese  Ebene  herablassen;  das  Pro- 
dukt dieser  beiden  Perpendikel  wird  negativ  oder 
positiv  sein,  je  nachdem  die  Ebene  diese  beiden 
Punkte  trennt  oder  nicht  trennt;  man  erhält  im 
ganzen  zehn  solcher  Produkte;  die  algebraische 
Summe  der  reziproken  Werte  dieser  zehn  Pro- 
dukte ist  null.*) 

Wir  können  diesen   interessanten  Satz   auch   direkt  be- 
weisen, wenn  wir  vorausschicken  folgenden 

Uilfssatz: 

Wenn  zwei  im  Räume  sich   nicht  treffende  Ge- 

*)  V.  Staudt  a.  a.  O.  S.  68. 
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rade  s  und  s^  gegeben  sind,  und  durch  s  drei  be- 
liebige Ebenen  s^  s,^  s^  gelegt  werden,  welche  der 
Geraden  5)  in  den  Punkten  aj  a2  a^  begegnen,  wenn 
man  ferner  aus  je  zweien  dieser  Punkte  auf  die 
Ebene,  welche  durch  den  dritten  Punkt  geht, 
Perpendikel  herabläfst  und  die  Summe  der  rezi- 
proken Produkte  dieser  Perpendikel  bildet,  so  er- 
halt man  das  reziproke  Quadrat  des  kürzesten  Ab- 
standes  zwischen  den  beiden  Geraden  ss^,  oder  in 
Zeichen: 

_l_+-l_  +  _? J. 

pO,  pO,    ^       0,      a.    n-      a,      o,  ^t  » 

wo  P^*   das  Perpendikel  aus  dem  Punkte  a,  auf  die  Ebene 

Bk  bedeutet  und  A;  die  kürzeste  Entfernung  zwischen  den  ge- 
gebenen beiden  Geraden  s  und  s^  bezeichnet. 

Zum  Beweise  dieses  Satzes  durchschneiden  wir  die  Figur 
durch  eine  Transversalebene  £,  welche  auf  dem  Strahle  s 
rechtwinklig  stehe  in  dem  Punkte  O;  läfst  man  von  aia.^aj 
die  drei  Perpendikel  auf  diese  Ebene  herab,  und  seien  die 
Falspunkte  derselben  bi  bj  63 ,  so  gilt  der  Satz  : 

bf  bf .  bf  b«     bs  bj .  bf  bi      bsbi .  bj  bt 

Nun  ist  aber: 

hik  ==a,aA.sin(5,  5,) 

andy  wenn  hi  das  Perpendikel  bezeichnet,  welches  von  a,  auf 
die  Gerade  s  herabgelassen  wird: 

wonach  die  vorige  Beziehung  die  Gestalt  annimmt: 

jlJ  1,2  ,2 

.-'^i  _  +  _..  ^ 1.  — ?.».      =sin2  (s,  sX 

Nehmen  wir  nun  in  dem  Strahle  s  zwei  beliebige  Punkte 
J(i  9I2  ^^f  dann  läfst  sich  das  Volumen  v  des  Tetraeders 
Hl  ^2  ^*  ^^  ^^  doppelter  Weise  ausdrücken : 

6 1;  =  (9t,  9t2) .  {at  at) .  sin  {s,s,).k=  (2t,  ^l,) .  Ä, .  PJ* 

pvoraus  folgt: 

a<  a*  .  sin  (5,  s,) .  Ä  =  ä,  .  P"* , 
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und  diese  Werte^  in  die  letzte  Beziehung  eingesetzt,  geben 
den  zu  beweisenden  Satz: 

l + l .L L___L 

p^ .  p."      f':  .  p"'       p!'  .  P^       ** 

Auf  diesen  Satz  uns  stützend  nehmen  wir  ein 
liebiges  Tetraeder  (^l  33  62))  und  irgend  einen  Punkt  TO 
Räume  an^  ziehen  durch  W  die  einzige  Gerade,  welche  d< 
Paare  von  Gegenkanten  \%^\  und  | @ ^ |  in  den  Punkten,  m 
und  nti  begegnet,  und  legen  die  Ebene  [€^  W],  dann  gi^sbt 
der  vorige  Satz  die  Beziehung: 

y I ! L___L__« L 

m  59  ~»  m  %  T"      %  9  j^t^ 

WO  k  die  kürzeste  Distanz  zwischen  den  Gegenkanten  |W^  6 
und  |(S^|  bedeutet 
Nun  ist  aber: 

»91  TT  T»9R 


p'«  TT  p3«  p 

p9  TT  pW  p 

-^[«(53)3  -"2»    -^[«(13)]  '*^2» 


und 

woraus  folgt: 


mm,  l  P,  /f,  "^  P,ir,  I  ""  ifc«  p«  „« 


Bemerken  wir  noch  die  Verhältnisse: 
m33        M»C5X)]      SW  mj  P| 


also 


und  ebenso 


so  folgt 


«33  i/,      '    mmi         p™ 

^m,     m  8        P, 
mm,  •  3l'©  "i/, 

aR_ni,     m «         P, 
"mm,  •  33ä  ""  fi,' 

3n  m,  _  P,    ,    P, 


m  m,        //j       -flj ' 
also  wird  unsere  vorige  Gleichung: 
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{jy|  +  ijl}  Xp^H,'^  P^H^  ~  Ä«         p« 


und  in  gleicher  Weise  erhalten  wir  durch  Yertauschung  des 
Paares  von  Oegenkanten  |^93|  und  |(S^|: 

Die  Summe  beider  Gleichungen  giebt: 

xiil'^wj  {p^  +  pTff,}  + 1^3  +  :^}  {p;h,'^p;hJ 

2  1  1 


Ä«  p«  p»  p«  p3> 

und  solcher  Gleichungen  erhalten  wir  drei,  indem  jedes  Paar 
von  Gegenkanten  auf  eine  führt.  Bezeichnen  wir  daher  zur 
Abkürzung 

so  folgt: 

(Pi  +  Pt)  {Qi  +  ii)  +  (Pz  +  P*)  (?3  +  ffi) 

+    (Pl   +Pi)    (ffl  +  «3)    +    (P2+P4)    («2  +  «<) 
+    (Pl  +  Pi)    (?1   +  34)    +    (P2  +  P3)    («2  +  33) 

=  2 1^+ Jr + 1.)  -  2r)  -H — ^»— • 

Da  nun  bekanntlich 

M  T  it   "T  «.t  "    172      r    wa    T    Tfi    T 


ifc«  ^  «•     »   w«         ffa     r  j^a    -r   ^2    -r  ^2 

12  3  4 

ist,  und  die  aus  24  Termen  bestehende  Summe  von  Produkten 
auf  der  linken  Seite  vom  Gleichheitszeichen  sich  zusammen- 
zieht auf: 

2    {Pl3l+P2  32+P3«3+P4  34) 
+    [Px  +1>2  +P3  +P4}  Wl  +  «2  +  «3  +?4>  » 

anfserdem  aber 

Plffl   +P2ff2+P3«3+P4ff4  =  :^+   -4^+     i    +-^2 

1  2  3  4 

und  g,  +  g^+g3  +  g^  =   1 

wird,  so  folgt: 

1        ,       1       ,       1       ,       1  ___  "^ 1 

PTSi"*"  P,H,  ^"PaH,  ■T'P4i^4~        ^^^     p«  p»  ' 
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oder  auch 

2 


(*) 


1 


+  5' 


91  9 


=  0, 


oder  endlich,   wenn  wir   den  willkürlichen  fOnften  Punkt  ^K 
der  Konformität  wegen  durch  (S  ersetzen: 

1 


2 


(10)    — , 


P*  P* 


=  0,  w.  z.  b.  w. 


Durch    besondere    Annahme    der    fttnf    willkürlich  im 

Räume  zu  wählenden  Punkte  er- 
geben sich  viele  spezielle  Sätze, 
die  hier  nicht  angeführt  werden 
sollen.  Wir  wollen  nur  noch  kun 
den  analogen  Satz  der  Ebene  ab- 
leiten : 

Sind  913)6  die  Ecken  einei 
ebenen  Dreiecks,  ^{  ein  beliebiger 
vierter  Punkt  der  Ebene  und  trifi 
\m%\  die  Gegenseite  |^6,  in  n, 
so  ist  bekanntlich    (Fig.  27): 
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(«ey 


+ 


1. 


mS3.m(5 

Ferner,  wenn  hxh^^^  die  Höhen  des  Dreiecks  ?löiS  und 
PxPiPi  die  Perpendikel  aus  ^t  auf  die  Dreiecksseiten  sind,  ist: 


»» 


(31  m) .  P"  ,,  =  (m  ®) .  A,  =  (Ö  «) .  i>3  • 


(31  m) .  1%^^  =  (m  ^) .  A,  =  («  31) .  p, . 
(31  iS)  .  A,  =  {i5  :ö) .  A,  =  (iö  31) .  A,, 


A|-Pi 


51m« 
m53.m(5 


(5  m. CS  33         Pt 
5133«  Aj 


33m 
woraus  sich  ergiebt: 

1  .  Ä,  —  p, 


^«     __  _Aj_     /A|  ~  p A 
.33(5         Pj'ä,       V    Ä|     /' 


•P 


|9l«| 
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oder  auch: 

Wenn  wir  jetzt  in  gleicher  Weise  von  den  Ecken  23 
und  (^  aus  operieren ,  wie  bisher  von  der  Ecke  %  aus  und 
die  erhaltenen  Gleichungen  addieren,  so  folgt  wegen  der 
Bedingung: 

die  Gleichung: 

oder,   wenn  wir  der  Konformität  wegen   den  Buchstaben  ^ 
durch  !D  ersetzen: 

laDi  i<i2>i 
d.  h.:  Wenn  man  vier  beliebige  Punkte  in  derEbene 
hat,  jezwei  derselben  durch  eineGerade  verbindet 
und  aus  den  übrigen  die  beiden  Perpendikel  auf 
diese  Gerade  fällt,  so  wird  das  Produkt  derselben 
negativ  oder  positiv  sein,  je  nachdem  die  verbin- 
dende Gerade  die  beiden  übrigen  Punkte  trennt  oder 
nicht  trennt;  die  algebraische  Summe  der  rezi- 
proken Werte  der  dadurch  erhalteneu  sechs  Pro- 
dukte ist  Null. 

Auch  hier  ergeben  sich  durch  besondere  Annahme  der 
vier  willkürlich  zu  wählenden  Punkte  specielle  Sätze,  deren 
Aufsuchung  wir  dem  Leser  überlassen. 

Betrachtet  man  dagegen  ^$(S  als  ein  Polardreieck  und 
W  als  den  Mittelpunkt  eines  ebenen  Polarsystems,  so  ist 
l'^ySl^l  ein  Durchmesser  A  und  die  durch  VI  zu  | :tB 6 1  parallel 
gezogene  Gerade  der  konjugierte  Durchmesser  B  für  dies 
Polarsystem,  und  es  sind  leicht  die  Potenzen  der  zugehörigen 
Punktinvolutionen  zu  ermitteln,  nämlich: 

PA  =  m%.  mm]  Pa  8m\A,B)  =  —  p,  (A,  -  p,), 

P^^rn^:B'^^^^miS]  PBsm^{Ä,B)  =  I%^^.^ 
folglich : 
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Pj^  8in«(:i,  B)  "»"  Pb  tm\A,  B)        fc,  -  p,  i  p«     .  p« 


3R«|         i9t«| 


» 


woraus  folgt,  wenn  P«  und  P»  die  Potenzen  der  PunktinTO- 
lutioneu  auf  den  Hauptaxen  des  Polarsystems  bedeuten: 

Gehen  wir  in  gleicher  Weise  von  der  Ecke  S  und  der 
Ecke  (E  des  Polardreiecks  aus  und  operieren  ebenso,  so  folgt 

durch  Addition,  da  r  +  ?  +  r^  =  1  wird : 


also  mit  Berücksichtigung  des  vorigen  Satzes  (S.  555): 
1     .     1 


"^  P~t^         {p,Ä,+ AÄ,  +  ft*;} 


Pa  -ö 


-+I 


l  1        T>ö  X>fl  "i" 


D*         pß  *^    pö  pH  *^    p«         p» 


Berücksichtigen  wir  die  bekannten  Beziehungen: 

P..P,    =2i>,i>,i>3.r  =  (2A)^^^ 

^Th.  d.  K.  S.lMl»),  wo  P*  die  Potenz  des  Punktes  ÜR  inBe 
zug  auf  den  dem  Dreieck  A  Ö  (5  umschriebenen  Kreis,  A  ^ 
Inhalt  des  Dreiecks  ?l  >?  C5,  /«i  A2  *j  ««ine  Hohen,  r  den 
Radius  des  umschriebenen  Kreises  und  p,  p,  p,  die  Perpen- 
dikel aus  l^i  auf  die  Dreiecksseiten  bedeuten,  so  folgt: 

eine  metrische  Beziehung,  die  auch  leicht  direkt  abgeleitei 
und  welcher  folgende  an  die  Seite  gestellt  werden  kann: 

Endlich  erwähnen  wir  noch  folgenden  Ausdruck  für  die 
Potenz  i*«: 

Wenn  man  durch  einen  Punkt  1^  in  der  Ebene  eisei 
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Dreiecks  ?l  33  6  Parallele  zieht  zu  den  Seiten  1 33  6 1,  1 6  21 1,  1 21  SB 

desselben,  welche  in  den  Punkten 
^1^2*  ^i^2>  CiC2  die  andern  Drei- 
ecksseiten treffen,  so  ist  allemal 
(Fig.  28): 

Pst  =  3)ia,  .  ma^  +  ^Jbi  .  mi^ 

Wir  unterdrücken  den  ele- 
mentaren Beweis  dieser  Beziehung, 
welche  als  besonderen  Fall  den  Pto- 
lemäus'schen  Satz  in  sich  schliefst, 
sowie  anderer  metrischen  Beziehungen,  die  sich  hieran  an- 
knüpfen lassen  und  eine  ergiebige  Quelle  für  geometrische 
Aufgaben  darbieten. 

§  61.    Die  FokIdkegelBchnitte  des  räumlichen 

Folarsystems.  *) 

Die  Oberfläche  zweiter  Ordnung  oder  das  sie  vertretende 
liLumliche  Polarsystem  besitzt  gewisse  Eigenschaften,  welche 
den  Eigenschaften  der  Brenupunkte  eines  Kegelschnitts  analog 
sind,  und  die  uns  im  Folgenden  beschäftigen  sollen. 

Die  Betrachtung  des  räumlichen  Polarsystems  (§  19  und 
§  55)  .hat  uns  gezeigt,  dafs  jeder  Punkt  im  Räume  der 
Mittelpunkt  eines  Polarbündels  wird,  indem  irgend  ein  durch 
diesen  Punkt  gezogener  Strahl  und  seine  Verbindungsebene 
mit  dem  konjugierten  Strahl  Polarstrahl  und  Polarebene  dieses 
Polarbündels  sind.  Wir  wissen  ferner  (§  10),  dafs  es  im 
Polarbündel  im  allgemeinen  sechs  Strahlen  (Brennstrahlen) 
^ebt,  deren  zugehörige  Ebeneninvolutionen  orthogonal  sind, 
also  giebt  es  auch  im  räumlichen  Polarsystem  durch 
einen  beliebigen  Punkt  im  allgemeinen  sechs 
Strahlen,  deren  zugehörige  Ebeneninvolutionen 
orthogonal  sind;  von  diesen  sind  allemal  zwei  reell  und 
die    vier   übrigen    imaginär.     Die    Gesamtheit   aller   solchen 


*)    Die    Haupteigenschaften    der   Fokal kegelschnitte    hat    zuerst 
^.  Chasles  in  seinem  Apercu  historique  sur  Torigine  et  )e  ddveloppe- 
ment  des  m^thodes  en  g<^oinetrie,  Edition  seconde  (1875),  Note  XXXI, 
ohne  Beweis  augegeben. 
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Strahlen,  welche  die  Äxen  orthogonaler  EbeneninvoIntioiKD 
im  räumlichen  Polarsysteme  sind,  bildet  einen  gewiaeo 
Strahleukomplex ,  von  welchem  wir  nur  besondere  Elemente 
hier  aufsuchen  wollen.  Es  kann  nämlich  vorkommen,  dtTs 
für  einen  besonderen  Punkt  '^^  im  Räume  die  beiden  reeUeo 
Brennstrahlen  des  zugeh5rigen  Polarbündels  zusammenfalleiL 
Ein  solches  besonderes  Polarbundel  '^^-^  wird  ein  rotatorisches, 
d.  h.  es  hat  nicht  nur  ein  Tripel  von  Hauptaxen,  sondern 
unendlich-viele ;  die  beiden  zusammenfallenden  Brennstrahlen 
bilden  eine  der  FTauptaxen,  und  die  beiden  andern  sind  in  der 
auf  ihr  rechtwinkligen  Ebene  irgend  ein  Paar  zu  einander 
rechtwinkliger  Strahlen.  In  dem  Falle,  dafs  das  Polar- 
bQndel  '^^^^  einen  reellen  Kemkegel  hat,  den  Berührungs* 
kegel  aus  '^?  an  die  KernHäche  F^^^  des  raumlichen  Polir- 
systems,  bedeutet  dies  also  so  viel,  als  die  Ermittelung 
solcher  Punkte  )^,  deren  Berührungskegel  an  eine 
Fläche  jP<^)  Rotationskegel  (Kreiskegel  oder  gerade 
Kegel)  werden;  aber  wir  können  von  der  Realität  absehen 
und  die  Frage  allgemeiner  stellen: 

Welche?  ist  der  Ort  solcher  Punkte  im  räum- 
lichen Polarsystem,  deren  zugehörige  PolarbOndel 
zwei  zusammenfallende  Fokalstrahlen  haben?  oder 
mit  andern  Worten:  Wo  liegen  solche  Punkte  im 
räumlichen  Polarsystem,  deren  zugehörige  Polar- 
bundel in  einer  ihrer  Ilauptebenen  eine  orthogo- 
nale Strahleninvolution  besitzen? 

Um  diese  Frage  zu  beantworten,  konstruieren  wir  va- 
nächst  zu  einem  beliebigen  Punkte  '^n  das  zugehörige  Polar- 
bündel '^?^->,  indem  wir  durch  ^^?  eine  veränderliche  Ebene 
£  legen  und  den  Pol  derselben  mit  ^n  durch  einen  Strahl 
/  verbinden;  dann  sind  /  und  €  Polarstrahl  und  Polarebene 
des  Polarbündels  '|'<^>.  Soll  nun  a  eine  Hauptaxe  diesem 
Polarbündels  sein,  so  mufs  zu  jeder  durch  a  gelegten  Ebene 
der  Polarstrahl  in  der  Norraalebenc  des  Strahles  a  liegen,  und 
soll  zugleich  a  die  Axe  einer  zugehörigen  orthogonalen  Ebenen- 
involution sein,  so  niuls  zu  jeder  durch  a  gelegten  Ebene  der 
Polarstrahl  normal  auf  dieser  Ebene  stehen.  Die  letztere  Be- 
dingung involviert  zugleich  die  erstere;  denn  sobald  zu  jeder 
darch  a  gelegten  Ebene  der  Polarstrahl   normal  ist,  werden 
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sämtliche  Polarstrahlen  zu  den  durch  a  gelegten  Ebenen  in 
der  Normalebene  des  Strahles  a  liegen ;  dieser  wird  also  eine 
Haaptaxe  des  Polarbündels  "üß^^^  sein.  Diese  Bedingung  ist 
zugleich  notwendig  und  hinreichend,  denn,  sobald  es  nur  eine 
Ebene  giebt  durch  a,  deren  Polarstrahl  nicht  auf  ihr  normal 
ist,  kann  zwar  a  noch  die  Axe  einer  orthogonalen  Ebenen- 
inYolution  im  räumlichen  Polarsystem  sein,  aber  nicht  mehr 
eine  Hauptaxe  des  Polarbündels  >^^^\  Nun  giebt  es  aber  im 
allgemeinen  durch  a  immer  eine  Ebene,  deren  Polarstrahl 
nicht  zu  ihr  normal  ist,  nämlich  diejenige,  welche  durch  a 
and  den  Mittelpunkt  W  des  räumlichen  Polarsystems  gelegt 
werden  kann.  Diese  ist  nämlich  eine  Durchmesserebene,  deren 
Pol  in  £^  liegt  in  einer  Richtung,  die  im  allgemeinen  nicht 
zu  ihr  normal  ist;  nur  in  dem  besonderen  Falle,  wenn  a  in 
einer  der  Hauptebenen  des  räumlichen  Polarsystems  liegt,  wird 
die  geforderte  Bedingung  erfüllt  werden  können. 

Wir  sehen  also,  dafs  die  gesuchten  Geraden  a  (d.  h.  die 
Rotationsaxen  rotatorischer  Polarbündel),  folglich  auch  die 
Punkte  ^  selbst  nur  aufgesucht  werden  dürfen  in 
einer  der  drei  Hauptebenen  des  räumlichen  Polar- 
systems, und  dafs  aufserhalb  derselben  überhaupt  keine 
Punkte  von  der  verlangten  Beschaffenheit  vorhanden  sein 
können.  Dadurch  wird  die  Ermittelung  der  Punkte  ^  und 
der  Axen  a  wesentlich  vereinfacht,  und  wir  durchmustern 
nunmehr  blofs  eijie  der  drei  Hauptebenen  des  räumlichen 
Polarsystems  und  übertragen  die  Betrachtung  auf  jede  der 
beiden  andern;  wir  setzen  dabei  eine  Mittelpunkisfläche  F^^^ 
voraus  und  wollen  die  Modifikation,  welche  für  den  Fall  der 
Paraboloide  eintritt,  besonders  behandeln. 

Nehmen  wir  in  einer  Hauptebene  des  räumlichen  Polar- 
systems eine  beliebige  Gerade  2  an,  so  wird  die  konjugierte 
Gerade  l^  auf  der  Hauptebene  senkrecht  stehen  in  einem 
Punkte  )),,  welcher  der  Pol  der  Geraden  l  ist  in  demjenigen 
ebenen  Polarsystem ,  welches  die  betrachtete  Hauptebene  ent- 
hält. Die  Gerade  2,  ist  der  Träger  einer  Punktinvolution, 
deren  Mittelpunkt  p,  ist;  nennen  wir  also  y  und  y'  irgend 
zwei  konjugierte  Punkte  desselben,  so  wird: 

)^\V  •  ^>iv'  =  konst. 
Zq  der  Ebene  [lyi]  ist  also  x    ^^r  I^ol  im  räumlichen  Polar- 
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System;  ein  Perpendikel  aus  dem  Punkte  ^'  auf  die  Ebese 
[{>:]  liegt  aber  notwendig  in  der  durch  7i  rechtwinklig  zo  / 
gelegten  Ebene,  weil  {  und  l^  selbst  in  rechtwinkligen  Riek- 
tungen  sich  finden.  Lassen  wir  daher  auch  aus  »),  ein  Per- 
pendikel  auf  l  herab,  dessen  Fufspunkt  q  sei,  so  wird  \fy^\ 
der  kürzeste  Abstand  zwischen  den  Geraden  l  und  {,  sein, 
und  wir  haben  in  dem  Dreieck  q  >:  jr',  dessen  Ebene  durch  2, 
geht  und  zu  {  normal  ist,  zwei  Höhen,  deren  Durchscbnitts- 
punkt  ))  heifse,  folglich  die  bekannte  Beziehung: 

Da  nun  das  Rechteck  !p|]c.))|^'  konstant  bleibt,  wenn  dis 
Punktepaar  >:  j:'  der  Punktinvolution  auf  {,  sich  Yenndert, 
da  femer  |^,q|  fest  bleibt,  so  wird  auch  der  Punkt  p  sich 
nicht  ändern;  wir  schlielsen  also: 

Wenn  man  um  eine  beliebige  Gerade  l  in  einer 
Hauptebene  des  raumlichen  Polarsystems  eine  ver- 
änderliche Ebene  dreht  und  aus  dem  Pole  dersel- 
ben ein  Perpendikel  auf  sie  herabläfst,  so  trifft 
dasselbe  die  Hauptebene  in  einem  unveränder- 
lichen Punkte  p. 

Wir  haben  hierdurch  eine  neue  Abhängigkeit  in  onse- 
rem  Operationsfelde  hergestellt,  indem  wir  einer  beliebigen 
Geraden  l  einen  bestimmten  Punkt  )>  zuordnen.  Die  Kon- 
struktion dieses  zugeordneten  Punktes  ))  geschieht  so: 

Die  Gerade  l  habe  zum  Pol  in  dem  gegebenen  Polar- 
systeme, dessen  Träger  die  betrachtete  Hauptebene  ist,  einen 
bestimmten  Punkt  ))|  derselben;  aus  pi  fällt  man  das  Perpen- 
dikel I  )>,  q  auf  /  und  errichtet  in  p|  das  Perpendikel  Ix  ^^ 
der  Hauptebene;  /,  ist  der  Tmger  einer  bestimmten  dem 
räumlichen  Polarsystem  zugehörigen  Punktinvolution ,  deren 
Potenz  J^p,  sei ;  ist  ):  y:  ein  beliebiges  Punktepaar  dieser  Punkt- 
involution, so  wird  der  Höhenpunkt  des  Dreiecks  qpj  der 
gesuchte  Punkt  )>  sein^  welcher  durch  die  Bedingung  be- 
stimmt wird: 

Wir  wollen  jetzt  nachweisen,  dafs  die  so  zusammen- 
gehörigen Elemente  ^j  und  /  Pol  und  Polare  eines 
neuen    ebenen    Polarsystems    in    der    betrachteten 
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Haaptebene  sind,  welches  mit  dem  ebenen  Polarsystem 
des  Hauptsehnittes  in  nahem  Zusammenhange  steht. 

Nennen  wir  W  den  Mittelpunkt,  ab  c  die  drei  Uaupt- 
axen  des  raumlichen  Folarsystems,  die  Potenzen  der  ihnen 
zugehörigen  Punktinvolutionen: 

Pa      Pö       Pc 

und  operieren  zunächst  in  der  Hauptebene  [ab].  Wir  wählen 
unter  allen  Geraden  l  derselben,  deren  zugehörige  Punkte  ^ 
wir  konstruieren;  zuerst  solche,  die  zur  b-Axe  parallel  laufen; 
wird  die  a-Axe  von  einer  solchen  Geraden  {  in  q  getroffen, 
80  ist  ihr  Pol  p,  durch  die  Bedingung  bestimmt: 

m<\  .m\>^  =  Pa, 
und    das   in  p,   auf  der  [a 6] -Ebene   errichtete  Perpendikel^ 

welches    parallel    zur 
cpjx'e  c-Axe  ist,   trägt  eine 

Punktinvolutibn,  deren 
Potenz  wir  leicht  er^ 
mittein;  in  der  [ac]- 
Ebene  sind  nämlich  die 
a-Axe  und  die  c-Axe 
die  Hauptaxen  des 
ebenen  Polarsystems , 
und  es  verhält  sich 
bekanntlich : 

Pp.  :P,  =  ^),q:^iq, 
[denn  es  ist  (Fig.  29) 

Pv.  =  \>\V'Vxr 


U'Axf 


Flg.    S9. 


und  da  ^),j:'  =  5)i^'  ist,  so  folgt: 

Pp.  :  Pc  =  )>,  V  :  >I)il)  =  <),  q  :  3)^l]. 
Da  nun  der  Punkt  ^  bestimmt  wird  durch  die  Bedingung: 


oder 


^q-P.V  +  ^c|^  =  0, 


so  folgt: 

SosB&ncB,  Theor   d.  Oberfl.  2.  Ordu. 


36 
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also  erhalten  wir: 

Kq.  l>ip=P.  —  Pc 

Hieraus  folgt,  dafs,  während  die  Gerade  1  parallel  zur  h-kie 
sich  bewegt  and  die  a-Axe  in  q  schneidet,  der  zugehörige 
Punkt  p  auf  der  a-Axe  sich  so  Terandert,  da&  das  Pankte- 
paar  p  q  eine  neue  PunktinTolution  auf  der  a-Axe  d'urchläofi, 
deren  Mittelpunkt  'Si  und  deren  Potenz  P«  —  Pc  ist 

In  gleicher  Weise  erkennen  wir,  dafs,  wenn  die  tiende 
{  sich  parallel  zur  a-Axe  Terschiebt,  und  die  fr-Axe  in  einem 
Punkte  q  schneidet^  der  zugehörige  Punkt  p  auf  der  6-Axe 
sich  derart  verändert,  dals  p  q  ein  Punktepaar  einer  neaen 
Punktinvolution  wird,  deren  Mittelpunkt  ^}K  und  deren  Potenz 
P»  -  P,  ist. 

Von  diesen  beiden  besonderen  Lagen  der  Geraden  /  in 
der  [cfbj- Ebene  gehen  wir  nun  zu  der  allgemeinen  Lage 
dieser  Geraden  über  i^Hg.  ÄJ»;  mi^e  sie  die  a-Axe  und  die 
b-Axe  in  den  Punkten  q«  und  q»  treffen,  und  seien  die  in- 
gehörigen,  soeben  ermittelten  Punkte  p^  und  p»,  also: 

Kq.  .  Äp.  =  P-  -  1\ 
Äq*  .  Äp,  =  P»  -  P.. 

Neunen  wir  pj  und  p^  diejenigen  beiden  Punkte  auf  der 
a-Axe  und  6-Axe.  welche  in  den  ursprünglichen  zugehörigen 


I 
^ ^ 
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INuiktinvolutionen   dt»n    Punkten    a.    und  q*    konjugiert  *i 
abo: 
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80  wird: 
also 


Pa  =  9.V  qa   .   m  Va 

3Rq«  .  ^(fa'^a  =  ?c  =  3Kqft  .  ^Jtpi; 


Ziehen  wir  nun  durch  )fa  und  ^^  Parallele  zu  den  beiden 
Hauptaxen  in  der  [a2»]- Ebene,  die  sich  in  ^  treffen,  und 
auch  durch  )pa  und  ))^  Parallele  zu  den  Hauptaxen,  die  sich 
in  !p'  ti'effen,  so  können  p,,  pa  und  p^p^  ^^^  die  Katheten 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks  aufgefalst  werden,  dessen 
Hypotenuse  pp'  ist;  ferner  sind  auch  5)Jqa  und  >J)iq6  die 
Katheten  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen  Hypotenuse 
die  Gerade  l  bildet,  und  da  die  Katheten  beider  rechtwinkli- 
gen Dreiecke  proportional  sind,  so  sind  dieselben  ähnlich, 
also  ihre  Winkel  gleich,  d.  h.: 

Z.pp>;  =  Z.q6q«^3)i, 

folglich  ist  Ipp'l  rechtwinklig  auf  Z,  oder  umgekehrt:  der 
Funkt  p  liegt  in  dem  Perpendikel,  welches  aus  p'  auf  die 
Gerade  l  gefällt  ist;  p'  ist  aber  der  Pol  der  Geraden  l  in  dem 
ebenen  Polarsystem,  welches  der  Hauptebene  [ah]  zugehört. 
Denken  wir  uns  nun  in  p'  das  Perpendikel  auf  der  [ai]-Ebene 
errichtet,  so  ist  dasselbe  parallel  der  c-Axe  und  der  Träger 
einer  Punktinvolution,  deren  Potenz  1\  durch  die  Potenz 
Pc  leicht  ausgedrückt  wird.  Es  verhält  sich  nämlich  1\  zu 
Pe,  wie  die  Abstände  der  Punkte  p'  und  W  von  der  Geraden 
/,   oder,  da  der  letztere  Abstand  wegen   der  Ähnlichkeit  der 

Dreiecke,  =  Wq«  •  ~'  "  ,  so  folgt: 

*''  =    -     *>  ^  •  ^JP 

oder,  da  Pc  =  "iMtq«  •  Va\^'a  ist,  wie  wir  eben  gesehen  haben, 
so  wird:  p    _i_  s*'  ^     s/s* (\ 

d.  h. :  Wenn  die  Gerade  /  beliebig  in  der  [ai]- Ebene  an- 
genommen wird,  so  bestimme  man  ihren  Pol  p'  in  demjeni- 
gen ebenen  Polarsystem,    welches  der  [a6J -Ebene  zugehört, 

36* 
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falle  das  Perpendikel  p'(\  aus  ^'  auf  l  und  bestimnie  auf 
demselben  den  Punkt  p  so,  dafs: 

^)' q  .  ^)>  +  P,=  0 

wird,  wo  Pp'  die  Potenz  derjenigen  Punktinvolution  bedeotety 
welche  dem  in  p'  auf  der  Ebene  [a  b]  errichteten  Perpen- 
dikel zugehört;  dies  ist  aber  identisch  mit  der  früheren  Kon- 
struktion, die  wir  jetzt  durch  folgende  neue  ersetzen  können: 
In  der  [a{)]- Ebene  werden  auf  den  beiden  Haoptaien 
zwei  neue  Punktinvolutionen  konstruiert,  welche  ysi  zum  g^ 
meinschaftlichen  Mittelpunkt  und  zu  Potenzen  haben: 

auf  der  a-Axe:  auf  der  b-Axe: 

J.  a  -^  c  ■'-  b  -■  c ) 

schneidet  irgend  eine  Gerade  l  die  Trager  der  beiden 
Punktinvolutionen  in  qa  und  q^,  deren  konjugierte  Punkte 
Va  uud  p6  sind,  so  treffen  sich  die  durch  )>«  und  p»  zu  den 
Ilauptaxen  parallel  gezogenen  Geraden  in  dem  Punkte  p,  * 
welcher  der  Geraden  /  zugeordnet  wird.  Dies  ist  aber  nicht« 
anderes,  als  die  bekannte  Konstruktion  eines  ebenen  Polar- 
systems (Th.  d.  K.  S.  411  ff.),  von  welchem  m  der  Mittel- 
punkt, die  a-Axe  und  die  b-Axe  die  Hauptaxen,  die  Potenien 
der  zugehörigen  Punktinvolutionen  aber 

l\  —  P,     und     P,  -  Pc 

sind.  Wir  haben  also  nachgewiesen,  dafs  die  durch  obige 
Konstruktion  einander  zugeordneten  Elemente  /  und  ]p  Polare 
und  Pol  dieses  neuen  ebenen  Polarsyst-ems  sind,  weiches  wir 
auf  dorn  Trager  [ci  h']  konstruiert  haben.  —  Das  in  dieser 
Weise  auf  der  [<i  ?*  -Ebene  konstruierte  neue  Polarsystem  be 
sitxt^  wie  wir  wissen,  im  allgemeinen  eine  einfache  Mannigfaltig- 
keit sidchor  besonderen  Strahlen  /,  deren  Pole  p  in  ihnen 
selbst  liegen  inler  mit  ihnen  incident  sind;  diese  besonderen 
Strahlen  /  sind  die  Tangenten  eines  gewissen  Kemkegel- 
Nohnitts    >{'")    und    die    incidenien    Pole    p    die    BerOhrungs- 

punkte  der  Tangenten  mit  diesem  Kegelschnitt;  derselbe 
kann »  je  nach  der  Natur  des  Poiarsystems  reell  oder  imagi* 
u&r  M'in. 

A  I  wne  Tangente  des  Kemkegelscbnitts  Ä^*^*  und  t  ikr 
Mliq^Bkt;   sei   ferner  /,   die  konjugierte  Gerade  ri« 
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t  im  räumlichen  Polarsystem,  d.  h.  das  in  dem  Punkte  t,, 
dem  Pol  der  Geraden  t,  errichtete  Perpendikel  auf  der  Ebene 
[ab].  Da  t  und  t  incidente  Elemente  des  neuen  ebenen 
Polarsystems  sind,  so  mufs  t  der  Fufspunkt  des  aus  t|  auf  t 
herabgelassenen  Perpendikels  sein,  folglich  ist  tti  die 
kürzeste  Entfernung  zwischen  den  Geraden  t  und  t^,  die  auf 
beiden  normal  steht. 

Der  Konstruktion  zufolge  ist  nun,  da  in  unserm  besonde- 
ren Falle  q  und  p  in  t  zusammenfallen: 

(t,tr  +  p,,  =  o, 

oder,  wenn  xv  irgend  ein  Paar  konjugierter  Punkte  der- 
jenigen Punktinvolution  ist,  welche  der  Geraden  t^  zugehört: 

t, ): .  t, ):' +  (t,  t)^  =  0 

und  hieraus  folgt ,  dafs  die  Strahlen  t  X  und  t  x  ^u  einan- 
der rechtwinklig  sein  müssen,  folglich  auch  die  Ebenen  [fr] 
und  {ßx'],  d.h.  die  dem  Strahl  f  zugehörige  Ebeneninvolution 
im  räumlichen  Polarsystem  ist  eine  orthogonale.  Zweitens 
besitzt  aber  der  Punkt  t  die  Eigenschaft,  dals  der  Pol  der 
Ebene  [t  f  J  auf  t  liegt,  und  diese  Ebene  [t  t^  \  auf  dem  Strahl 
t  normal  steht,  folglich  ist  t  notwendig  eine  Hauptaxe  des 
Polarbündels,  welches  dem  Punkte  t  im  räumlichen  Polar- 
system zugehört.  Der  Punkt  t  hat  also  die  zu  Anfang  ge- 
forderte Eigenschaft,  dais  das  ihm  zugehörige  Polarbündel 
eine  Hauptaxe  hat,  deren  zugehörige  Ebeneninvolution  ortho- 
gonal ist,  oder,  was  dasselbe  sagt,  dals  seine  beiden  reellen 
Fokalstrahlen  zusammenfallen;  nennen  wir  demgemäls  ein 
solches  Polarbündel,  bei  welchem  die  einer  Hauptaxe  zu- 
gehörige Ebeneninvolution  eine  orthogonale  ist,  ein  rota- 
torisches Polar bündel,  so  können  wir  folgendes  Resultat 
aussprechen : 

Im  räumlichen  Polarsystem  kommt  es  im  all- 
gemeinen unendlich  oft  vor,  dafs  das  einem  Punkte 
t  zugehörige  Polarbündel  ein  rotatorisches  ist; 
solche  Punkte  (t)  liegen  in  den  drei  Hauptebenen  des 
räumlichen  Polarsystems  und  bilden  in  jeder  der- 
selben einen  (reellen  oder  imaginären)  Kegel- 
schnitt, der  als  der  Kernkegelschnitt  des  oben 
konstruierten  ebenen  Polarsystems  gefunden  wird. 
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Die    Roiaiionsaxen    dieser    PoUrbfindel    sind  die 
Tangenten  des  Kernkegelschnitts. 

Wollen  wir  uns  nur  aof  den  reellen  Fall  beachrinken. 
indem  wir  statt  des  räumlichen  Polarsystems  eine  reelle 
Fläche  i^**  und  statt  eines  PolarbundeU  den  Berühiuiig»- 
kegel  ans  einem  Punkte  an  die  Flache  JF^'>  setzen,  so  würde 
der  Auik>pruch  so  lauten: 

Der  Ort  solcher  Punkte,  Ton  denen  aus  «ich 
au  eine  gegebene  Oberfläche  zweiter  Ordnung  F^ 
ein  gerader  Beröhrungskegel  fRotationskegtfli 
legen  läTst,  besteht  aus  drei  Kegelschnitten, 
deren  jeder  in  einer  der  drei  Hauptebenen  der  /'*^' 
liegt.*' 

Endlich  können  wir  auch  statt  der  Punkte  t  die  Geraden 
/  auffassen  und  folgendes  Resultat  aussprechen: 

Im  räumlicheu  PolarsTstem  giebt  es  unendlich- 
riele  besondere  Strahlen  /.  in  denen  zwei  Fokal- 
strahlen eines  dem  räumlichen  Polarsystem  zu- 
gehörigen Polarbündels  zusammenfallen.  Diese 
Strahlen  t  liegen  in  den  drei  Hauptebenen  des 
räumlichen  Polarsystems  und  sind  in  jeder  der- 
selben die  Tangenten  eines  bestimmten  Kegel- 
schnitts, der  als  Kerukegelsc  h  nitt  des  oben  kon- 
struierten ebenen  Polar^Tstems  gefunden  wird. 
Die  Mitielpuiikte  ^iieser  besonderen  Polarbündel 
sind  di»^  Be  r  Cl  hr  II  ügsp  unkte  des  K  er  nke  gel  Schnitts. 

W  ir  Hennen  diese  iu  lieu  tirei  Hauptebenen  des  räum- 
lichen Poiar>ys.tems  gefundenen  neuen  Kegelschnitte  die 
..Fokdlkei:  ei  schnitte"  de*  räamiichen  PolarsTstems  oder 
der  Fläche  1*.  O.  F-  und  h^ben  sie  detiniert  als  die  Kera- 
ket^?Uchn:tte  dreier  b*r>timni:en  ebenen  Polarsvsteme  in  den 
drei  HAui^tebenen.  l^lese  e*rt?nrn  PvUrsyäteme  sind  in  reeller 
Weise  und  iw^r  aiit  doj  j'*?lie  Art  Y>:n  uns  konstruiert  worden, 
eium^l.  indem  wir  r-eiiebig  ririe  P^are  Ton  Pol  und  Polare 
l  und  c    konstr^ert  haben,  und  zweitens,  indem  wir  auf  den 


•    Ih-rwc  5sits   bA5  rccTc  Stti-^r  :=  O-^lIe'*    J-ximAl  für  rem* 
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Hauptaxen,   welche  mit  denen   des  Hauptschnitts  zusammen- 
fallen, die  zugehörigen  Punktinvolutionen  ermittelt  haben. 

§  62.     Über  die  Natur  der  Fokalkegelschnitte. 
Wir  wollen  jetzt  die  Natur  der  Fokalkegelschnitte: 

C        ^al        <l 

ao  ac  oc 

in  den  drei  Hauptebenen  des  räumlichen  Polarsystems  unter- 
sachen,  indem  wir  zunächst  den  Mittelpunkt  '^i  desselben  als 
im  Endlichen  hegend  voraussetzen  und  bemerken,  daPs  der 
Eemkegelschuitt  eines  ebenen  Polarsjstems  eine  Ellipse 
ist,  wenn  die  Punktinvolutionen  auf  den  beiden  Hauptaxen 
desselben  beide  hyperbolisch  sind,  eine  Hyperbel,  wenn 
von  diesen  beiden  Punktinvolutionen  die  eine  elliptisch,  die 
andere  hyperbolisch,  endlich  ein  imaginärer  Kegel- 
schnitt ist,  wenn  beide  Punktinvolutionen  elliptisch  sind 
(Th.  d.  K.  S.  453);  ob  aber  eine  Punktinvolution  hyperbolisch 
oder  elliptisch  ist,  das  hängt  davon  ab,  ob  der  Wert  ihrer 
Potenz  positiv  oder  negativ  ist;  den  Fall  der  Paraboloide,  wenn 
9Ä  im  Unendlichen  liegt,  wollen  wir  besonders  behandeln  (§  63). 
Die  drei  ebenen  Polarsysteme  der  Fokalkegelschnitte  in 
den  Hauptebenen  des  räumlichen  Polarsystems  werden  be- 
stimmt durch  die  Potenzen  der  Punktinvolutionen  auf  den 
Hauptaxen,  deren  Werte  sind: 

.      ^(s)  iPa  —  L\   auf  der  a-Axe 

i^r  «„,     •     •     •     |p^   _p^     ^^      ^^     ft.Axe 

(2)  |P«  —  Pb  auf  der  a-Axe 

''    ^«c     •     •     •     |p^  _  J>,    „      „     c.Axe 

^(2)  iPb  —  Pa  auf  der    6- Axe 

and  von  diesen  sechs   Werten  sind   drei  entgegengesetzt  den 
drei  übrigen;  ferner  finden  die  Identitäten  statt: 

(i>.    -  P.)  +  {Pö    -    1\)  +  (Po  -   Pa)  =  0 
(P»    -   7'„)  +  (Po  -  1\)   +  (P«    -  Pc)  =  0. 

Wenn  wir  den  drei  Werten  P^  —  Po,  Pc  —  Pa» 
Pa  —  Pt  alle  möglichen  Vorzeichen  geben  wollen,  so  müssen 
wir  doch  den  Fall  ausschlielsen ,  dafs  alle  drei  positiv,  und 
den  Fall,  dafs  alle  drei  negativ  sind,   weil   dann  die  Summe 
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niemals  Null  werden  könnte;  die  drei  fibrigen  Werte 
Pc  —  P»,  P.  —  P,,  P»  —  P«  sind  aber  die  entgegen- 
gesetzten; wir  haben  demgemäfs  nar  6  Möglichkeiten: 

I.   '  II.  '  III.    IV.     V.  I  VI. 


P»  -  P.  1  +  1  + 

Pc   -    Po       +  - 

P-  -  P6     -  :  + 

P,  -  P.  1  -  i  - 

■Pb  J^a 


+  - ;  - 

-:+    + 

-.  +  i- 

-   +  + 


+ 

+ 


+  ;  -  ,  -    + 


+  - 

und  hieraus  ei^ebt  sich  für  die  Zusammeustellong  in  den 
drei  Hauptebenen: 


I.   I  II. 


IS)    ( 

l 


R 


& 


ac 


6e 


I 


Pa-Pc 
P,-Pc 

P.-P, 
Pc-    P^ 

P.   -   P. 
Pc    ~P. 


+ 


i  m. 

+   + 


IV. !  V.    VL 


-     + 


+ 
+ 


+ 
-     +  .  - 

I 

-   - :  + 


+ 

+ 
+ 


+ 
+ 


uud  hieraus  erkennen  wir,  dals  in  allen  sechs  überhaupt 
möglichen  Fällen  die  drei  Fokal kegelschniüe  immer  den- 
selben Charakter  habeu,  nämlich: 

Von  den  drei  Fokalkegelsehnitten  in  den  Haupt- 
ebenen eines  räumlichen  Polarsjstems  (mit  end- 
lichem Mittelpunkt)  ist  immer  einer  Ellipse,  der 
andere  Hyperbel  und  der  dritte  imaginär. 

Die  sechs  Möglichkeiten,  welche  wir  zu  unierscheideu 
hatten,  entsprechen  lediglich  den  verschiedenen  Anordnungen, 
denen,  die  Reihenfolge  der  drei  Werte  P«  -P*  Pe  ihrer  al- 
gebraischen Grölse  nach  unterworfen  werden  kann,  nämlich: 


I. 

i'6 

>  1' 

>   P.. 

11. 

p. 

>p» 

>   Pc 

111. 

i'* 

>  p. 

>    Pc 

IV. 

p. 

>    Pa 

>  p» 

V. 

/' 

>   P. 

>  p. 

VI. 

p,. 

>Pc 

>  p*. 
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Wie  aber  auch  die  drei  gegebenen  Gröfsen  P«  Pt  Pc 
ihren  Werten  nach  beschaffen  sein  mögen,  ob  positiv  oder 
negativ,  immer  werden  sie  sich  in  algebraischer  Aufeinander- 
folge anordnen  lassen,  und  immer  können  wir  die  Benennung 
der  drei  Hauptaxen  so  wählen,  dafs  ein  beliebiger  jener 
sechs  Fälle  eintritt.     Hierzu  wählen  wir  den  Fall  IL: 

P,>P,>Pc] 

unter  dieser  Voraussetzung  ist  der  Fokalkegekchnitt  in  der 
fa 6] -Ebene  EUipse,  in  der  [rtcj- Ebene  Hyperbel,  in  der 
[bc]- Ebene  imaginär,  und  wir  bezeichnen  die  drei  Fokal- 
kegelschnitte demgemäfs  durch: 

^2)  Jji^)  Ji2)  . 

ab  ac  bc 

Sie  stehen  mit  den  Kegelschnitten  in  den  drei  Haupt- 
ebenen, welche  dem  räumlichen  Polarsjstem  selbst  angehören, 
in  einem  einfachen  Zusammenhang;  da  nämlich  die  Axen 
des  Fokalkegelschuitts  uud  des  Hauptkegelschnitts  in  der- 
selben Hauptebene  zusammenfallen ,  die  zugehörigen  Potenzen 
aber  z.  B.  in  der  [a6]-Ebeiie  folgende  sind:  Für  den 

Hauptkegelschnitt:         Fokalkegelschnitt: 

Pb  i  h    —  Xc  , 

80  werden  die  Differenzen  einander  gleich  sein: 

Pa-Pb={Pa-Pc)-{Pb-   Pc), 

folglich  koinzidieren  die  Brennpunkte  beider  Kegelschnitte, 
d.  h.: 

Fokalkegelschnitt  und  Hauptkegelschuitt  in 
derselben  Hauptebene  des  räumlichen  Polarsystems 
sind  allemal  konfokale  Kegelschnitte. 

Der  Wert  P«  —  Pc  bestimmt  für  den  Fokalkegelschnitt 

JBa6  die  Scheitel  der  Fokalellipse  auf  der  a-Axe.  Derselbe 
Wert  in  der  Gestalt  geschrieben:    (^Pa  —  Pb)  -{Pc  —  Pb) 

bestimmt  in  der  [ao]-Ebene  für  den  Fokalkegelschnitt  H^c 
die  beiden  Brennpunkte  auf  der  a-Axe,  folglich  sind  die 
Scheitel  der  Fokalellipse  die  Brennpunkte  der  Fokalhyperbel, 
und  in  gleicher  Weise  folgt,  dafs  die  Scheitel  der  Fokal- 
hyperbel koinzidieren  mit  den  Brennpunkten  der  Fokalellipse. 
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Hiermit  ist  aber  der  eine  der  beiden  reellen  Fokalkeg«!- 
schnitte  durch  den  andern  vollständig  bestimmt|  nnd  wir 
haben  das  Resultat: 

Die  beiden  reellen  Fokalkegelschnitte  liegen 
in  den  zu  einander  rechtwinkligen  Uanptebenen 
der  Art,  dafs  die  Scheitel  der  Fokalellipse  die 
Brennpunkte  der  Fokalhjperbel  und  die  Scheitel 
der  Fokalhyperbel  die  Brennpunkte  der  Fokal- 
ellipse sind. 

Wir  haben  nunmehr  in  jeder  der  drei  Hauptebenen  des 
räumliclien  Polarsjstems  zwei  Kegelschnitte,  nämlich  den 
Kernkegelschnitt  des  ursprQii glichen  in  der  Hauptebeiie  ent- 
haltenen Polarsystems  und  den  Fokalkegelschnitt;  wir  wollen 
dieselben  unter  Festhaltung  der  angenommenen  algebraischen 
Aufeinanderfolge : 

Pa>   P,>   Fe 

in  allen  vier  möglichen  Fallen,  welche  eintreten  können, 
zusammenstellen: 

I.       Pa>0     Pft  >  0     Pc>0     Ellipsoid: 

Hauptkegelschnitt     Fokalkegelschoitt 

[a  ftJ-Ebene :  \^ah  £«a 

f/ic]-Ebene:  (y^.:  H^c 

[&c]-Ebene:  (.Sc  Jb.  ' 

n.     i^>0     I\>i)     P,<o  einschaliges  Hyperboloid: 

Hauptkegelschnitt     Fokalkegelschnitt 
[a&]-Ebeue:  L\.^  E!,t, 

[a  rJ-Ebene :  !^^^  H^r 

[fcc]- Ebene:  S\,  J^^  • 

III.    P«>0    i^<0    /'c<0  zweischaliges  Hyperboloid: 

llauptkegelschiiitt     Fukalkegelschiiitt 


[rifc|  Ebene 
[örf) -Ebene 
[6  c] -Ebene 
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IV.   Pa<0     Pö<0    Pc<0    imaginäre  Fläche: 

Hauptkegelschnitt    Fokalkegelschnitt 

[a6]-Ebeiie:  ^l'l  E^, 

[ac].Ebene:  ^Sal  hTc 

[&c]-Ebene:  ^Ij  jfc  • 

(Die  Fokalkegelschnitte  sind  also  auch  für  die  imaginäre 
Fläche  i^t»)  reell.) 

Beatimmen  wir  die  Asymptoten  der  Fokalhyperbel  Hal\ 
und  nennen  wir  den  Winkel  zwischen  denselben  26,  so 
haben  wir  bekanntlich^  da  Pc  —  1\  und  P«  —  P^  die  Potenz- 
werte  der  Involutionen  auf  den  Uauptaxen  der  Fokalhyperbel 
sind: 

Setzen  wir  ferner,  um  einen  reellen  Fall  vor  Augen  zu 
haben,  die  F<^  als  zweischali^es  Hyperboloid  voraus,  so  sind 
die  Asymptoten  der  beiden  Haupthyperbeln  bestimmt  durch 
die  Winkel:  * 

tg^O=  — jy*  für  die  Haupthyperbel  S^^^ 


.(2) 
\b 


tg'^  c=—  p     für  die  Haupthyperbel  ^^^^^ 


c   f 
a 


2d^  und  2g)  sind  aber  zugleich  die  beiden  Kegelöffnungen 
des  Asymptotenkegels  des  Hyperboloids;  die  letzten  Werte 
in  die  obige  Gleichung  eingesetzt  geben: 

cos  CD 

COS  £  = Z.    , 

woraus  folgt  (S.  62): 

Die  Asymptoten  der  Fokalhyperbel  sind 
die  Brennstrahlen  des  Asymptotenkegels  der 
Fläche  F<^, 

Degeneriert  insbesondere  das  Hyperboloid  in  einen  Kegel 
(seinen  Asymptotenkegel),  so  geht  die  Fokalhyperbel  in  das- 
jenige Linienpaar  über,  welches  die  Brennstrahlen  des  Kegels 
bilden;  die  Fokalellipse  zieht  sich  auf  einen  Punkt  (Null- 
kegelschnitt)  zusammen. 

Ans  der  vorigen   Zusammenstellung    erkennen    wir,    da 
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Hauptkegelschnitt  und  Fokalkegelscbnitt  in  derselben  Ebene 
immer  kon fokal  sind,  dafs  diese  Kegelschnitte  unter  Um- 
standen gemeinschaftliche  Punkte  haben,  nämlich  in  den 
Fällen  I.  und  III.,  d.  h.  beim  £llipsoid  und  zweischaligen 
Hyperboloid,  also  bei  den  F^^^  mit  BerQhrungsebenen  ellip- 
tischen Charakters  (S.  482);  denn  zwei  konfokale  Ellipsen 
können  niemals  reelle  Schnittpunkte  haben,  ebensowenig  wie 
zwei  konfukale  Hyperbeln ;  dagegen  müssen  eine  Ellipse  aud 
eine  mit  ihr  konfokale  Hyperbel  sich  immer  in  vier  reellen 
Punkten  schneiden,  die  symmetrisch  zu  den  Hauptaxen 
liegen.*) 

Wir  .haben  daher  beim  Ellipsoid  (I.)  vier  reelle  Schnitt- 
punkte der   Kegelschnitte   i&ac  und   Hac   in    der  [ac]-Ebene 

und  beim  zweischaligen  Hyperboloid  (III.)  vier  reelle  Schnitt- 
es) (2) 

punkte  der  Kegelschnitte  ir^at  und  Eaö  in  der  [ab]-Ebene. 
Diese  vier  ausgezeichneten  Punkte  sollen  die  Kr  eis  punkte 
der  Fläche  F<^^>  genannt  werden;  sie  liegen  beim  Ellipsoid 
in  derjenigen  Hauptebene,  welche  die  gröfste  und  kleinste 
Hauptaxe  desselben  enthält,  beim  zweischaligen  Hyperboloid 
in  derjenigen  Hauptebene,  welche  die  reelle  Hauptaxe  und 
die  (im    algebraischen  Sinne)   gröfsere    imaginäre  Hauptaxe 

*)   Wir    erkennen    dies    unmittelbar    ans    den   BrenDpunktwig^n 
Bchatten   der   Kegelsclmitte :    Sind   f  und   f,  die  beiden  reellen  Brenn- 
punkte zweier  kontbkalen  Kegelschnitte,  so  müfbte  für  den  Fall  zweier 
Ellipsen,  wenn   p  ein  gemeinschaftlicher  Tunkt  derselben  würe   and 
2a,  2 Ol  die  Axen  bedeuten,  sein; 

Pf +  Vfi  =  2a  Vf +  Vfi  =  2a, , 

also  a  =  rt,,  d.  li.  die  Ellipsen  identisch  sein;  für  den  Fall  zweier 
Hyperbeln: 

Pf  -  Pfi  =  ±  -*«  Pf  -  Vfi  =  ±  2a, , 

also  a  =  +  a|,  d.  h.  ebenfalls  die  Hyperbeln  identisch  sciu. 
Dagegen  für  den  Fall  einer  Ellipse  und  einer  Hj|>erb€l  i»l: 

pf  +  Vf!  =  --*rt  Pt-Pfi  =  ±2a,, 

also  wird: 

p  f  =  a  +  «I 

Pfl  =0  +  01, 

daher  giebt  es  in  der  That  vier  reelle  symmetrisch  zu  den  Axen  lie- 
gende Punkte,  welche  der  Ellipse  und  der  mit  ihr  konfokalen  Hyperbel 
gemeinnchafblich  sind. 
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mthält.  Die  Kreispunkte  einer  Fläche  2.  0.  besitzen  4>ine  leicht 
erkennbare  ausgezeichnete  Eigenschaft;  wir  wissen  nämlich, 
dafs  jeder  Punkt  ^  eines  Fokalkegelschnitts  der  Mittelpunkt 
eines  rotatorischen  PolarbQndels  ist  im  räumlichen  Polar- 
lystem,  und  dafs  die  Tangente  des  Fokalkegelschnitts  in 
iiesem  Punkte  ^  die  Rotationsaxe  ist,  also  die  auf  ihr  recht- 
winklige Ebene  in  ^  eine  orthogonale  Strahleninvolution 
enthält,  welche  ihr  in  dem  Polarbündel  ^^^^  zugehört.  Fassen 
mr  nun  insbesondere  einen  der  Kreispuukte  auf,  in  wel- 
chem der  Fokalkegelschnitt  den  Hauptkegelschnitt  trifft  ^  so 
nrirdy  da  diese  beiden  konfokalen  Kegelschnitte  sich  recht- 
9?inklig  durchschneiden  (Th.  d.  K.  S.  352)  die  Tangente  des 
Fokalkegelschnitts  in  einem  Kreispunkte  Normale  des  Haupt- 
kegelschnitts sein  und  umgekehrt,  also  die  zu  jener  Tangente 
in  ^  gelegte  Normalebene  die  Berührungsebene  der  F^^^  in 
lern  Punkte  "iß  und  zugleich  die  Trägerin  einer  ortho- 
gronalen  Strahleninvolution,  deren  Doppelstrahlen  nach  den 
anendlich-entfernten  imaginären  Kreispunkten  der  Berühruugs- 
Bbene  hingehen.  Hierdurch  rechtfertigt  sich  die  obige  Be- 
seichnung  „Kreispunkte  der  Fläche  F^^^'%  weil  die  Berüh- 
ruDgsebene  in  einem  solchen  Punkte  der  Fläche  dieselbe  in 
einem  Nullkreise  oder  in  einem  imaginären  Linienpaare 
schneidet,  welches  nach  den  unendlich-entfernten  imaginären 
Kreispunkten  hingeht. 

Zugleich  erhellt,  dafs  jede  Ebene,  die  zu  einer  Berüh- 
ningsebene  in  einem  Kreispunkte  der  F^'*^  parallel  läuft^  die 
Fläche  F^^^  in  einem  (reellen  oder  imaginären)  Kreise  schnei- 
den muis,  weil  die  unendlich-entfernte  Gerade  einer  solchen 
Ebene  die  Trägerin  einer  zugehörigen  Punktinvolution  im 
raumlichen  Polarsystem  ist,  deren  Doppelpunkte  die  imagi- 
nären Kreispunkte  sind.  Da  nun  die  vier  reellen  Kreispunkte 
die  Endpunkte  zweier  Durchmesser  eines  Hauptkegelschnitts 
Bind,  so  folgt,  dafs  es  zwei  bestimmte  Stellungen  für 
eine  Ebene  giebt,  die  eine  gegebene  Oberfläche 
2.  O.  (Ellipsoid  oder  zweischaliges  Hyperboloid) 
in  einem  Kreise  schneiden  soll.  Diese  Stellungen 
sind  parallel  den  Berührungsebenen' in  den  Kreis- 
punkten der  F^^^  und  enthüllten  also  die  Richtung 
einer  der  drei  Hauptaxen.    Die  dadurch  erhaltenen 


574  S  62.    Über  die  Katar  der  Fokalkegelfdmitte. 

ParallelebeuenbQschel  enthalten  zwei  Scharen  Yon 
Kreisen,  welche  die  Fläche  F<**  doppelt  erfflllen. 
Den  Übergang  von  den  reellen  zo  den  imaginären 
Kreisen  bilden  die  Kreispankte  (Nnllkreise)  der 
Fläche.*) 

Während  hier  vermittelst  der  Kreispankte  (die  den  Über- 
gang von  den  reellen  zu  den  imaginären  Kreisen  der  Fliehe 
F^^^  bilden)  nur  beim  Ellipsoid  und  zweischaligen  Hyperboloid, 
also  den  Flächen  mit  elliptischen  BerQhrungsebenen,  die 
Kreisschnitte  sich  uns  darbieten,  finden  wir  bei  den  beiden 
übrigen  Mittelpunktsflächen,  dem  einscbaligen  Hyperboloid 
und  der  imaginären  Fläche,  die  beiden  Stellangen  der  Kreit- 
schnittebenen  vermittelst  des  Asymptotenkegels  und  erkenneo. 
dafs  beim  einschaligeu  Hyperboloid  die  beiden  Böscbel  fou 
Parallelebenen  sämtlich  reelle  Kreise,  bei  der  imaginären 
Fläche  sämtlich  imaginäre  Kreise  ausschneiden.  Das  Folar- 
bOndel  3}l<^^  welches  dem  Mittelpunkt  ^  des  räumUchen 
Polarsystems  zugehört,  hat  nämlich  zur  Kernfläcbe  den 
(reellen  oder  imaginären)  Asymptotenkegel  der  Fläche  /'*^ 
und  jede  Ebene,  welciie  diesen  Asymptotenkegel  in  einem 
Kreise  schneidet,  mul's  auch  die  F*^^  in  einem  Kreise  schnei- 
den, wie  offenbar  einleuchtet,  weil  jede  Ebene  die  Fläche  f** 
uud  ihren  Asymptoteukegel  in  ähnlichen  und  ähnlich-liegen* 
den  konzentrischen  Kegelschnitten  schneidet.  Wir  haben  aber 
für  jedes  Polarbündel  (S.  iü )  zwei  reelle  Stellungen  einer 
Ebene  ermittelt,  die  den  Kernkegel  in  einem  ^reellen  oder 
imaginären)  Kreise  schneidet;  dieselben  bestimmen  also  gleich- 
zeitig die  Kreisschnitte  der  F^^^  unabhängig  von  den  Fokal- 
kegelschnitten. Wir  werden  indessen  später  (§  t>G)  auch  Ton 
diesem  (lesichtspuukte  aus  zu  den  Kreisschnitten  für  alle 
vier  Mittelpuukt.stlächen  gelangen,  mögen  die  Kreispunkte 
derselben  reell  vorhanden  sein  oder  nicht.  Zuvonlerst  wollen 
wir  aber,  l>evor  wir  zu  weiteren  Eigenschaften  der  Fokal- 
kegelschnitte übergehen,  die  vorige  Untersuchung  ergänzen 
für  die  beiden   Faruboluide. 


*:  HierauH  eut£|iriu^t  die  alJ^cltauliclle  Dun»telluii^  iUt  Fläcbea  i.O 
durch  K:irtonmoik'lle  von  l'rut.  l>r  A.  l>rill.  Verlair  ^on  L  l>nll  in 
Darmittadt. 
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§  63.    Die  Pokalkegelsohnitte  bei  den  Paraboloiden. 

Unsere  vorige  UntersuehuDg  (§  61  und  §  62)  setzte  voraus, 
dafs  der  Mittelpunkt  des  gegebenen  räumliehen  Polarsystems 
im  Endlichen  liegt  und  der  Durchsehnittspunkt  der  drei  im 
Endlichen  verlaufenden  Hauptaxen  ist.  Setzen  wir  jetzt  ein 
räumliches  Polarsystem  voraus^  bei  welchem  der  Pol  der  un- 
endlich-entfernten Ebene  e^  selbst  in  ihr  liegt  (=  3)?*),  also 
die  Eernfläche  ein  Paraboloid  ist;  so  haben  die  Strahlen  durch 
S)}*^,  welche  in  s^  liegen ,  ihre  konjugierten  Strahlen  auch 
in  s^  und  durch  ^2"°  gehend,  und  diese  Paare  konjugierter 
Sirahlen  bilden  eine  Strahleninvolution  (welche  elliptisch  oder 
hyperbolisch  ist,  je  nachdem  das  Paraboloid  elliptisch  oder 
hyperbolisch  ist);  ferner  hat  diese  Strahleniuvolution  ein  ein- 
ziges bestimmtes  Paar  rechtwinkliger  konjugierter  Strahlen 
6*  und  c*  (Axen),  und  endlich  geht  durch  3)J*  ein  einziger 
unmittelbar  zu  bestimmender  Strahl  a,  welcher  das  Para- 
boloid in  einem  solchen  Punkte  Q  trifft,  dafs  die  Berührungs- 
ebene in  (B  auf  dem  Strahle  a  normal  steht,  oder  mit  andern 
Worten:  die  zu  der  Richtung  nach  ^It'^  normale  Stellung  be- 
stimmt in  f  _  eine  Gerade,  durch  welche  nur  noch  eine  zweite 

OD  ' 

Berfihrungsebene  an  das  Paraboloid  gelegt  werden  kann ;  diese 
berührt  in  (£,  dem  Scheitel  des  Paraboloids;  |^3}i*|  =  a  ist 
die  endliche  Hauptaxe  desselben;  die  beiden  endlichen  Haupt- 
ebenen : 

[ai*J     und     [ac^] 

schneiden  das  Paraboloid  in  Parabeln: 

welche  in  a  ihre  gemeinschaftliche  Axe  und  ihre  Offnungen 
entweder  nach  derselben  oder  nach  entgegengesetzten  Rich- 
tungen haben,  je  nachdem  das  Paraboloid  ein  elliptisches 
oder  ein  hyperbolisches  ist  Die  dritte  Uauptebene  ist  £^, 
eine  Berührungsebene  des  Paraboloids^  und  schneidet  dasselbe 
entweder  in  einem  reellen  oder  imaginären  Linienpaar,  je 
nachdem  das  Paraboloid  hyperbolisch  oder  elliptisch  ist 
(§  29  und  §  57). 

Dies  vorausgeschickt,  suchen  wir  nach  solchen  Punkten 
^  im  Räume,  für  welche  die  dem  räumlichen  Polarsystem 
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zugehörigen  Polarbüudel  rotatorisch  werden,  oder  der  Be- 
rührungskegel aus  ''^N  an  das  Paraboloid  ein  RotationBkegel 
(gerader  Kegel)  wird.  Zuvorderst  ist  klar,  dals  in  der  Ebene 
€^  keine  reellen  Punkte  ^^  von  der  verlangten  Art  vorkom- 
men können  mit  Ausnahme  des  einzigen  Punktes  ^R^ ;  demi 
jeder  Punkt  in  e^  ist  Mittelpunkt  eines  reellen  BerQlumngi- 
kegeis  an  das  Paraboloid,  und  dieser  Kegel  ist  immer  ein 
parabolischer  Cylinder,  also  niemals  ein  Rotationskegel,  anfser 
in  dem  besonderen  Falle ,  wenn  er  in  eine  Ebene  (£,)  aus- 
ai-tet,  also  ^|s  in  y)l'^  liegt.  Diese  Berührungsebene  e,  kann 
als  ausgearteter  Rotationskegel  betrachtet  werden,  und  die 
Hauptaxe  a  des  Paraboloids  als  Rotationsaxe. 

Wir  schränken  ferner  die  Untersuchung  wesentlich  ein 
durch  die  Bemerkung,  dafs  aufserhalb  der  beiden  Uaoptebenen 
[a6*J  und  [ac'^]  Oberhaupt  Punkte  ^^  von  der  verlangten 
Art  nicht  vorhanden  sein  können.  In  der  That,  nehmen  wir 
an,  der  Punkt  ^  im  Räume  habe  die  verlangte  Eigenscbafii 
Mittelpunkt  eines  rotatorischen  Polarbündels  zu  sein,  und  I 
sei  die  Rotationsaxe  desselben,  also  zugleich  die  Axe  einer 
orthogonalen  Ebenen  in  volution  im  räumlichen  Polarsystem, 
dann  wird  jede  durch  /  gelegte  Ebene  zu  ihrem  Polarstrdil 
im  Polarbüudel  '|n<^)  die  Normale  dieser  Ebene  im  Punkte  t' 
haben.  Denn  nur,  wenn  dies  der  Fall  ist,  werden  beide  Be- 
dingungen erfüllt:  einmal  liegen  die  Polarstrahlen  aller  durch 
/  gelegten  Ebenen  in  der  Normalebene  von  /,  also  ist  /  eine 
Hauptaxe  des  Polarbüudels  '^^^^^  und  zweitens  ist  die  zu  /  xa- 
gehürige  Ebeneninvolution  eine  orthogonale,  (jliebt  es  da- 
gegen nur  eine  einzige  Ebene  durch  /,  deren  Polarstrahl  im 
Bündel  nicht  zu  ihr  rechtwinklig  ist,  so  kann  zwar  immer 
noch  die  zu  /  zugehörige  Ebeneninvolution  eine  orthogonale 
sein,  aber  nicht  mehr  /  eine  Hauptaxe  des  PolarbQndels. 
Nun  giebt  es  aber  im  allgemeinen  immer  durch  /  eine  Ebene, 
deren  Polarstrahl  nicht  zu  ihr  rechtwinklig  ist,  nämlich  tlie 
Ebene  [/'AK^^J  mit  der  Ausnahme,  dafs  {  (also  natürlich  auch 
'!>)  in  einer  der  beiden  Hauptebenen  [aft*|  oder  [(if*|  des 
räumlichen  Polarsysteuis  liegt.  Denn  die  Ebene  |/1K'| 
schneidet  e^  in  einem  Strahle  /*,  dessen  konjugierter  J:*trahl 
/*  sei;  der  konjugiert«'  Strahl  von  /  sei  /, ;  da  nun  /  und  /* 
sich  trefien,   so   müssen   auch  /j  und  l*  sich  trelfen,  und  ihr 
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Schnittpunkt  wird  der  Pol  der  Ebone  [/?0l*];  ziehen  wir  also 
von  i}^  nach  dem  Schnittpunkte  (/{J^)  einen  Strahl,  so  ist 
dies  der  koojugierte  Strahl  zur  Ebene  [/Ü)2'^]  ini  Polarbün- 
del ^(^.  Da  aber  die  konjugierten  Strahlen  2"*  und  T^  nicht 
zu  einander  rechtwinklig  sind,  aufser  wenn  sie  mit  h"^  und 
c*  zusammenfallen,  so  wird  auch  die  Ebene  [Z^J)?*J  nicht  recht- 
winklig stehen  auf  einem  Strahle,  der  von  ^4^  nach  dem 
Schnittpunkte  {Jit^)  hingeht,  aufser  wenn  l,  also  auch  )\^, 
in  einer  der  Hauptebenen  [a6*]  oder  [ac*]  liegt. 

Wir  brauchen  nunmehr  nur  diese  beiden  Hauptebenen 
zu  durchmustern.  Die  Hauptebene  [ab"^]  ist  die  Trägerin 
eines  ebenen   Polarsystems,   dessen   Kernkurve  eine  Parabel 

^^^»  ist,  die  zum  Scheitel  S,  zur  Hauptaxe  a  hat;  ihr  Brenn- 
punkt sei  ffr.  Eine  beliebige  Gerade  {  in  dieser  Ebene  habe 
zum  konjugierten  Strahle  l^  im  räumlichen  Polarsystem ,  eine 
Gerade;  die  in  ^| ,  dem  Pole  der  Geraden  l  in  Bezug  auf  die 
f^arabely  rechtwinklig  auf  deren  Ebene  steht  und  der  Träger 
einer  Punktinvolution  ist,  deren  Mittelpunkt  p^  ist;  durch 
irgend  ein  Paar  konjugierter  Punkte  y  j:'  ist  also  der  Wert 
der  konstanten  Potenz: 

gegeben.  Fällen  wir  aus  ^,  das  Perpendikel  auf  die  Ge- 
rade {  und  nennen  q  den  Fufspuukt  desselben,  so  hat  das 
Dreieck  <\j:  v'  ^^^  Höhenpuukt  !|),  in  der  Höhe  q^,  gelegen, 
so  dafs 

ist.  Da  aber  bei  der  Veränderung  des  Punktepaares  r  x'  das 
erate  Glied  der  linken  Seite  unverändert  bleibt,  so  bleibt  auch 
der  Punkt  ^  unverändert  und  wird  bestimmt  durch  die  Be- 
dingung : 

Hierdurch  wird  zu  der  willkürlich  gewählten  Geraden  {  ein 
bestimmter  Punkt  f  zugeordnet  (wie  in  §61);  diese  beiden 
zugeordneten  Elemente  sind  Polare  und  Pol  eines 
neuen  ebenen  Polarsystems  (in  der  [a6*]-Ebene),  wie 
wir  aus  folgender  Betrachtung  erkennen: 

Wir  verschieben  zuerst  eine   veränderliche  Gerade  l  in 

SceaATSB,  Tbeor.  d.  Oberfl.  2.  Ordu.  37 
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der  Ebene  [ab'^]  senkrecht  zur  Parabelaxe  a,  dann  wird  sich 
auch  der  Punkt  ^,  mit  dem  Punkte  q  auf  derselben  so  rer 
ändern ,  dafs  die  Mitte  zwischen  ^,  q  der  feste  Scheit«!  Z 
der  Parabel  bleibt;  denn  die  Punkte  q  und  p,  durcblaofen 
eine  gleichseitig-hyperbolische  Punktinvolution,  deren  im  End- 
lichen liegender  Doppelpunkt  v5  ist.  Der  Punkt  p  wird  aber 
bestimmt  durch  die  Bedingung: 

und  es  ist  die  Abhängigkeit  der  Punkte  q  und  p  von  ein- 
ander zu  ermitteln,  denn  die  in  q  auf  der  Parabelaxe  in  der 
Ebene  derselben  normal  stehende  Gerade  ist  /.  Die  in  Pi 
auf  der  Parabelebene  normal  stehende  Gerade  /,  ist  die 
Trägerin    eiuer  Punktinvolution ,  deren   Pot*?nz  Pp,   ermittelt 

wird  durch  die  Parabel  4>ai  in  der  andern  Hauptebene  [flf']- 
Diese  Parabel  hat  ebenfalls  O  zum  Scheitel;  ihr  Brennpunkt 
sei  fe,  dann  ist  bekanntlich: 

(Th.  d.  K.  S.  197);  also  wird  die  vorige  Bedingung: 

und  da 

^?,  q  ==2.v,o 
ist,  so  folgt: 

und  da 

ist,  so  folgt: 

d.  h.  die  Mitte  des  veränderlichen  Punktepaaros  q  p  ist  der 
feste  Brennpunkt  f<.  der  Parabel  '|>|^**o, .     Das  Puuktepaar  d  X 

durchläuft  also  eine  neue  gleichseitig -hyperbolische  Fonkt- 
involution,  deren  im  Endlichen  liegender  Doppelpunkt  der 
Brennpunkt  f^   dtM*  andern  Hau})t- Parabel  ist. 

Zweitens  drehen  wir  eine  veränderliche  Gerade  /  in  der 
Ebene  [«/>*]  um  den  festen  Brennpunkt  ](,  und  untersuchen 
dabei  die  Abhänj^i^keit  des  Punktes  ^}  von  /.  Ihr  INJ  p|  •" 
Bezug  auf  die  Parabel  X\h^  bewegt  sich  dabei  auf  der  Leit- 
linie Ji  der  Parabel  und  ist  der  Durchschnittspunkt  dts  in 
fft   auf  der  Geraden  /   errichteten   Perpendikels    mit   der  Leit- 


S  68.   Die  Fokalkegeltchnitte  bei  den  Paraboloiden.  579 


linie  B,  wie  aus  bekannten  Eigenschaften  der  Parabel  folgt. 
Fallen  wir  daher  aus  ))|  ein  Perpendikel  auf  l,  so  wird  der 
Fufspunkt  q  desselben  der  unveränderliche  Punkt  f»,  und  um 
den  Punkt  )>  auf  diesem  Perpendikel  zu  finden ,  haben  wir 
die  Bedingung: 

es  bleibt  aber  noch  die  Potenz  Pp,  zu  ermitteln.    Zu  diesem 

Behufe  legen  wir  durch  die 
Leitlinie  B^  welche  von  der 

\|  /  a-Axe  in  m  getroffen  werden 

möge,  eine  £U)ene  normal 
zur  Hauptebene  [a6*];  diese 
schneidet  das  Paraboloid  in 
einem  Kegelschnitt,  dessen 
Mittelpunkt  m  ist,  dessen 
eine  Hauptaxe  B  ist,  und  des- 
sen andere  Hauptaxe  also  in 
m  auf  der  ersten  senkrecht 
steht;  die-  Potenzen  der  zu- 
gehörigen Punktinyolutionen 
sind  folgende :  trifft  l  die 
Leitlinie  ^  in  ^i,  so  ist  die 
Potenz  auf  B  {Fig.  31): 


in 

/ 
P 

n 

Hl 

© 

Ä\ 

*. 

/ 

B 

C 

Fig.  31. 


=  in  p,  .  tu  pi 


^nd  die  Potenz  der  Punktinvolution  auf  der  andern  Hauptaxe 
dieses    Kegelschnitts    leicht    zu    finden    durch    die    Parabel 

'^^^^ ,   nämlich   nach  dem  Vorigen : 

=  4  .  8  m  .  S  fc  =  ^  f  6  m  .  ©  fc , 
oder,   denken   wir    uns  die   Strecke  \(,\o   über  \c  hinaus    um 
^ich  selbst  verlängert  bis  %  so  dafs 

^ird,  dann  ist: 

2  S  f  c  =  m  n , 
hIso  die  Potenz 

-Pm  =  f/.  m  .  tu  n , 

Xind    hieraus  läfst  sieh   die   Potenz  Pp,  ausdrücken  (S.   561): 
also  wird: 

37* 


ie.   £n« 


fr       \  *  -  *t  1^   —.—  »   f  *     "" 


Bf  g    __    »» 

«iL  b.  veBB  vir  B3h§  Juck  den  oWs  koastniieites  Punkt  n 
<HBe  FmOefe  r  zsr  I^ifitlraif^  £  geaogtm  deuken,  so  ist  der 
gcsoekte  Poskt  c  «i«'  DaitkscknittfpoBkt  denriben  mh  der 
VerhmiaaffiiAie  c,  % .  Bei  der  Drekug  \%m  l  dorcUinft 
aho  der  Punkt  (,  die  Gerade  B  umi  itr  Punkt  p  die  feste 
Gerade  C:  bexeiehneii  wir  Dock  den  Sdinittponkt  der  GendeB 
/  mit  C  darrk  p',  so  ist: 

ako  sind  p^'  ein  P^iar  koDJQgietier  Punkte  einer  Punkt- 
inToIotion  auf  C. 

Naebdem  wir  ffir  zwei  besondere  Lagen  der  Geraden  I 
die  Abhängi^eit  des  zogebörigen  Punktes  p  ermittelt  haben, 
wird  es  leieht  sein ,  f&r  eine  ganz  beliebige  Lage  Ton  /  den 
zogehörigen  Punkt  p  zu  konstmieren. 

Wir  nehmen  eine  beliebige  Gerade  /  in  der  Htopt- 
ebene  [a  b*j  und  konstruieren  zuerst  ihren  Pol  p,   in  Besag 

auf  die   Parabel   !j?]^*^.    in  folgender  Weise  (Fig.  32): 

Ist  u  der  Brennpunkt,  B  die  Leitlinie  der  Parabel,  und 
ftC'bneidet  /  die  Parabelaxe  a  in  a,  die  Leitlinie  £  in  b,  <o 
wird  die  Polare  von  a  die  in  a'  auf  der  Parabelaxe  erriditete 
Senkrechte  sein,  wo 

a  y£  =»  £  a' 

int,  und  die  Polare  von  b  die  auf  der  Verbindungslinie  |bU: 
im  Punkte  f«,  errichtete  Senkrechte.  Der  Schnit^>nnkt  der 
beiden  Polaren  von  a  und  b  ist  aber  der  Pol  p^  der  Geraden 
/.  Es  hangt  also  im  Grunde  die  Konstruktion  des  zu  der  g^ 
^eboii(.*tj  Geradeu  /  zugehörigen  Poles  p,  allein  ab  von  den 
beiden  festen  Punkten  f^  Qud  vE ,  Brennpunkt  und  Scheitel 
der  Parabel.  Um  nun  den  Punkt  p  zu  konstruieren,  mösien 
wir  von  p,  das  Perpendikel  p,  q  auf  /  herablassen  und  iuf 
demselben  den  Punkt  p  demgemäfs  bestimmen,  dafs 


S  63.   Die  FokalkegelBchnitte  bei  den  Paraboloiden. 


581 


ird;  also  ist  zunächst  die   Potenz  Pp,   zu   ermitteln. 


Dies 


«        « 


Flg,  82. 


geschieht,  indem  wir  zuerst  die  Potenz  Pa-  der  Punktiuvolu- 
%ion  ausdrücken,  welche  dem  in  a  errichteten  Perpendikel 
«af  der  £bene  [a&*]  zugehört;  nämlich  aus  der  Eigenschaft 

der  Parabel  «p^*j«  folgt: 

Pa«  =-  4  ©  fc .  ©  a'  =  m  n  .  a  a' ; 

sodann    betrachten    wir   in    der  durch   |a')>||  auf  der  Ebene 

[a  b*]  senkrecht   errichteten  Ebene  den  Durchschnittskegel- 

schnitt,   für  welchen  a'  der  Mittelpunkt   ist;  bezeichnen   wir 

endlich  noch  den  Durcbschnittspunkt  von  |a'))||  mit  {  durch 

b,   80  sind  )),   und   b  konjugierte  Punkte  für  den    letzteren 

Kegelschnitt,  also: 

Pp.  rP«.  =bp,  :ba; 

also  ist  Pp,  gefunden: 


».  ==  in  n  .  a  a  .  -. 


bpi 


ba 
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Da  aber  wegen  der  Ahnlklikeit  der  rechtwinkligen  Drei- 
ecke aa  C  and  p,  aO: 

ba'         j  fi 
ist  so  folgt: 

P,^  =  m n  .  f ^  •  ^3 Pi"? 

wenn  wir  diesen  Wert  snbstitoieren  in  die  obige  Bedingung 
zor  Bestimmang  ron  p,  so  folgt: 

ba         m« 
b  Pi  ^^  Pi  P  * 

wenn   wir  daher  ans  p  das  Perpendikel  pa,    auf  die  a-Aie 
herablassen,  so  dafs  sich  Terhält: 

b  g  3  3l 

bTi         PiP  ' 

so  folgt  die  einfache  Beziehung: 

m  n  =  ci  CL^y 

oder,  wenn  wir  die  Gleichheiten  hinzufügen: 

a  3  =  3  a' 
•2  m  =  fft  3 

"  U  =  fr  U 

af.  =  fc  a, , 

• 

d.  h.  wenn  wir  die  Strecke  a  fc  über  fr  hinaus  um  sich  sellwt 
verlängern,  so  ist  der  Endpunkt  der  Verläugemng  aj  <•»• 
jenige  Punkt,  iu  welchem  ein  Perpendikel  auf  der  a-Axe 
errichtet  durch  p  geht,  d.  h.  das  aus  p,  auf  /  herabgelasseoe 
Peri»endikel  in  p  trifft. 

Zweitens  haben  wir  eine  andere  Beziehung  zur  Be- 
stimmung für  die  Lage  des  Punktes  p;  es  verhält  sich 
nämlich  wegen  der  Almlichkeit  der  Dreiecke: 

a_n         ac 
m  n         b  c ' 

wo  c  der  Üurchschnittspunkt  der  Geraden  l  und  C  ist,  uikI, 
da  vorhin  mn  =  a'a,  gefunden  wurde: 

a'tti  __  an        am 
bc  ac  '^   ab  ' 

und  aus  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  a  m  b   und  p,  q  d  folgt: 
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ab   bpi 

mb  bq  ' 

oder  nach  dem  Obigen: 


a  Ol  ' 


die  beiden  Gleichungen: 


tt  ttt am 

b  c         ab 

PtP  __  ab 
g'  ai        m  b 

liefern  durch  Multiplikation  die  Beziehung: 

PiP  ^  am. 
b  c         mb' 

femer  wird,  da  die  Gerade  |  f*  ^>^  |  rechtwinklig  steht  auf  der 
Geraden  Ibf*!,  das  Dreieck  bmf*  ähnlich  sein  dem  Dreieck 
f^a'^i;  also  verhält  sich: 

bf^  ^  f*  Pi  ' 

oder,  da  ®  die  Mitte  sowohl  von  a  a',  als  auch  von  m  f^ 
ist,  also: 

m  a  ==  a'  f  6 , 

können  wir  auch  schreiben: 

am pi  fft 

und  nach  dem  Obigen: 


oder: 


mb 

bf. 

PiP__ 
bc 

Pifft 

bf6 
bc 

PiU  . 
PiP  ' 

da  endlich  die  beiden  Dreiecke  f^bc  und  f^Vit^  ^^^  Winkel 
in  b  und  ))|  gleich,  die  sie  einschliefsenden  Seiten  proportional 
haben,  so  sind  sie  ähnlich,  also  auch  die  Winkel  bei  f»  einan- 
der gleich;  hieraus  folgt,  dals  auch 

LiUh  =  LcUV 
ist,  und  da  ersterer  90"  ist,  so  ist  auch 

/.cf6^)*=9o^ 

Die  Konstruktion  des  Punktes  ))  gestaltet  sich  nunmehr 
folgendermafsen : 
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Die  Gerade  l  schneidet  die  a-Axe  in  a  und  die  za  ihr 
rechtwinklige  feste  Gerade  C  in  c;  auf  der  o-Axe  ist  der  feste 
Punkt  \t,  bekannt,  und  die  Mitte  seines  Abstandea  Yon  C  ist 
der  feste  Punkt  fc;  niau  mache 

und  errichte  in  a|  ein  Perpendikel  auf  der  a-Axe;  mm 
ziehe  c  ^h  und  errichte  eine  Senkrechte  darauf  in  f»;  dieie 
trifft  das  vorige  Perpendikel  in  dem  gesuchten  Punkte  p. 

Vergleichen  wir  aber  diese  Konstruktion  mit  derjenigen, 
(S.  oSO)  vermittelst  welcher  wir  vorhin  zu  der  Geraden  {  ihren  Pol 

)>,  in  Bezug  auf  die  Parabel  ^V^^«  fanden,  so  sehen  wir,  difs 

beide  Konstruktionen  im  wesentlichen  übereinstimmen,  nur 
die  konstanten  Elemente  beider  Konstruktionen  sind  ver- 
schieden ;  an  Stelle  der  Punkte  \f,  und  0  sind  die  Punkte  |» 
und  fc;  oder  an  Stelle  von  f^  und  B  sind  fi^  und  C  getreten. 
Waren  also  vorher  )>,  und  l  Pol  und  Polare  in  Bezug  auf 
eine  Parabel,  für  welche  f^  und  B  Brennpunkt  und  Leitlinie 
sind,  so  müssen  auch  jetzt  )>  und  l  Pol  und  Polare  sein  in 
Bezug  auf  eine  neue  Parabel,  für  welche  f^  und  C  Brenn- 
punkt und  Leitlinie  sind. 

Wir  haben  also  folgendes  Riesultat  gefunden: 

Die  oben  konstruierten  zusammengehörigen 
Elemente  l  und  )>  sind  Polare  und  Pol  eines  neaen 
ebenen  Polarsystems  in  der  Hauptebene  [öfc*],  dessen 
reeller     Kernkegelschnitt    eine     Parabel     ist,    für 

welche  der  Brennpunkt  f^^  des  Hauptschnittes  1*^^, 
ebenfalls  Brennpunkt  und  der  Brennpunkt  f,.  des 
andern  Uauptschnittes  ^^^^^  Scheitel  ist.  Wir  be- 
zeichnen diese  neue  Parabel  durch 

und  wissen,  dafs  die  beiden  Parabeln  Ü?^*L  und  P*}^  kon- 
fokal  sind,  denn  sie  haben  die  gemeinschaftlichen  Brennpunkte 
]f,  und  ^JIK*.  In  gleicher  Weise  finden  wir  in  der  zweiten 
Hauptebene  [ac']  eine  neue  Parabel,  welche  umgekehrt  ff 
zum  Brennpunkt  und  f^  zum  Scheitel  hat  Diese  beiden 
Parabeln  in  den  zu  einander  rechtwinkligen  Hauptebenen  dei 
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'  Paraboloids    sennen    wir    die    Fokalkegelschiiitte    tlea 
Paraboloids: 

p'/;,  und  p'jx 

und  sebeu  demiiacb,  dafs  der  Brennpunkt  der  einen 
Parabel  derScheitel  der  andern  ist  und  umgekehrt, 
also  ihre  Öft'nunyen  in  der  geiueinschaftlicbeii  a-Axe  immer 
entgegengesetzt  gerichtet  sind,  mag  das  Paraboloid  ein  hyper- 
bolisches oder  elliptisches  sein. 

Dieses  Resultat  war  vorauszusehen,  wenn  wir  uns  das 
Paraboloid  als  den  Urenzfall  eines  Ellipsoids  oder  Hyper- 
boloids dachten,  von  welchem  der  Mittelpunkt  in  die  Un- 
endlichkeit rückt;  ee  schien  aber  wünschenswert,  dies  un- 
abhängig von  einem  solchen  Übergange  direkt  nachzuweisen, 
was  im  Obigen  geschehen  ist. 

Die  folgende  Betrachtung  ist  uun  durchaus  gleichlautend 
der  analogen  in  ij  (il,  indem  die  Fokal kegelschnitte  beim  Para- 
boloid dieselbe  Eigenschaft  darbieten,  wie  bei  einer  Fläche 
F»\  deren   Mittelpunkt  im  Endlichen  liegt. 

Nehmen  wir  z.  B.  eine  beliebige  Tangente  t  der  Fokal- 
parabel /^"'„  und  ihren  ßerühruiigspunkt  I,  sei  ferner  /,  die 
boDJugiertfl  Gerade  zu  I  im  räumlichen  Polareystem,  dessen 
Kemfläcbe  das  Paraboloid  ist,  sn  steht  (,  in  dem  Punkte  t, 
aenbrecht  auf  der  Hauptebene  \ab'''\,  und  t,  ist  der  Pol  der 
Geraden  (  in  Bezug  auf  die  Rauptparabel  ']f^^.  ■  Da  (  und  t 
Xaugente  und  Berührungspunkt,  also  auch  Polare  und  Pol 
»ier  Fokalparabel  und  incident  «lud,  so  mul's  I  der  Fufspunkt 
des  aus  1,  auf  t  herabgelassenen  Perpendikels  sein,  folglich 
t  t,  die  kürzeste  Entfernung  «wischen  den  Geraden  t  und  t,. 
Der  Konstruktion  zufolge  wird,  da  in  unserem  besonde- 
Falle  Tf  und  q  in  I  bineinfullcn: 

Ctt,)»-f-i',,  =0, 

also,  wenn  f  t'  irgend  ein  Paar  konjugierter  Punkte  der  Punkt- 
involulion  ist,  welche  der  Geraden  /,  zugehört: 

'tt,)'-j-l,v-t,t'=0, 
Zorans    folgt,    dal's    die  Strahlen  {tri    und   Hx  ,    zu   einander 
rechtwinklig  sein  müssen,  folglich  auch  die  Ebenen  [lv\  und 
li.  die  dem  Strahle  t  zugehörige  Ebenen  in  volution 


■Am 
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im  räumlichen  Polarsystem  ist  eine  orthogonale.  Zweitens 
besitzt  aber  der  Punkt  t  die  Eigenschaft,  dab  der  Pol  der 
Eigene  [t/,]  auf  f  liegt,  und  diese  Ebene  auf  dem  Stnhk/ 
normal  steht ,  folglich  ist  t  notwendig  eine  Hauptaxe  des 
Polarbündels,  welches  dem  Punkte  t  im  räumlichen  Polir- 
s^Tstem  zugehört.  Der  Punkt  t  hat  also  die  zu  Anfang  ge- 
forderte Eigenschaft,  dafs  das  ihm  zugehörige  Polarbfindel 
eine  Hauptaxe  hat,  deren  zugehörige  EbeneninvolutioD  ortho- 
gonal ist,  oder  dafs  das  zugehörige  Polarbündel  ein  rotatori- 
sches ist  für  den  reellen  Fall,  der  Berührungskegel  aas  t  u 
das  Paraboloid  ein  gerader  Kegel  ist 

Wir  können  demgemäfs  folgendes  Resultat  aussprecheo: 
Ist  ein  Paraboloid  gegeben,  so  besteht  der  Ort 
eines  solchen  Punktes,  dessen  Berührungskegel 
an  das  Paraboloid  ein  gerader  Kegel  (Uotations* 
kegelt  wird«  aus  zwei  Parabeln  (Fokalparabeln)) 
die  in  den  beiden  Hauptebenen  des  Paraboloids 
lie^Mi  und  mit  den  Hauptparabeln  desselben  kon- 
tv^kal  sind:  der  Scheitel  jeder  dieser  beiden  Fokal* 
parabehi  ist  der  Brennpunkt  der  nicht  in  ihrer 
Kbowe  liewrenden  Hauptparabel.  Die  Fokalparabela 
haben  also  in  ihren  zu  einander  rechtwinklig'» 
Kbeneu.  deren  Schnittlinie  ihre  gemeiuschift- 
hche  \\e  i>i.  £\i  Brennpunkten  jede  den  Scheitel 
der  .iiideru;  ihre  l^tiuungen  s^ind  daher  entgegen- 
jjeset::  iToriohtet.  Jede  Tangente  einer  Fokal- 
par^^ol  :ss  die  Kot^tion>axe  des  Berührungs- 
kcj:f**>»  ^v'vhtr  äu>  den;  Berührungspunkte  der 
Kok;!,  päta:^^' I  Av.  v:i>  Paraboloid  gelegt  werden 
■\A*  ti  uitv;  A'^r  ä'.  f.a  Kv  iai:on<kegel  ist;  ist  der- 
>^*V;'  V. : vb?   :;t".l.    >;   :>x  .".d^  ihn  vertretende  l'oUr- 


»V  •»    »•       •    ,•  ,•    »   »■        •     •   •  •  <^  *    V     *    ^   ■> 


«    «      V      «•    V     ^ 


Km>  .1:-;-;  >::i:  v..r  :..xh  üVrl^,  die  La^t  dvr  Fokaljianibeln 
i::  v,v!;**>'.uh^r  f.r  .i-  :>r:.>tL.  •  i^rtuniren  Ton  ParalH)luiden, 
.'A>  ."/.US«.:;  x<  .^^r^rVv  l-5<h^  l*jiraholoid.     Hierzu  !*• 

:vo»k.v  *  -  .--  ^,  ,*-,>.  .'US  :^r:  kv*^!i'ka]e  1 'araU* In,  dertn 
i^**vuL^v?R  !rvK>.  .Wr^^^'r^^:-  >::;c  hm  iixrrichtet  sind,  keuiei 
iw '.;'*.;    ^c*:;  ?.T<>jt"/  ^.*.rc    F.r^t  hi^«*£i   k^-nnen    aul'ser.ö«» 

9 

,.iutt-.;.vÄ  <Äi:;^::i:55  r^-Las:::'   .:;r  pra^^schaftUchen  Aie«,  <^" 
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gegen  zwei  konfokale  Parabeln,  deren  0£fnungen  nach  eiii- 
gegengesetzten  Seiten  hin  gerichtet  sind,  zwei  reelle  Schnitt- 
punkte haben  müssen. 

Denn  sei  fc  der  gemeinschaftliche  BrenDpunkt  zweier 
Parabeln,  welche  dieselbe  Axe  a  haben,  und  deren  Öfiiiungen 
nach  derselben   Seite  hin  gerichtet  sind,    dann    werden   die 

Leitlinien  C  und  C^  dieser  Parabeln 
beide  dieselbe  Hälfte  der  a-Axe,  von 
fc  aus  gesehen,  treffen  und  auf  der 
Axe  normal  stehen  (Fig.  33).    Könnten 

tt'ffee sie    nun    einen    reellen    gemeinschaft- 

ftf  liehen  Punkt  haben,  so  müfste    dessen 

Abstand  von  fc  so  grofs  sein,  wie  sein 
Abstand  von   C  und   von  C     Da  die 


C 


C 


Fig.  SS. 


a» 


letzteren  beiden  Abstände  aber  nie 
gleich  sind,  sondern  immer  um  ein 
endliches  Stück,  den  Abstand  der  beiden  Parallelen  C  und  6\ 
von  einander  verschieden,  so  giebt  es  keinen  gemeinschaft* 
liehen  Punkt  zweier  solchen  Parabeln  aufser  dem  unendlich- 
entfernten  Punkte  der  a-Axe. 

Wenn  dagegen  zweitens  f/,  *ler  gemeinschaftliche  Brenn- 
punkt zweier  Parabeln  ist, 
>v eiche  dieselbe  Axe  a  haben, 
liud  deren  Offnungen  nach  ent- 
«^egengesetzten  Seiten  hin  ge- 
{  richtet  sind,  dann  werden  die 

Leitlinien    B    und    B^   dieser 
Parabeln     den    gemeinschaft-. 
Qtf^  I  liehen  Brennpunkt  f»  zwischen 

^  sich   haben  (Fig.  34),  und  es 

ist  leicht  ersichtlich,   dais  es 

zwei      symmetrisch      liegende 

jt'  Punkte  l  und  f '  in  der  Ebene 

H  \  R;,       gi^*bt,   die  gleich  weit  von  B 

und  B^  und  ebenso  weit  von 
fö  abstehen;  diese  leicht  zu 
konstruierenden  Punkte  müs- 
sen offenbar  beiden  Parabeln  gemeinschaftlich  sein,  die  aufser- 
dem  in  dem  Punkte  ^jJi'^  die  unendlich -entfernte  Gerade  ge- 


©  f, 


f. 


H(f.»i. 
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meinschaftlich  berOhren.  Die  Parabeln  darchkreuzen  sich  ii 
den  beiden  Punkten  f  und  V  rechtwinklig,  weil  die  Tangoi- 
ten  in  f  die  Halbierungslinien  Yon  Winkel  und  Nebenwinkel 
desjenigen  Linienpaares  sind,  welches  t  mit  f«  and- VI*  ra- 
bindet. 

Dies  vorausgeschickt  haben  wir  nun: 

1)  beim  hyperbolischen  Paraboloid  die  beiden 
Hauptebenen  [ai*]  und  [ac'],  die  Schnittkuryen  derselben 
mit  dem  Paraboloid,  nämlich  die  Hauptparabeln  '^^^«  ^^^  $«• 
mit  gemeinschaftlicher  a-Axe  und  entgegengesetzt  gerichte- 
ten Offnungen ,  also  den  gemeinschaftlichen  Scheitel  3  vKh 
sehen  ihren  Brennpunkten  f^  und  fc,  endlich  die  beiden  Fokil- 
parabeln  I^^^^  und  1^^%.  In  der  Ebene  \ab*]  hat  die  Parabel 
'-t^!^«  f«  zum  Brennpunkt  und  v£  zum  Scheitel,  die  PUabel 
P^^^oe  hat  fft  zum  Brennpunkt  und  fc  zum  Scheitel.  Die  beides 
Parabeln  haben  daher  ihre  Öffnungen  nach  derselben  Seite 
hin  gerichtet,  folglich  keine  gemeinschaftlichen  Punkte,  aod 


die    Fokalparabel  P^^    liegt  ganz  in  dem   aufseren  Raose 


der  Hauptparabel  ^J^  ,  oder  aus  jedem  Punkte  der  ersiereB 


gehen  reelle  Tangentenpaare  an  die  letztere.  In  der  Ebene 
[ac'*]  hat  die  Parabel  "If^^^^^  f<.  zum  Brennpunkt  und  5  m* 
Scheitel,  die  Parabel  J^*^^  f<.  zum  Brennpunkt  und  U  mb 
Scheitel.  Die  beiden  Parabeln  haben  daber  ihre  Öffnaogen 
ebenfalls  nach  derselben  Seite  hin  gerichtet,   folglich  keine 

gemeinschaftlichen  Punkte,   und  die   Fokalparabel  l^L  ^^ 

ganz  in   dem  aufseren  Räume  der  Hanptparabel  ^J^ ,  oder 

aus  jedem  Punkte  der  ersteren  gehen  reelle  Tangentenpaar« 
an  die  letztere.  Beim  hyperbolischen  Paraboloid 
liegen  also  beide  Fokalparabeln  derartig  in 
Räume,  dafs  von  jedem  ihrer  Punkte  reelle  Berflb- 
rungskegel  an  das  Paraboloid  sich  legen  lassen, 
die  Umdrehungskegel  sind;  die  Fokalparabeli 
haben  keinen  reellen  Punkt  mit  dem  hyperboli- 
schen Paraboloid  gemein  aufser  dem  unendlich- 
entfernten  Punkte  IK^^  ihrer  gemeinschaftlichen 
Axe  a. 


3)  Beim  elliptiücben  l'araboloid  enthalten  die  beiiJen 

riHanptebenen  [ab"]  und  [ac'J  die  Parabeln  '!<),''„    und    '^^*'^ 

tnit  der  gern  einsamen  Axe  a ,   dem  gemeinsamen  Scheitel  >£ 

uid  den  Brennpunkten  f.,   und  f„,  welche  nach  derselben  ii^eite 

bin   von  li  aus  liegen,   weil   die  Offimngeu    beider  Parabeln 

I      gleich  gerichtet  sind,  endlich  die  beiden  Fokalparabeln  i^'j^ 

^Btid  P^Jln-     Da  <lie  beiden  Brennpunkte  ft  und  fr   nach  der- 

^Htolbeo   Seite   hin    von   '2>  liegen    und   im   allgemeinen    nicht 

^Tosammenfallen ,  so  wird  einer  von  ihnen  näher,   der  andere 

weiter  von   «3    abstehen;   wir   nennen    den   näher   liegenden 

Brennpunkt  f«,  den  weiter    liegenden  }c;   alsdann    hat   in  der 

Hauptebene  [ac^]  die  Parabel  ^li,',*'^   ü   zum  Brennpunkt  und 

S  zum  Scheitet,  die  Fokal|iarabel  i^'|,  dagegen  f^  zum  Brenn- 

jpoDkt  und  f&  zuni  Si;heitel;  folglich  haben  diese  beiden  Para- 

leln   ihre  Otfnungen  nach   derselben  Seite  gerichtet,   mithin 

Bine  gemeinachattlichen  Punkte,  und  die  Fokalparabel  f^'^ 

.  ganz    in   dem   inneren    Räume  der  Hauptparabel  'lij,'^ 

d    h.  es  ijiebt  keine  reellen  Tangenten  paare  au»  den  Punkten 

der    Fokalpai-abel    an    die    Hauptparabel.      Die   Fokalparabel 

^^'^'^  liegt    mithin    auch    ganz    in    dem    inneren    ßuume   des 

^Hliptiscben   Paraboioids;    es   gehen   also  aus   ihren    Punkten 

^^Mtne  reellen  Beruh riingskegel  an  dasuelbe;  dagegen  schneidet 

jede  Tangente  der  Fokalparabel    die  Hauptparabel    in  reellen 

Pnnktepaaren      in   der   Hauptebene  {ah"]   hat  aber   die   Pa- 

<,bei  '^^^\m  ü  2"™  Brennpunkt  und  3  zum  Scheitel,  die 
^kalparabel  P"^  i»  zum  Brennpunkt  und  \c  zum  Scheitel, 
id  da  fa  iwigchen  ^-  und  \c  liegt,  so  haben  die  beiden 
arsbeln  ihre  Öffnungen  nach  entgegengesetzten  Seiten  ge- 
richtet; sie  schneiden  sich  also  in  zwei  reelleu  Punkten  f  und 
t',  welche  wir  die  Kreispunkte  des  el]iptisch\;n  Pars- 

^loloids  nennen;  diese  liegen  symmetrisch  zur  n-Ase  in  der- 
inigen  der  beiden  Hauptebenen  [n^'],  welche  die  Parabel 
Bthält,  deren  Brennpunkt  dem  Scheitel  naher  liegt,  als  bei 
er  andern.  Diebeiden  Kreispunkte  (  und  t  trennen  auf  der 
Fokaliiarubel  jf,'^'„  diejenigen  Punkte,  aus  denen  reelle  ße- 
rfibmngekegel  an  das  Paraboloid  gelegt   werden  köonea  von 
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denjenigen,  aus  welchen  keine  reellen  Berührongskegel  m 
dasselbe  gehen.  Ferner  ist  ersichtlich ,  dafs  jede  Tangeote 
der  Fokalparabel  die  Hauptparabel  in  einem  reellen  Punkte- 
paar  treffen  mufs^  denn  sie  trifft  allemal  die  Axe  derselben 
in  einem  Punkte,  welcher  in  dem  inneren  Räume  der  ELaapi- 
parabel  liegt.  Beim  elliptischen  Paraboloid  treffen  also  sämt- 
liche Tangenten  der  beiden  Fokalparabeln  in  den  Haopt- 
ebenen  das  Paraboloid  in  reellen  Punktepaaren,  beim  hyper- 
bolischen Paraboloid  keine. 

Für  die  beiden  Kreispunkte  des  elliptischen  Panboloids 
artet  der  Beriührungskegel  in  die  (doppelt  zu  zahlende)  Be- 
röhrungsebene  aus,  und  die  Tangente  der  Fokalparabel  in  f 
wird  Normale  der  Hauptparabel,  weil  sich  zwei  konfokile 
Parabeln  immer  rechtwinklig  durchschneiden ,  falls  sie  sidi 
treffen  (S.  588).  Die  Berührungsebene  in  f  wird  wegen  der 
Eigenschaft  der  Fokalparabel  den  Punkt  f  als  Mittelpmikt 
einer  orthogonalen  Strahleninvolution  enthalten,  deren  Doppel- 
strahlen nach  den  unendlich -entfernten  imaginuren  Kreis- 
punkten der  Berührungsebene  hingehen.  Die  BerQhrungs- 
ebene  in  einem  Kreispunkte  f  des  elliptischen  Paraboloids 
schneidet  dasselbe  also  in  einem  Nullkreise  oder  in  einem 
imaginären  Linienpaar,  welches  nach  den  unendlich-entfernteo 
imaginilren  Krcispuukten  hingeht.  Hieraus  folgt,  dafs  jede 
Ebene,  die  zu  der  Berührungsebene  in  l  parallel  ist,  das 
Paraboloid  in  einem  (reellen  oder  imaginären)  Kreise  schnei- 
den mufs,  weil  die  unendlich-entfernte  Gerade  einer  solchen 
Ebene  die  Trägerin  einer  zugehörigen  Punktinvolution  ist 
im  räumlichen  Polarsystem,  deren  Doppelpunkte  die  imagi- 
nären Kreispunkte  sind.  Da  nun*  die  beiden  Kreispunkte  f 
und  f'  symmetrisch  liegen,  so  folgt,  dafs  es  zwei  be- 
stimmte Stellungen  für  eine  Ebene  giebt,  die  dt» 
elliptische  Paraboloid  in  einem  Kreise  schneideo 
soll.  Diese  Stellungen  sind  parallel  den  Rerfih- 
rungsebencn  in  den  beiden  Kreispunkten  f  und  f 
und  enthalten  also  die  Richtung  einer  der  beiden 
unendlieh-entfernton  Ilauptaxen  (r*).  Die  dadurch 
erhaltenen  beiden  Parallelebenenbüschel  enthal- 
ten zwei  Scharen  von  Kreisen,  welche  das  ellipti' 
sehe  Paraboloid  doppelt  erfüllen.     Den    Obergang 
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voD  den  reellen  zu  den  imaginären  Kreisen  bilden 
die  Ereispunkte  (Nullkreise)  des  Paraboloids  (s.o. 
a  573). 

§  64.    Einige  Eigenschaften  der  Fokalkegelschnitte. 

Die  Fokalkegelschnitte  einer  Fläche  2.  0.  bieten  mannig- 
fache Eigenschaften  dar,  welche  den  Brennpunktseigeuschafteu 
des  Kegelschnitts  analog  sind;  von  diesen  wollen  wir  einige 
hervorheben.  Die  Konstruktion ,  welche  zu  den  Fokalkegel- 
schnitten in  den  Hauptebenen  der  Fläche  führte,  war  folgende: 

Nehmen  wir  in  einer  der  drei  Hauptebenen  eine  belie- 
bige Gerade  {  an,  und  sei  der  ihr  konjugierte  Strahl  l^  im 
räumlichen  Polarsystem,  so  steht  derselbe  normal  auf  der 
Hanptebene  in  demjenigen  Punkte  )p^ ,  welcher  der  Pol  von  l 
ist  in  Bezug  auf  den  in  der  Hauptebene  enthaltenen  Haupt- 
kegelschniit.  Der  Strahl  l^  ist  der  Träger  einer  Punktinvo- 
lution, deren  Mittelpunkt  p^  ist,  und  deren  Potenz  1\  sei. 
Fällen  wir  von  )p^  das  Perpendikel  auf  die  Gerade  /,  sei 
q  der  Fufspunkt  dieses  Perpendikels,  und  wird  auf  dem- 
selben ein  Punkt  p  so  bestimmt,  dafs 

ist,  dann  sind  )f>  und  l  Pol  und  Polare  eines  neuen  ebenen 
Polarsjstems  in  der  betrachteten  Hauptebene,  und  der  Kern- 
Icegelschnitt  desselben  ist  der  gesuchte  Fokal kogelschnitt. 

Legen   wir  nun   die  Ebene   [/iq],    welche    auf  /  in  dem 
Pankte  q  normal  steht,  da  'f^c\  die  kürzeste  Entfernung  zwi- 
schen  den   Geraden   /   und   /,    ist,  so  wird,  wenn  j:x    irgend 
ein  Paar  konjugierter  Punkte   der  Punktinvolution  auf  /,  be- 
deutet, deren  Potenz  1\^  ist,  aus  der  Bedingung: 

folgen,  dafs  )>  der  Höhenpunkt  des  Dreiecks  (\  j:  x  ist;  folg- 
lich mufs  auch  )fx  auf  qv'  normal  stehen,  oder,  wenn  wir 
den  Schnittpunkt: 

(|pv|,|q):'|)  =  0 

bezeichnen  (Fig.  35),  so  mufs  der  Strahl  |Ojr|  eine  Normale 
der  Ebene  [Ol]  sein;  die  Ebene  fO/]  oder  [/i'|  ist  aber 
die  Polarebene  des  Punktes  x  im  räumlichen  Polarsysteni, 
also   sind  der  Strahl  \0v\   (oder  |0))|)   und  die  Ebene  [O/j 
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Fig.  S5. 


Polarstrahl  und  Polarebene  des  Polarbündels  O,  welches  dem 

Punkte    D    im    raumlichn 
Polarsystem  zugehört ,  und, 
da     sie    aufserdem    recht- 
winklig   zu   einander  sind, 
so  sind  iOpl  und  [0/]  «n 
J^"  Hauptstrahl  und  die  zu  ihm 
normale     Uanptebene    det 
Polarbfindels  O.     Es  liisl 
sich   dies    aber    auch   um- 
kehren   und    ze^Dy  da&, 
wenn    man    für   einen  be 
liebigen      Punkt     C     in 
Räume  einen  Hauptstrahl   und  die    zu  ihm   normale  Haupt- 
ebene  des  zugehörigen   Polarbündels   0<*>  konstruiert,  die« 
beiden  Elemente   die  betrachtete  Hauptebene  des  raumUdieB 
Polarsystems  in  einem  Punkte  p  und  einer  Geraden  /  dnrtb- 
schneiden,   welche  Pol  und  Polare  des  neuen  ebenen  Poli^ 
Systems  sind,  dessen  Kern   der  Fokalkegelschnitt  ist    Dein 
bestimmen    wir   in    dem    Polarb&ndel  C^'^    eine  Haoptebeie, 
und   sei    die   Schnittlinie   derselben    mit   der    urspr&ngUdieB 
Hauptebene   des  raumlichen  Polarsystems  die   Gerade  /;  s» 
ferner  die  zu  derselben  konjugierte  Gerade  /|  im  raumliehen 
Polarsystem  y  so  wird   /,    auf  der  ursprOnglichen  Hauptebese 
uormal  stehen;  also   /   und  /,  sind  zu  einander  rechtwinklig 
gerichtet.    Die  Ebene  [C/j  möge  in  r'  die  Gerade  I,  trelki^ 
dann  wird  ihr  Pol  auch  auf  /|  liegen  und  zwar  in  demjeniget 
Punkte  ii   welcher  mit  O   verbunden  den  Hauptstrahl  ;Cr' 
des  Polarbfindels  C<^'  liefert,  der  auf  der  Ebene  [C  /]  nomnl 
steht.     In    der   Ebene    [C/,]    ist    nicht    nur  die   Gerade  I„ 
sondern   auch  die  Gerade  |Cr    normal   zu  \  gerichtet;  folg- 
lich ist  die  Ebene  [C/,J  Normalebene  des   Strahles  /;  ticfc 
sie  denselben  in  q ,  dann  wird  in  dem  Dreieck  q  r  r'  eine  H5be 
rC  sein;  fallen  wir  die  zweite  Höhe  qp,  aus  q  auf  trjr'  -»'n 
und  sei  der  Fulspunkt  derselben  p, ,  dann  wird  qp,  die  kflr 
zeste  Entfernung  zwischen  den  Strählen  /  und   /|    sein,  wol 
qp,    sowohl  auf  /,,  als  auch  auf  /  normal  steht;  folglich  ist 
p,   der   Mittelpunkt   derjenigen   l'unktinvolution ,   welche  dff 
Geraden  /,   im    raumlichen    Polarsystem  zugehört;    abo  die 
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Potenz  derselben  Pp,  ==  ^),  >:  .  :p^  y'.  Nennen  wir  endlich  )p  den 
Hobenpunkt  des  Dreiecks  q  r  v  >  d.  b.  den  Schnittpunkt 
(|£)j:',  I  q^Jii)  =  ^),  so  ist  bekanntlich: 

^>iX.»>iJ:'  +  »)iq  .^ttJ  =  0, 
d.  h. 

Der  Punkt  'p  ist  aber  derjenige ^  in  welchem  der  Hauptstrahl 
|0):|  des  Polarbündels  O^^^  die  betrachtete  Hauptebene  des 
räumlichen  Polarsystems  trifft,  und  da  seine  eben  ausgeführte 
Konstruktion  zusammenfällt  mit  der  anfangs  gegebenen  Kon- 
struktion von  Pol  und  Polare  {f  und  l)  für  den  Fokalkegel- 
schnitt, so  schliefsen  wir: 

Wenn  man  im  räumlichen  Polarsystem  eine 
Hauptebene  desselben  treffen  läfst  von  einem  be- 
liebigen Paar  rechtwinkliger  Elemente,  nämlich 
einer  Hauptebene  und  dem  zu  ihr  normalen  Haupt- 
strahl  für  ein  beliebiges  Polarbündel  O^^^,  welches 
irgend  einem  Punkte  D  im  räumlichen  Polarsystem 
zugehört,  so  gehören  die  Durchschnittsgerade  l 
und  der  Durchschnittspunkt  ))  als  Polare  und  Pol 
einem  ebenen  Polarsystem  in  der  betrachteten 
Hauptebene  an,  dessen  Kern  der  Fokalkegelschnitt 
dieser  Hauptebene  ist.  Demnach  treffen  die  drei 
Hauptaxen  des  Polarbündels  O^^^  die  betrachtete 
Hauptebene  in  den  Ecken  eines  Polardreiecks  (Tri- 
pels) für  dieses  neue  Polarsystem  oder  den  Fokal- 
kegelschnitt. Verändern  wir  den  Punkt  D  beliebig  im 
Baume,  so  können  wir  beliebig  viele  zusammengehörige  Ele- 
mente l  und  ))  des  ebenen  Polarsystems  konstruieren,  dessen 
Kern   der  Fokalkegelschnitt  ist. 

Da  beim  Paraboloid  eine  der  drei  Hauptebenen  die 
unendlich-entfernte  Ebene  €^  ist,  und  jedes  Paar  rechtwink- 
liger konjugierter  Elemente  (Ebene  und  Strahl)  eines  Polar- 
bündels 0^^>  auf  e^  ein  Elementenpaar  (Polare  und  Pol)  des- 
jenigen ausgezeichneten  Polarsystems  ausschneidet,  dessen 
Kernkege|schnitt  der  unendlich-entfernte  imaginäre  Kreis  ist 
(S.  46),  so  erkennen  wir  nachträglich,  dafs  beim  Paraboloid 
der  dritte  Fokalkegelschnitt  (8.  568)  in  f^  der  uneudlich- 

ScbbAtsb,  Theor.  d.  Oberfl.  2.  Ordn.  38 
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entfernte  imaginäre  Kreis  ß^J)  ist,  welcher  zn  den 
beiden  reellen  Fokalparabeln  in  den  beiden  andern  Hanpt- 
ebenen  hinzutritt. 

Auch  bei  dem  allgemeinen  raumlichen  Polarsystem  mit 
einem  im  Endlichen  liegenden  Mittelpunkte  ^l  können  wir 
die  unendlich-entfernte  Ebene  b^  als  vierte  Hauptebene  zq  den 
drei  andern  hinzutreten  lassen,  indem  wir  das  Polartetraeder, 
dessen  eine  Ecke  y)l  und  dessen  drei  in  derselben  zusammen- 
stofsende  Seitenflächen  die  drei  Hauptebenen  sind,  Ter?oll- 
ständigen  durch  die  vierte  Seitenfläche  f^.  Die  vorige  aD- 
gemeine  Konstruktion  liefert  dann  in  s^  als  vierten  Foksl- 
kegelschuitt  den   imaginären  unendlich-entfernten  Kreis  S^. 

Wenn  insbesondere  O  ein  Punkt  der  Kemfläche  F^ 
des  räumlichen  Polarsystems  ist,  so  wird  die  BerOhraDgs- 
ebene  in  demselben  und  die  zu  ihr  rechtwinklige  Normale 
der  Fläche  F^^  eine  Hauptebene  und  ein  Hauptstrahl  des 
besonderen  Polarbündels  £)^^\  also  haben  wir  als  besonderen 
Fall  des  vorigen  allgemeinen  Satzes  den  folgenden: 

Wenn  man  in  beliebig  vielen  Punkten  einer 
Fläche  2.  0.  -F^  die  Berührungsebene  und  dieNor- 
male  konstruiert,  so  durchschneiden  dieselben 
eine  (jede)  der  drei  Hauptebenen  der  Fläche  f^*»  in 
je  einer  Geraden  {  und  einem  Punkte  p.  Diese  sind 
Polare  und  Pol  eines  und  desselben  ebenen  Polar- 
Systems,  dessen  Kern  der  Fokalkegelschnitt  der 
F^^^  in  der  betrachteten  Hauptebene  ist. 

Bestimmt  man  noch  in  der  Berührungsebene  diejenigen 
beiden  zu  einander  rechtwinkligen  Strahlen,  welche  die  Aien 
der  Strahleniuvolution  sind,  deren  Mittelpunkt  der  Berüh- 
rungspunkt ist,  und  deren  Strahlenpaare  konjugierte  Strahlen 
in  Bezug  auf  F^^^  sind,  so  durchbohren  diese  beiden  recht- 
winkligen Strahlen  und  die  Normale  der  F^^^  eine  jede  der 
drei  Hauptebeiien  in  drei  Punkten,  welche  ein  Polardreieck 
bilden  in  Bezug  auf  den  in  dieser  Hauptebene  liegenden 
Fokalkegelschnitt. 

Legen  wir  durch  einen  beliebigen  Punkt  C  des  Kaonies, 
dem  ein  bestimmtes  Polarbündel  O'*^  im  räumlichen  Polar- 
system zugehört,  ein  zweites  Polarbündel  perspektivisch  mit 
dem   ebenen  Polarsystem   in   einer  der  Hauptebenen,  detfeo 
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Kern  der  Fokalkegelschnitt  derselben  ist,  so  wird  eine  Haupt- 
ebene [Oi]  und  der  zu  ihr  normale  Hauptstrahl  |0))|  für 
beide  Bündel  gleichzeitig  Hauptebene  und  Hauptstrahl  sein, 
weil  sie  konjugierte  Elemente  und  rechtwinklig  zu  einander 
sind.     Wir  können  also  den  Satz  aussprechen: 

Die  Hauptebenen  und  Hauptstrahlen  eines 
Polarbündels  O^^,  welches  einem  beliebigen  Punkte 
O  im  räumlichen  Polarsystem  zugehört,  sind  zu- 
gleich Hauptebenen  und  Hauptstrahlen  derjenigen 
drei  Polarbündel,  welche  von  O  aus  perspekti-* 
Tisch  gelegt  werden  können  mit  den  drei  ebenen 
Polarsystemen  in  den  drei  Hauptebenen  des  räum- 
lichen Polarsystems,  deren  Kernkegelschnitte  die 
Fokalkegelschnitte  sind. 

Oder,  da  für  den  reellen  Fall  der  Kern  des  Polarbün- 
dels O^*^  der  Berührungskegel  ist,  welcher  aus  O  an  die 
Fläche  7^^^'  gelegt  werden  kann,  so  läfst  sich  dieser  Satz 
insbesondere  auch  so  aussprechen: 

Der  Berührungskegel  aus  einem  beliebigen 
Punkte  O  an  eine  Fläche  2.  0.  F^^^  und  derjenige 
Kegel,  welcher  von  £)  aus  durch  einen  der  Fokal- 
kegelschnitte der  JP^^J  gelegt  werden  kann,  haben 
allemal  dieselben  Hauptebenen  und  Hauptaxen. 

Wir  haben  nun  drei  Fokalkegelschnitte,  nämlich  je  einen 
in  jeder  der  drei  Hauptebenen  des  räumlichen  Polarsystems, 
?on  denen  allerdings  nur  zwei  reell  sind,  der  dritte  imaginär, 
aber  in  bekannter  Weise  durch  ein  bestimmtes  elliptisches 
Polarsystem  vertreten  wird;  demnach  läist  sich  das  vorige 
Resultat  auch  so  ausdrücken: 

Legt  man  durch  irgend  einen  Punkt  O  des 
Raames  und  die  drei  Fokalkegelschnitte  in  den 
drei  Hauptebenen  eines  räumlichen  Polarsystems 
drei  Kegel  (von  denen  nur  zwei  reell  sein  werden), 
so  haben  diese  drei  Kegel  dieselben  Hauptaxen 
und  Hauptebenen,  nämlich  diejenigen  des  aus  O 
an  die  Fläche  F^^^  zu  legenden  Berührungskegels 
oder  des  Polarbündels,  welches  denselben  vertritt. 

Wir  können  aber  noch  mehr  sagen: 

Seh  neidet  eine  beliebige  Ebene  i  des  Raumes  eine  Haupt- 

38* 
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ebene  des  räumlichen  Polarsystems  in  der  Geraden  l,  deren 
konjugierte  Gerade  l^  in  p,  auf  der  Hanptebene  normal  steht; 
wird  ferner  Z,  von  der  Ebene  |  in  y'  getroffen,  und  ist  %  der 
konjugierte  Punkt  zu  j:'  für  die  Punktinvolution   auf  /,  im 
räumliehen  Polarsystem ,   so  wird  das  Perpendikel  von  r  anf 
die  Ebene   §   dieselbe   in  D  treffen  und  durch  den  Punkt  p 
gehen^  wie  wir  oben  gesehen  haben.     Nun  ist  O  der  Mittel- 
punkt zweier  konzentrischen   Polarbündel;    das   eine   gehört 
dem  Punkte  O   im  räumlichen   Polarsystem  zu,   das  andere 
"Wird   von  O   perspektivisch   gelegt   mit    dem    ebenen  Polar- 
system in   der  Uauptebene,  für  welches  {  und  p  konjugierte 
Elemente  sind;    also   sind  im   ersten   PolarbQndel    [0']"»{ 
und   l^vlf    ^^    zweiten    |  und   \£))f\    konjugierte  Elemente, 
d.   h.   Polarebene    und  Polarstrahl;    es    liegen   aber  Ojrp   in 
derselben   Geraden,   also:    Eine  beliebige  Ebene    C   im 
räumlichen  Polarsystem  und   das  aus  ihrem  Pole  ]r 
auf   sie   herabgelassene   Perpendikel    durchschnei- 
den   die    betrachtete    Hauptebene    in    l   und   Tp,  die 
Polare    und    Pol   für    den    Fokalkegelschnitt    sind 
Jede   durch    dieses   Perpendikel    gelegte    Ebene    S'   ist    abo 
rechtwinklig  auf  §   und  konjugiert   zu   §    sowohl    in   Berag 
auf  das  eiue,   als   auch   das   andere  der  beiden  eben  betrach- 
teten konzentrischen  Polarbündel  in  C.    Haben  wir  umgekehrt 
zwei   konjugierte   rechtwinklige  Ebenen   5   und   5    i™  Polar- 
bündel  0^^\  so  mufs  die  eine  S'  durch  das  Perpendikel  gehen, 
welches  aus  y,   dem  Pole  von  §,  auf  |  gefällt  werden  kann, 
also   mufs   ^'  auch  durch  p  gehen ,  mithin  werden  £  und  { 
auch    konjugiert  sein   in   Bezug  auf  das   andere  Polarböndel 
in  C,  welches  perspektivisch   liegt  mit  dem  Polarsystem  des 
Fokalkegelschuitts.     Wir  schliefsen  also: 

Haben  wir  in  irgend  einem  PolarbQndel  C* 
eines  räumlichen  Polarsystems  zwei  konjugierte 
rechtwinklige  Ebenen,  so  müssen  dieselben  auch 
konjugiert  sein  für  dasjenige  Polarbündel,  welches 
von  D  perspektivisch  gelegt  werden  kann  mit 
dem  ebenen  Polarsystem  eines  Fokalkegelschnitts. 

Nun  gjiebt  es  aber  insbesondere  in  jedem  Polarböndel 
zweimal  nnendlicli  viele  Paare  rechtwinkliger  konjugierter 
Ebenen^  uümlich  die  Ebenenpaare  der  orthogonalen  Ebenen* 
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involutioneD ,    welche  den   beiden  (reellen)  Fokalstrahlen,  des 
Polarbündels  (Kegels)  zugehören  (S.  58).    Wir  schliefsen  also: 

Der  Berührungskegel  aus  einem  beliebigen 
Punkte  O  an  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung  -FW 
und  der  von  O  durch  einen  Fokalkegelschnitt  der 
Oberfläche  gelegte  Kegel  haben  nicht  allein  die- 
selben Hauptebenen  und  Hauptaxen,  sondern  auch 
dieselben  Fokalstrahlen  (Brennstrahlen). 

Oder  in  allgemeinerer  Fassung: 

Man  kann  einen  beliebigen  Punkt  O  des  Raumes 
als  den  Mittelpunkt  zweier  konzentrischen  Polar- 
bündel auffassen;  das  eine  gehört  dem  Punkte  O 
im  räumlichen  Polarsystem  zu;  das  andere  wird 
perspektivisch  gelegt  mit  dem  ebenen  Polarsystem 
in  einer  der  Hauptebenen,  dessen  Kern  der  Fokal- 
kegelschnitt  derselben  ist.  Diese  beiden  Polar- 
bündel haben  allemal  dieselben  Fokalstrahlen 
(Brennstrahlen),  also  auch  dieselben  Hauptaxen 
und  Hauptebenen. 

Verbinden  wir  den  willkürlichen  Punkt  des  Raumes  mit 
den  .beiden  reellen  Fokalkegelschnitten  des  räumlichen  Polar- 
systems, so  gilt  der  Satz: 

Wird  ein  willkürlicher  Punkt  O  des  Raumes 
mit  den  beiden  reellen  Fokalkegelschnitteu  eines 
räumlichen  Polarsystems  verbunden,  so  erhält  man 
zwei  konzentrische  Kegel,  welche  dieselben  Fo  kal- 
strahlen  (Breunstrahlen),  also  auch  dieselben 
Hauptaxen  und  Hauptebenen  haben,  nämlich  die- 
jenigen, welche  dem  Polarbündel  D^  im  räum- 
lichen Polarsystem  zugehören. 

Nehmen  wir  insbesondere  statt  des  willkürlichen  Punktes 
O  einen  beliebigen  Punkt  o  eines  der  beiden  Fokalkegel- 
schnitt'e  selbst,  so  wissen  wir,  dafs  das  dem  l^unkte  c  im 
raumlichem  Polarsystem  zugehörige  Polarbündel  ein  rota- 
torisches ist,  dessen  Umdrehungsaxe,  in  welche  die  beiden 
reellen  Brennstrahlen  hineinfallen,  die  Tangente  in  c  an  dem 
Fokalkegelschnitt  ist.  Die  auf  dieser  Tangente  t  normale 
Ebene  z  durch  o  enthält  eine  orthogonale  Strahleninvolution 
mit  dem  Mittelpunkt  o  als  Durchschnitt  mit  der  orthogonalen 
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Ebeneninvolutiou,   welche  dem   Strahl    t  zugehört.     Hieraus 
folgt  unmittelbar  der  Satz: 

Wenn  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  c 
eines  der  Fokalkegelschu  itte  einer  Fläche  -P*>  eine 
Ebene  legt  normal  zu  der  Tangente  in  o  am  Fokal- 
kegelschnitty  so  schneidet  dieselbe  die  Fläche  F^ 
in  einem  (reellen  oder  imaginären)  Kegelschnitt, 
fQr  welchen  o  ein  Brennpunkt  (d.  h.  der  Mittel- 
punkt einer  zugehörigen  orthogonalen  Strahlen- 
inyolutiou)  ist 

Da  der  Berührungskegel  aus  e  an  die  Fläche  i^>  ein 
Rotationskegel  (gerader  Kegel)  ist,  dessen  beide  Brennstrahlen 
zusammen£allen  in  /,  so  mufe  nach  dem  Obigen  auch  der 
Kegel  y  welcher  Ton  e  aus  durch  den  andern  Fokalkegel- 
schnitt gelegt  werden  kaun,  ein  gerader  Kegel  sein  mit  der 
Umdrehungsaxe  t,  also: 

Wenn  man  von  einem  festen  Punkte  o  eines 
der  beiden  Fokalkegelschnitte  Strahlen  zieht  nach 
sämtlichen  Punkten  des  andern  Fokalkegelschnitts, 
so  bilden  dieselben  einen  geraden  Kegel,  dessen 
Umdrehungsaxe  die  Tangente  in  o  am  ersten  Fokal- 
kegelschnitt ist. 

Hieraus  folgt  die  Auflösung  der  Aufgabe: 

Ein  ebener  Kegelschnitt  ist  gegeben,  es  soll 
der  Ort  eines  Punktes  e  im  Räume  gefunden  werden, 
dessen  Verbindungsstrahlen  mit  den  Punkten  des 
gegebenen  Kegelschnitts  einen  geraden  Kegel 
(Umdrehungskegel)  bilden. 

Die  Auflösuug  ist  nach  dem  Obigen  folgende: 

Mau  lege  durch  diejenige  Hauptaxe  des  gegebenen  Kegel- 
schnitts H*^\  welche  die  reellen  Brennpunkte  desselben  ent- 
hält, eine  Ebene  senkrecht  zur  Ebene  desselben  und  kon- 
struiere in  dieser  einen  neuen  Kegelschnitt,  der  die 
Brennpunkte  des  gegebenen  zu  Scheiteln  und  die  in  der- 
selben Hauptaxe  liegenden  Scheitel  des  gegebenen  Kegel- 
schnitts zu  Brennpunkteu  hat,  wodurch  er  vollständig  be- 
stimmt ist.  Dieser  neue  Kegelschnitt  ist  der  Ort  de« 
gesuchten  Punktes  c  und  besitzt  zugleich  die  reziproke  Eigen- 
schaft, dais,    wenn  wir  ihn   als  gegebeneu  Kegelschnitt  »'*' 
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auffassen;  der  Ort  eines  Punktes  e  von  gleicher  Eigenschaft 
der  ursprüngliche  Kegelschnitt  ist. 

Hieraus  erkennen  wir  die  früher  ermittelten  Beziehungen 
zweier  derartig  im  Uaume  gestellter  Kegelschnitte  wieder, 
nämlich:  Wenn  der  eine  von  ihnen  Hyperbel  ist,  so  ist  der 
andere  Ellipse  und  umgekehrt,  oder  beide  sind  Parabeln  und 
haben  ihre   Öffnungen    nach   entgegengesetzten    Richtungen. 


§  65.     Metrische  Beziehungen  der  beiden  reellen  Fokal- 

kegelsehnitte.  *) 

Die  beiden  zuletzt  betrachteten  reellen  Fokalkegelschnitte 
im  Baume,  welche  in  zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Ebenen 
liegen  und  in  der  Schnittlinie  derselben  eine  gemeinschaft- 
liche Hauptaxe  so  liegend  haben,  dafs  auf  ihr  die  Brenn- 
punkte des  einen  die  Scheitel  des  andern  sind  und  umgekehrt, 
bieten  gewisse  sehr  einfache  metrische  Beziehungen  dar,  auf 
die  wir  hier  eingehen  wollen. 

Betrachten  wir  zuerst  den  allgemeineren  Fall,  dafs  der 
eine  Fokalkegelschnitt  Ellipse  ist  mit  dem  Brennpunkte  f«  f«, 
der  andere  Hyperbel  mit  den  Brennpunkten  f^  f«,  dann  liegen 
diese  beiden  Punktepaare  symmetrisch  zu  ihrer  gemeinsamen 
Mitte  ^  in  derselben  Geraden,  der  Schnittlinie  der  beiden 
zu  einander  rechtwinkligen  Ebenen,  und  die  Strecke  f « f« 
innerhalb  der  Strecke  jkU- 

Nehmen  wir  einen  beliebigen  Punkt  o  der  Fokalhyperbel, 
so  ist  nach  den  bekannten  Eigenschaften  der  Brennpunkte: 

0  f A   —    0  f  A  =  f «  Ü  f  *  f  A  =  f «  f A  —   f «  U 

oder 

d.  h.,  wenn  wir  in  dem  Dreieck  o  fA  fA  die  Grundlinie 
(a  fk  durch  den  zwischen  den  Ecken  liegenden  Punkt 
f«  in  zwei  Abschnitte  teilen  und  diese  auf  die  an- 
liegenden Seiten  des  Dreiecks  von  den  Endpunkten  der 
Grandlinie  aus  abtragen,  so  schneiden  wir  auf  den  beiden 


•)  Vergl.  Steiner-Geiser:  Vorlesungen  über  synthetische  Geo- 
metrie, T.  1.:  Die  Theorie  der  Kegelschnitte  in  elementarer  Darstellung, 
IL  Aufl.    Leipzig  1876.    S.  169. 
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übrigen   Dreiecksseiten   dadurch  solche  Stficke  ab,  da(ä  die 

übrig  bleibenden  Strecken  aof  denselben  gleich  Imng  werden, 

oder,  wms  dasselbe 
sagt:  f«  ist  der  Be- 
rühnu^pankt  einei 
Kreises,  welcher  die 
Seiten  des  Dieiecb 
c  f  4  U  so  berührt, 
-t         ^^  da(s    die  Seite  hh 

^#^,-  ^'"'^  im    Punkte    f,    be- 

rührt wird,  und  die 
Berühmngsponkte 
aof  den  andern  bei- 
den Seiten  zwischen 
den  Ecken  des  Drei- 
ecks  liegen  (Fig. 
36).  Wir  nahmen 
an,  da6  e  auf  dem 
durch    f,    gehenden 

Hjperbelzweige  liege;  da  alsdann  T^  auf  dem  andern  HTperbel- 

zweige  liegt,  io  haben  wir: 


Fl«.  ML 


oder 


c  »i  -  c  ^  =  ^  \  —  r,  »1, 


*     r 


*  f- 


r.  t 


-«  't  • 


folglich  i>i  ^  «ier  lxTlhniD-^>|'unkt  eines  zweiten  Beruhmngs- 
kr»?ise>  «ies  Drei«?vk>  c',  *,.  n'^nilich  JessjeDiaren.  welcher  zwei 
Dreievks^  itei:  :  *t  ^nd  c  *i  in  Punkten  ihrer  Verlängerunji, 
al>o  auiWrhjfclb  ihrer  Eck^n  im»i  di^  dritte  ^eite  ?4  u  zwischt-n 
den  EfCken  berührt.  Die  r-eiJen  Kreise  sind  alao  der  ,.ein- 
beschrielvne**  un*i  der  ..ac '-:-?*: h rieben e"  der  Seite  u  U  *D" 
lie*rende  BerüLninc^kreU. 

Au5  dieser  eiementArvn  Beziehuni;  folgen  sogleich  be- 
merkenswene  Eijrrn>4;haf>c.  Die  Eigene  des  Dreiecks  cuü 
ist  die  Ebene  der  Fokalhvperbel,  deren  Brennpunkte  f^  f*,  und 
deren  S:heitel  r\  sind,  in  der  Zeichnung  die  Ebene  Je» 
Papiers,  ^enkrevh;  ;iiit  dersell-en  denken  wir  uns  die  Ehfn< 
der  FokalellijKse  trele^,  deren  Brennpunkte  ».  %,  und  deren 
Scheitel  u  N  *ind.  IVr  Keiiel .  welcher  von  dem  Punkte  c 
MitMpoiikt  durch  die  Fokaielli[^se   gelegt   wird,  i>t.  wie 


$  65  Metrische  Beziehangen  der  beiden  reellen  Fokalkegelschnitte.  601 

wir  wissen,  ein  gerader  Kegel,  die  Umdrehungsaxe  desselben 
die  Tangente  der  Fokalhyperbel  im  Punkte  o,  d.  h.  die 
Halbierungslinie  des  inneren  Winkels  f^  o  fi,  welche  zwischen 
die  Punkte  f*  fi  tallt.  Diese  Winkelhalbierende  geht  durch 
die  Mittelpunkte  f  und  ^  der  beiden  oben  konstruierten  Be- 
rührungskreise. Wir  können  also  den  geraden  Kegel  o^*^ 
entstehen  lassen  durch  Rotation  der  Geraden  |ofA|  oder  iof*! 
um  die  Umdrehungsaxe  iofü|.  Durch  diese  Rotation  er- 
zeugen die  vorigen  beiden  Berührungskreise  zwei  Kugeln 
P*>  und  Ä^'*',  welche  den  geraden  Kegel  o^^^  längs  zweier 
Kreise  berühren.  Die  beiden  Kugeln  V^^  und  Ä^*>  werden 
von  der  Ebene  des  Papiers  in  den  beiden  obigen  Haupt- 
kreisen geschnitten,  folglich  von  der  Ebene,  welche  durch 
ihre  gemeinschaftliche  Tangente  \\hfh\  senkrecht  zur  Ebene 
des  Papiers  gestellt  wird,  in  den  beiden  Punkten  ]e  und  f^ 
berührt.  Diese  letzte  Ebene  ist  aber  die  Ebene  der  Fokal- 
ellipse; folglich  haben  wir  einen  geraden  Kegel  o^^^  eine 
Ebene  £,  welche  denselben  in  einer  Ellipse  schneidet,  und 
die  beiden  Kugeln,  welche  den  geraden  Kegel  längs  Kreisen 
und  die  Ebene  e  in  zwei  Punkten  f^  und  u  berühren;  diese 
sind  allemal  die  Brennpunkte  der  Ellipse.  Die  beiden  Be- 
rührungskugeln sind  aber  durch  den  Kegel  o^'^'  un«l  die  Ebene 
€  gerade  bestimmt,  daher  erhalten  wir  folgenden  Satz,  den 
wir,  da  er  in  gleicher  Weise,  wie  liier  für  die  Ellipse,  auch 
für  Hyperbel  und  Parabel  nachgewiesen  worden  kann,  sogleich 
in  allgemeinster  Form  aussprechen : 

Hat  man  einen  geraden  Kegel  und  eine  den- 
selben längs  eines  Kreises  berührende  Kugel,  so 
schneidet  eine  beliebige  Berührungsebene  der 
Kugel  den  Kegel  allemal  in  einem  Kegelschnitt, 
für  welchen  der  Berührungspunkt  mit  der  Kugel 
ein  Brennpunkt  ist. 

Oder: 

Wird  ein  gerader  Kegel  von  einer  beliebigen 
Ebene  e  längs  eines  Kegelschnitts  durchschnitten, 
80  giebt  es  zwei  Kugeln,  welche  den  Kegel  längs 
Kreisen  und  die  Ebene  €  in  je  einem  Punkte  be- 
rühren; diese  beiden  Punkte  sind  die  Brennpunkte 
des  Kegelschnitts  in  der  Ebene  e. 
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Da  die  Tangenten  aus  einem  Punkte  an  eine  Kugel  alle 
gleich  laug  siud.  und  jeder  Kegelstrahl  des  Kegels  c*^  die 
beiden  Kugeln  V-^  uud  Ä^'^  berührt,  die  Fokalellipse  aber  io 
einem  Punkte  r  trifft,  von  dem  aus  die  Tangenten  an  f  oiid 
«V  gleich  sein  müssen  rü  und  rC,  so  folgt,  wenn  vir  die 
Tangenten  aus  c  an  die  Kugeln  t'-*  nnd  Ä^^  doreh 

/     und     T 
bezeichnen : 

I  /  4-  rn  =  CT 

\T —  XU  =  er. 

Nehmen  wir  jetzt  einen  belielHgen  zweiten  Punkt  r,  der 
Fokalhypert^el  und  zwar  auf  demsellien  Zweige  dersdben,  so 
wini  der  Rotation^kegel  aus  c,.  durch  die  Fokaleliip0e  gelegt 

ein    Anderer,   auch  die  l>eiden   Kugeln  fj**   und   jlj**   werde« 

anderv«   aber  für  denselben  Punkt  t  der  Fokalellipse  getten 
ganz  ähnliche  Beziehungen: 

I  ':  —  r%  =c,T 
\T,  —1%  =  c,r, 
und  donch  Abziehen  fofaci: 

r  T  —  f .  r  =  f  ~  ^,  =  T  —  T, . 

VerijidefTi  « ir  daher  den  Pn.  kt  r  auf  der  Fokalellipse, 
bahm  Ai^r  di*  *>e>iei.  Pinkte  r  uni  c  aaf  demselben  Zweite 

«irr  Fckilirpeft^e-I  :><:,  ^o  bieiben  die  Kugeln  f  *    und  f*      un- 

n  --  —  '-== 

Wir?  di|pr^2L  :.  A^t  3«  andern  Zweige  der  Fokal- 
rjperSrl    pf>i?f*.    wf.khrr    d^rth    den    Ponkt    %    geht,   «o 


IWvft  VeriaorrLUc    i»?*  FiJÄv*  i  aaf  der  Fo 
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I.  Verbinden  wir  irgend  zwei  feste  Punkte  o 
und  Ol  der  Fokalhjperbel  mit  einem  veriinderlichen 
Punkte  j:  der  Fokalellipse,  so  ist  entweder  die 
Summe  der  Strecken: 

er  +  0,  r 

oder  die  Differenz  der  Strecken: 

CT— o,j: 

konstant;  je  nachdem  die  beiden  festen  Punkte 
auf  verschiedenen  oder  auf  demselben  Zweige  der 
Fokalhjperbel  liegen. 

Die  beiden  im  Räume  liegenden  festen  Punkte  o  und  Ci 
haben  daher  für  die  Ellipse  eine  ähnliche  Bedeutung,  wie 
die  Brennpunkte  in  ihrer  Ebene,  und  können  demgemäfs 
y, räumliche  Brennpunkte '^  der  Ellipse  genannt  werden,  und 
als  solche  können  irgend  zwei  Punkte  der  Fokalhyperbel  auf- 
gefafst  werden. 

Diese  Eigenschaft  läfst  sich  auch  anders  aussprechen; 
nehmen  wir  nämlich  zu  x  den  diametral  gegenüberliegenden 
Punkt  j:'  der  Fokalellipse  hinzu,  so  ist  bekanntlich: 

folglich  haben  wir  nach  dem  Obigen  auch  die  Beziehungen: 

t  +  x\e  =  oj: 
T-x'\'.=  t>xi 

d.  h.:  Verbindet  man  irgend  einen  festen  Punkt  o 
der  Fokalhyperbel  mit  den  Endpunkten  XT  eines 
Teränderlichen  Durchmessers  der  Fokalellipse,  so 
ist  die  Summe  der  Abstände: 

or  +  oy' 

▼  on  konstantem  Wert. 

Wenig  anders  gestaltet  sich  die  Betrachtung,  wenn  wir 
die  Fokalellipse  mit  den  Brennpunkten  f«  f«  und  den  Schei- 
teln f^  fA  in  die  Ebene  des  Papiers  verlegen  und  einen  be- 
liebigen Punkt  0  derselben  annehmen,  aus  ihm  einen  Kegel 
0^*)  durch  die  Fokalhyperbel  legen,  deren  Ebene  rechtwinklig 
steht  auf  der  Ebene  des  Papiers  und  durch  die  Gerade  |  (« f« 
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geht,  und  endlich  in  o  diejenige  Winkelhalbierende  der  Strah- 
len |of«|  und  |ofe;  ziehen,  welche  die  Punkte  f«  f^  nicht  trennt; 


dann  wird  diese  die  Rotationsaxe  des  geraden  Kegels  o^*'  oder 
die  Tangeute  der  Fokalellipse  im  Punkte  o  sein  (Fig.  37j. 
Wir  haben  die  bekannten  Beziehungen: 

ofe  +  of;  =  uU  +  uu  =  UU  +  uUf 

also 
und 

•  ml      m  mt      mf  mf 

woraus  folgt,  dals,  wenn  wir  dem  Dreieck  o  U  U  die  Iwden 
Berührungskreise  f<-^  und  H^'^  anbeschreiben,  welche  ihre 
Mittelpunkte  f  und  Si  in  der  vorhin  konstruierten  Halbierunjr*- 
linie  des  Winkels  f\.  o  f^.  haben,  diese  Kreise  die  Cierade  f.C 
in  den  Punkten  u  f*  berühren  müssen.  Die  beiden  Kugelu 
P'')  und  SO'^,  deren  Kadien  ff/k  und  Äfi  sind,  werden  also 
den  geraden  Kegel  o^-^  in  Kreisen  berühren  und  die  Eben* 
der  Fokalhyperbel  in  den  Brenn jiunkten  ü  und  u  derselbeo: 
wir  haben  also  den  früheren  Satz  auch  für  den  Fall  der 
Hyperbel  als  gültig  erkannt. 

Nehmen  wir  jetzt  eine  beliebigen  Kegelstrahl  des  KegeU 
o<^>,  so  wird  derselbe  die  beiden  Kugeln  berühren  um!  die 
Fokalhyj)erbel  in  einem  l'unkte  v  treffen;  die  Tangentcu  au> 
r  an  die  Kugelu  sind  aber  gleich: 

yu  =  yu\ 

bezeichnen  wir  also  die  Längen  der  aus  c  an  die  Kugeln  f ' 
und  ^^^*  gelegten  Tangenten  wiederum  durch 


1 


1 
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t     und     T, 
so  folgt: 

t  +  T\h  =  0): 

Nehmen  wir  nun  einen  beliebigen  zweiten  Punkt  0|  der 
Fokalellipse,  so  wird  der  Rotationskegel   aus  0|,   durch  die 

Fokalhyperbel  gelegt,  ein  anderer,  auch  die  beiden  Kugeln  if^ 

und  If  1*^  werden  andere,  aber  für  den  vorigen  Hyperbelpunkt 

j:  gelten  die  analogen  Beziehungen: 

woraus  folgt: 

oj:  —  Ol):  =  ^  —  /j  =  jT  —  T,  =  konst.,  d.  h.: 

II.  Verbinden  wir  irgend  zwei  feste  Punkte  o 
und  0]  der  Fokalellipse  mit  einem  veränderlichen 
Punkte  jc  der  Fokalhyperbel,  so  ist  die  Differenz 
der  Strecken: 

ü}c  —  o,r 

von  unveränderlichem  Wert,  für  die  Punkte  des 
einen  Hyperbelzweiges  entgegengesetzt  dem  Werte 
für  die  Punkte  des  andern  Hyperbelzweiges. 

Die  letztere  Bemerkung  folgt  unmittelbar  aus  dem  Satze 
I. ;  denn  nehmen  wir  irgend  zwei  Punkte  der  Fokalhyperbel 
auf   verschiedenen   Zweigen    und    bezeichnen   dieselben   jetzt 

durch 

^     und     ^, , 

und  irgend  zwei  Punkte  der  Fokalellipse,  die 

e     und     Ci 

genannt  werden  sollen,  so  ist  nach  Satz  I.,  da  i)  und  ^i  auf 
verschiedenen  Hyperbelzweigen  liegen: 

^e  +  l|,c  =  l)e,  +  fh^i; 
woraus  folgt: 

{;e  — l)e,  =l),ei  —  I^.c 
oder 

e^  — e,]^  =  -  {cbi  ~c,l)i}; 

wenn  di^egen  l)  und  i),  auf  demselben  Hyperbelzweige  liegen, 
so  haben  wir: 


606  §  6&.  Metrische  Beriehangen  der  beiden  reeUen  Fokalkegeiidmitti. 

also 

bc  —  bc,  =  h|C  —  b,c, 
oder 

c  b  —  c,  b  =  +  { c  b,  —  c,  b, } . 

Wir  können  hiemach  beide  Satze,  I.  und  II.,  in  den 
einzigen  zusammenfassen: 

Nimmt  man  irgend  zwei  Punkte  e  and  e,  auf 
der  Fokalellipse  and  irgend  zwei  Punkte  b  und  h, 
auf  der  Fokalhyperbel  an,  so  gilt  zwischen  den 
Abstanden  dieser  vier  Punkte  von  einander, 

1)  weuii  b  und  b,   auf  demselben  Hjperbelzweige 
liegen,  die  Relation: 

bc+  b,c,  =  bc,  +  N«; 

2)  wenn  b    und    b,    auf    Terschiedenen    Hyperbel- 
zweigen  liegen,  die  Kelation: 

bc  +  ^if  =  ^c,  +  b,c,. 

In  dem  windschiefen  Viereck  b  c  b,  c,  ist  also  im  ersten 
Fall  die  Summe  zweier  gegenüberliegenden  Seiten  gleich  der 
Summe  der  beiden  andern  gi^nuberliegenden  Seiten,  im 
andern  Falle  die  Summe  zweier  (in  c)  zusammenstofsenden 
Seiten  gleich  der  Summe  der  beiden  andern  zusammenstorsen- 
den  Seiten. 

Wir  bemerken  noch,  dals,  wenn  r  und  r '  zwei  diametral 
gegenüberliegende  Punkte  der  Fokaihvperbel  sind,  also: 

XU  =  TU 
ist,  die  beiden  Gleichungrn  gehen: 

/  +  rf|  =  er 

J-f  r'^  =  er', 
woraus  folgt: 

er  —  er   =  /  —  r=  kousL, 

d.h.:  Verbindet  mau  einen  festen  Punkt  c  der  Fokal- 
ellipse mit  den  Endpunkten  rr'  eines  Terander- 
liehen  Durchmessers  der  Fokalhyperbel«  so  ist  die 
Differenx  der  Abstände: 

er  —  er' 
Toa  konstantem  Werte. 
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Es  bleibt  jetzt  noch  übrig  für  die  beiden  Fokalparabeln 
(S.  585)  die  analoge  Betrachtung  anzustellen: 

Gehen  wir  von  zwei  Parabeln  P<^'  und  Q^-^  aus,  die  in 
zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Ebenen  so  liegen,  dafs  sie 
in  der  Schnittlinie  d(?rselben  die  gemeinsame  Axe  haben,  und 
der  Scheitel  der  einen  der  Brennpunkt  der  andern  ist,  sowie 
umgekehrt;  seien  fp  und  f^  diese  beiden  Punkte,  nämlich  fp 
der  Brennpunkt  der  Parabel  I^-^  und  der  Scheitel  der  Parabel 
^<*>,  dagegen  jg  der  Brennpunkt  der  Parabel  Q^^^  und  der 
Scheitel  der  Parabel  F^^^]  in  der  Ebene  des  Papiers  liege  die 
Parabel  P2>  und  in  der  darauf  senkrechten  Ebene  durch 
IfpfJ  die  Parabel  (2<2)  (Fig.  38). 

Nehmen  wir  nun  einen  beliebigen  Punkt  o  <ler  Parabel 
P^*^  als  Mittelpunkt  eines  Kegels,  der  durch  die  Parabel  (^*> 


Fiff.  38. 


gelegt  wird,  dann  ist  dieser  Kegel,  wie  wir  wissen,  ein 
gerader,  und  seine  Umdrehungsaxe  die  Tangente  in  o  an  der 
Parabel  P<^>,  d.  h.  eine  Gerade  durch  o,  die  wir  so  erhalten  : 
Wir  ziehen  jofp|  und  durch  e  eine  Parallele  zur  Parabelaxe, 
und  nehmen  diejenige  Winkelhalbierende  zwischen  diesen 
beiden  Strahlen,  welche  von  der  Parabelaxe  die  von  dem 
Scheitel  f^   ausgehende  Hälfte  trifft;,    die  nicht   den   Brenn- 
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paukt  f^  enthält;  um  die  Parabel  P^  Tollstindig  herzo- 
stellen,  gehen  wir  auf  der  Axe  von  dem  Brennpunkt  f^  bis 
xnm  Scheitel  f^  ond  am  ein  gleiches  SiSck 'weiter  bis  (,  er- 
richten in  l  ein  Perpendikel  anf  der  Axe,  so  ist  dieses  die 
Leitlinie  /  der  Parabel  und  cp  das  Perpendikel  aas  c  aof 
die  Leitlinie  gleich  dem  Abstände  cf^  des  Panktes  c  Tom 
Brennpankt:  in  dem  gleichschenkligen  Dreieck  pef^  sei  t 
die  Mitte  der  Grundlinie  pf^,  dann  liegt  f  in  der  Halbie- 
rungslinie des  Winkels  pcf^,  steht  also  Ton  cp  und  c^ 
gleich  weit  ab;  das  Perpendikel  aus  t  aaf  die  PkrabeUxe 
trifft  die  Mitte  zwischen  f^  und  l,  also  den  Punkt  f,,  und 
ffi  ist  die  HilAe  des  Abstandes  pl;  folglich  wird  f  der 
Mittelpunkt  eines  Kreises  sein,  der  cp  und  cf^  berührt, 
sowie  die  Parabelaxe  im  Punkte  f,. 

Der. Durchmesser  'cf  dieses  Kreises  ist  die  Umdrehungs- 
axe  des  geraden  Kegels  c'^',  welcher  Ton  c  aus  durch  die 
Parabel  Q**^  gelegt  werden  kann.  Eine  Kugel  um  des 
Mittelpunkt  .f.  welche  den  Torigen  Kreis  zum  grolsten  hat 
wird  daher  den  Kegel  c'**  längs  eines  kleinen  Kreises  be- 
rühren und  aufserdem  die  Ebene  der  Parabel  Q**  in  dem 
Brennpunkte  derselben  x,  berühren.  Hierdurch  wird  der  am 
Anfange  dieses  Paragraphen  ausgesprochene  Satz  auch  Ar 
die  Parabel  bestätigt. 

Nennen  wir  die  Läu^e  eiuer  aus  c  an  die  Kugel  P.**  ge- 
legten Tangente  /  uml  ziehen  irgend  einen  Kegelstrahl  des 
geraden  Kegels  e  -':  nir»ge  derselbe  die  Fokalparabel  ^-»  in  r 
treffen,  dann  ist: 

t  +  xr^  =  ex. 

Nehmen  wir  einen  l»eliebigen  andern  Punkt  c,  der  Fokal- 
parabel i*«-\  so  ändert  sich  zmar  der  Kegel  e'**  und  die  ihn 
berührende  Kugel  tf',  al>er  ihr  Berohriingspunkt  mit  der 
Ebene  der  Fokalparal»el  ^-  bleibt  naturlich  deren  Brenn- 
punkt t\,  und  wir  haben  die  analoge  Beziehunt?: 

'i  +  rf,  =  c,r, 
wtiraus  folgt: 

er  —  o,r  =  /  —  /,  =  konst. 

d.h.:  Verbinden  wir  irgend  zwei  feste  Punkte  c  und 
0|  auf  einer    der    beiden    Fokalparabeln    <,/'^->!    mit 
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einem  yeränderlichen  Punkte  x  der  andern  Fokal- 
parabel (Q^'O)  ^^  bleibt  die  Differenz  der  Abstände: 

oj:—  Ojj: 
von  unveränderlichem  Werte. 

Die  Parabel  besitzt  also  auch  ^^räumliche  Brennpunkte'' 
und  zwar  hyperbolischer  Art  (mit  konstanter  Differenz). 

Nehmen  wir  also  für  j:  zwei  beliebige  Punkte  p  und  f^ 
-der  Fokalparabel  Q^^\  so  ist: 

oder: 

d  h.:  Wenn  man  auf  jeder  der  beiden  Fokalpara- 
beln zwei  beliebige  Punkte  wählt;  so  kann  man 
dieselben  als  die  Ecken  eines  windschiefen  Vier- 
seits  im  Räume  auffassen,  dessen  Seiten  nicht  in 
die  Ebenen  der  Fokalparabeln  hineinfallen.  Ein 
solches  Yierseit  besitzt  allemal  die  Eigenschaft, 
dai's  die  Summe  zweier  gegenüberliegenden  Seiten 
gleich  ist  der  Summe  der  beiden  andern  gegen- 
Oberliegenden  Seiten. 

§  66.    Die  KreiBBohnitte  der  Fläche  2.  O. 

Wir  haben  schon  auf  S.  572  gesehen  ^  dafs  die  Fokal- 
kegelschnitte  in  den  Hauptebenen  einer  Fläche  2.  0.  dieselbe 
in  gewissen  Punkten  (Kreispunkten)  treffen,  welche  die  beson- 
dere Eigenschaft  besitzen,  dafs  jede  mit  den  Berührungs- 
ebenen in  diesen  Punkten  parallele  Ebene  die  Oberfläche 
in  einem  Kreise  durchschneidet.  Wir  können  aber  auch 
unabhängig  davon,  ob  jene  Kreispunkte  reell  vorhanden 
sind  oder  nicht,  die  Aufgabe  uns  stellen:  Solche  Ebenen 
EU  finden,  welche  die  gegebene  Fläche  jP<'>  in 
Kreisen  schneiden,  und  werden  bei  der  Lösung  dieser 
Aufgabe  auf  ihren  Zusammenhang  mit  den  Fokalkegelschnit- 
ten geführt. 

Wenn  irgend  eine  Ebene  die  gegebene  Fläche  i^w  in 
einem  Kreise  schneidet,  so  wird  die  durch  den  Mittelpunkt 
yjl  der  Fläche  i^<^)  zu  der  Ebene  parallel  gelegte  Ebene  eben- 

BoKaflTBB,  Th«or.  d.  Oberfl.  2.  Orün.  39 
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falls  in  einem  Kreise  schneiden  mQssen,  weil  beide  Ebeneo 
dieselbe  unendlich  -  entfernte  Gerade  haben,  und  diese  die 
Trägerin  einer  Punktinrolution  in  der  ersten  Ebene  ist,  deren 
Dop|>el punkte  die  imaginären  Kreispunkte  sind,  also  auch  io 
der  zweiten  Ebene  dasselbe  gilt. 

Wir  haben  also,  indem  wir  zuTÖrderst  eine  Flache  JF^ 
mit  endlichem  Mittelpunkte  1^  voraussetzen,  nur  notig,  solche 
Ebenen  durch  IK  zu  legen,  die  F^-^  in  Kreisen  schneiden: 
denn  ist  eine  solche  Ebene  gefunden,  so  wird  das  ganie 
BQschel  von  Parallelebenen  zu  ihr  die  gleiche  Eigenschaft 
besitzen. 

Sei  nun  t  eine  Durchmesserebene  der  Fläche  F^^,  die  sie 
in  einem  Kreise  schneidet,  seien  ferner  a  b  c  die  drei  Haupt- 
a:Een  der  F**'  und  die  Träger  von  Punktinvolutionen  mit  den 
Potenzen  l\PtP:  femer  [<jfcj  [ac]  [bc]  die  drei  Hanptebenen. 
dann  wird  die  Schnittlinie  d^  der  Kreisebeue  t  mit  einer 
Hauptebene,  z.  B.  loh\  ein  Durchmesser  des  Hauptscbnitti 
[iift]^^  und  zugleich  des  Kreises  f^  sein.  Der  zu  d^  kon* 
jugierte  Durchmesser  J  im  Kreise  t^  mufs  auf  c/,  senk- 
recht stehen  wegen  der  Natur  des  Kreises,  und  die  zu  dem 
Durchmesser  (/|  konjugierte  Durchmesserebene  wird,  weil  J, 
in  drr  Ebene  [ti  y  liegt .  durch  die  beiden  Geraden  c  ond  d 
lüehen  müssen  u:;d  im  allüremeinen  durch  dieselben  bestimmt 
sein:  also  ist  y^f  die  konjugierte  Durchmesserebene  zu  J, 
Da  ;&Wr  sowohl  •;.  als  auch  ii  auf  f/,  senkrecht  stehen,  so 
wird  die  Ebene  ic-.P-  die  Normalebene  des  Strahles  li,  sein. 
Es  müi'ste  also  durch  den  Mittelpunkt  IK  ein  viertes  Paar 
lu  einander  re\ktwinklt^r  konjugierter  Elemente,  nämb'ch 
der  Dun:huirs>^r  .i\  und  die  Durchmesserebene  [cd]  gehen 
ausser  det;  örei  Uauptdxrn  und  Hauptebenen:  dies  ist  im 
aÜs^memen  utmo^lich.  AUiser  wenn  F'^  eine  «reelle  oder 
imagin^rv  Ku^:  ist.  e  n  Fall,  den  wir  als  selbstverständlich 
au<;scl:ucis«-D.  Dir  Ter:;uigie  Fi*ffderung  kann  demnach  nur 
ert'^ll:  menleit.  mrun  rutweoer  J.  mit  «t  oder  mit  b  zusammen- 
tallt«  v\ier  venu  :  u..:  •/  rusvuumenfallt,  weil  dann  die  Ebene 
^.-.r  i;u'h:  *tx«:'Uu:m:  :s>;.     Wir  h^l^n  also  zunächst  folgende« 

K:ne    l^urv  hoiesser^fbene    der    F*\    welche    die- 
selbe  ;u    einem    kreise    schneiden    soll«    kann    nur 
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durch  eine  der  drei  Hauptaxen  a  b  c  der  Fläche 
gehen  (wenn  diese  nicht  selbst  eine  Kugel  ist). 

Hierdurch  wird  die  Untersuchung  wesentlich  vereinfacht; 
wir  brauchen  nur  die  drei  Ebenenbüschel  um  die  drei  Haupt- 
axen zu  untersuchen  und  nachzusehen;  ob  unter  ihren  Durch- 
schnittskurven  mit  F^^f  Kreise  vorkommen. 

Schneidet  nun  eine  durch  die  c-Axe  gelegte  Ebene  die 
-F<*)  iu  einem  Kreise,  so  wird  sie  die  [a 6] -Ebene  in  einem 
Durchmesser  d^  schneiden  müssen,  welcher  der  Träger  einer 
Punktin Yolutiou  ist,  deren  Potenz  Pc  sein  mufs;  wir  haben 
also  Prfj  =  Pc  Die  Hauptebene  [ab]  schneidet  aber  die 
Fläche  F^^^  in  einem  (reellen  oder  imagiuären)  Kegelschnitt, 
dessen  Mittelpunkt  ^,  dessen  Hauptaxen  a  und  b  die  Trä- 
ger von  Punktinvolutionen  mit  den  Potenzen  Pa  und  P^ 
sind.  Dem  Durchmesser  d^  für  diesen  Kegelschnitt  [a6]<*> 
sei  konjugiert  der  Durchmesser  d,  dann  gilt  die  bekannte 

Beziehung: 

P«  +  P,  =  P,  -f  P^„ 

also,  da  Pa^  =  Pc  ist : 

es  gilt  aber  (S.  521)  für  jeden  Durchmesser  d  die  Beziehung: 

l cos«  id,  a)    ^    sin«  (d,  a) 

~Pä~'    K        ■*"        Pt       ' 

also  für  unsern  Durchmesser  d: 

p_LI>     p  P_Lp     P 

C08»  (d,  a)  -^^^ '-  +  sin'  {d,  a)  -^^^^^ ^ 1 , 

oder: 

cos^  (d,  a)  .  ^^^y^  +  sin^  (d,  a)  •  ^^^^  =  0, 

^a  ^b 

und  hierdurch  wird  die  gesuchte  Richtung  von  d  bestimmt, 
nämlich  durch  die  Bedingung: 


wollen  wir  die   Richtung  des   konjugierten   Durchmessers  d^ 

haben,  so  dafs  \cd^  die  gesuchte  Kreisebene  selbst  wird,  so 

ergiebt  sich,  da  wegen   der  Strahleninvolution,  deren  Mittel- 

ponkt  3ß  ist,  und  die  dem  Kegelschnitt  [a6]^'^  zugehört: 

39  ♦ 
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tg^  (d,  a)  .  tg»  (rf, ,  a)  =  {^y 

ist: 

P.     P^  —  P^ 
tg«  ((?,,  a)  ==  -  p-  •  p-^i-p-  • 

-^a       •'^ft         -^c 

Es  wird  also  im  allgemeinen  zwei  Richtungen  f&r  J, 
geben;  die  symmetrisch  zu  den  Axen  a  und  6  liegen  (wie 
auch  a  priori  klar  ist),  und  die  die  Aufgabe  lösen,  wofern  der 
für  tg'  (d,  rt)  gefundene  Ausdruck  positiv  ist;  ist  er  dagegen 
negativ,  so  giebt  es  keine  reelle  Richtung  d, •  Bevor  wir 
diese  Frage  der  Realität  für  jede  der  vier  Mittelpunktsflacben 
F^^^  untersuchen;  bringen  wir  noch  die  obige  Gleichung: 

C08*  (d,  o)       j^       sin*  (d,  a)_         ^ 


indem  wir  sie  mit  Pc  multiplizieren  und  die  BrQche  ler- 
legen,  auf  folgende  Gestalt: 

C08*  jd^a)     ,    sin»  (d,  o)   cos'fd,  g)     .    Bin*  (d,  a) 

Pa-Pc^    Pt-Pc~  K  "•"  ^6  ' 

und  erkennen  aus  ihr  ein  bemerkenswertes  Resultat: 

Wir  haben  nämlich  in  der  Hauptebene  [ab]  zwei  kon- 
fokale  Kegelschnitte,  den  Hauptkegelschuitt  [aby-^  oder  St|,^ 
mit  den  Axen  a^  h  und  den  Potenzen  der  zugehörigen  Punkt- 

involutioneu  P^,  Pf,,  und  zweitens  den  Fokalkegelschnitt  K^l 
mit  denselben  Uauptaxen  und  den  Potenzen  der  zugehörigen 
Punktinvolutionen  Pa  —  Pc,  Ph  -  Pc  (S.  567),  und  die 
vorige  Beziehung  sagt  nichts  anderes  aus,  als  dafs  der  Durch- 
messer  d  für  diese  beiden  Kegelschnitte  Träger  derselben 

Punktinvolution  ist.  Wenn  also  die  beiden  Kegelschnitte  Ä|f, 
und  Ä^*,  reelle  Schnittpunkte  haben  (Kreispunkte  S.  oT?*), 
so  werden  die  beiden  Durchmesser,  welche  diesellien  ver- 
binden, die  gesuchten  Richtungen  für  d  sein,  und  die  ihnen 
konjugierten  Richtungen  </,  also  die  Kreisschnitte  bestimmen, 
wie  wir  früher  eingesehen  haben.  Wir  sind  aber  hier  unab- 
hängig von  der  Realität  der  Kreispunkte  zu  der  Bestimmoi^ 
der  Kreisel^enen  gelangt  und  können,  da  die  für  die  r-Aie 
ausgeführte  Betrachtung  in  gleicher  Weise  fÖr  die  a-Aie 
und  ^-Axe  gilt,   folgendes  allgemeine  Resultat  aossprechen ■ 


i 
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Es  giebt  im  allgemeinen  durch  jede  der  drei 
Hauptaxen  einer  Mittelpanktsfläche  F^^^  zwei  (reelle 
oder  imaginäre)  Ebenen,  welche  dieselbe  in  Krei- 
sen schneiden;  die  zu  denselben  konjugierten 
Durchmesser  der  F^^^,  welche  paarweise  in  den 
drei  Hauptebenen  liegen,  sind  die  Träger  gleicher 
Punktinvolutionen  sowohl  für  den  Hauptkegel- 
schnitt, als  auch  für  den  in  seiner  Ebene  enthaf- 
tenen  Fokalkegelschnitt  (oder  die  gleichen  gemeinschaft- 
lichen Durchmesser  beider  Kegelschnitte). 

Hierdurch  ist  die  Aufgabe  im  allgemeinen  gelöst,  da  alle 
übrigen  Ebenen,  welche  F^^^  in  Kreisen  schneiden,  den  Stel- 
lungen dieser  gefundeneu  Ebenen  parallel  sein  müssen,  s.  o.; 
aber  es  bleibt  noch  übrig,  die  Realität  der  Durchmesser- 
ebenen zu  untersuchen,  welche  in  Kreisen  schneiden.  Hier- 
zu müssen  wir  das  in  der  Hauptebene  [ab]  abgeleitete  Re- 
sultat auch  für  die  beiden  andern  Hauptebenen  aussprechen; 
bezeichnen  wir  daher  den  früher  d  genannten  Durchmesser 
der  [ab] -Ebene  jetzt  mit  de  und  den  analogen  Durchmesser 
in  der  [ac]-Ebene  mit  dt,  endlich  den  enisprechenden  in  der 
[&c]-Ebene  mit  da^  d.  h.  diejenigen  drei  Durchmesser  in  den 
Hauptebenen,  deren  konjugierte  Durchmesserebeuen  Kreis- 
Bchnittebenen  sind,  so  haben  wir  folgende  Gleichungen  zur 
Bestimmmung  ihrer  Richtung  und  der  zugehörigen  Potenz- 
werte: 

[a 6}-Ebene :  tg\d,,  a) C4^Z-J^ ;    Pd.  =Pa-i-P, -Po 

[ac>Ebene:  tg»(d6,a) p^Jl-^-V   Pä,=Pa+Pc-P, 

[6c]-Ebene:  t«*(rf<. ,  b) ^pf^!  Pä,^P,-\-Pc-P. . 

Setzen  wir  ferner,  wie  auf  8.  570,  voraus,  dafs  die  Werte 
Pa  Ph  Pe  in  algebraischem  Sinne  der  Gröfse  nach  geordnet 
seien: 

Pa>  Pö  >  Pc, 

dann  sind  offenbar  die  Verhältnisse: 


>  0      -^  -jf<0      ^^zw  >  0, 


Pa-Pc^  Pa-P6    ^  Pö-Pa 
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und  es  kommt  noch  auf  die  Vorzeichen  der  Grofsen  P«  P«  P, 
selbst  an ,  um  zu  entscheiden ,  ob  die  Durchmesser  de  d^  d, 
reelle  Schnittpunkte  haben  oder  nicht. 

Gehen  wir  also  die  vier  möglichen  Falle  durch: 

I.  Pa  >  0     P,  >  0     Pc  >  0,    das  Ellipsoid; 

nur  die  Gleichung: 

tg^  (rf», «)  =  -  p-  •  ^^ 

^a        ^a         ^h 

liefert  reelle  Werte  fSr  die  Richtung  des  Durchmessers  i%, 
der  in  der  [ac]-Ebetie  liegt ,  während  die  beiden  andern 
Gleichungen  für  das  Quadrat  der  Tangente  einen  negatifen 
Ausdruck  liefern.  Es  giebt  also  nur  zwei  reelle  Stellongen 
für  eine  Ebene,  die  das  Ellipsoid  in  einem  Kreise  schneidet. 
Die  Stellungen  dieser  beiden  Ebenen  enthalten  die  Richtung 
der  l-Axe,   der  mittleren  (der  Groise  nach);   da  P^^  positiT 

ist,  und  auch  der  konjugierte  Durchmesser  reell  wird,  bo 
schneiden  die  beiden  durch  den  Mittelpunkt  ^]){  gelegten 
Kreisebenen  in  reellen  Kreisen. 

Bezeichnen  wir  den  Winkel,  welchen  die  durch  die 
6-Axe  gehende  Kreisebeue  %  mit  der  Hauptebene  [ioj 
bildet,  durch: 

so  folgt  aus: 


der  Wert  von: 


i3P==(x,  [fift]), 
C08*<p  j^    siD'qp   1 


II.  P„  >  0    Pa  >  0    P,  <  0    das  einschalige   Hyper 
boloid;  nur  die  einzige  Gleichung: 

P      P    -  P 

tg^rfa,  6)  =  -   '    - 


«•  r 


n        P,-Pn 


liefert  reelle  Werte  für  die  Richtung  des  Durchmessers  i. 
der  in  der  [6<?J-Ebene  liegt,  während  die  beiden  andern  Glei- 
chungen für  das  Quadrat  der  Tangente  negative  Werte  lie 
fem.  Es  giebt  also  auch  hier  nur  zwei  reelle  Stellungen  ftr 
eine  Ebene,  die  das  einschalige  Hyperboloid  in  einem  Krw« 
schneidet.  Diese  beiden  Stellungen  enthalten  die  Richtnng 
der  a-Aie,  d.  h.  der  gröfseren  von  den  beiden  reellen  Axen- 
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Da  der  Durchmesser  rf«,  weil  P4  uegativ  ist,  nicht  in  reellen 
Punkten  schneidet,  so  mufs  sein  konjugierter  Durchmesser 
in  reellen  Punkten  die  Fläche  treffen,  denn  der  Hauptkegel- 
schnitt in  der  [6(?]-Ebene  ist  Hyperbel;  also  schneiden  die 
beiden  durch  den  Mittelpunkt  "üJi  gelegten  Kreisebenen  das 
einschalige  Hyperboloid  in  reellen  Kreisen. 

Bezeichnen  wir  den  Winkel,  welchen  die  durch  die  a-Axe 
gehende  Kreisebene  x  mit  der  Hauptebene  [ah]  bildet, 
durch : 

9>  =  («;  [aft]), 


so  folgt  aus: 


der  Wert  von: 


C08*  <p    j^  sin*  (p 


P,  '         Pc  P., 


also  für  den  Winkel,  welchen  die  durch  die  a-Axe  gehende 
Kreisebene  x  mit  der  Hauptebenc  [nc]  bildet: 

^  =  <JÜ«—  q>  =  (x,  [ac}) 
der  Wert: 

ni.    Pa>OPö<OFo<0    das  zweischalige;  Hyperbo- 
loid; nur  die  einzige  Gleichung: 


tg2(rfc,  a)  =  —  -p-  .  -p~-p- 


liefert  reelle  Werte  für  die  Richtuug  des  Durchmessers  dc^ 
der  in  der  [a 2»] -Ebene  liegt,  während  die  beiden  anderen 
Gleichungen  für  das  Quadrat  der  Tangente  negative  Werte 
liefern.  Es  giebt  also  auch  hier  nur  zwei  reelle  Stellungen 
für  eine  Ebene,  die  das  zweischalige  Hyperboloid  in  einem 
Kreise  s(^hneidet.  Diese  beiden  Stellungen  enthalten  die 
Richtung  der  c-Axe  d.  h.  der  kleinereu  (im  algebraischen 
Sinne)   von  den   beiden    imaginären   Axen.     P^^  ist   positiv, 

der  Durchmesser  de  schneidet  in  reellen ,  folglich  der  kon- 
jugierte Durchmesser  in  imaginären  Funkten,  weil  der  Haupt- 
kegelschnitt in  der  [a&] -Ebene  Hyperbel  ist;  die  beiden  durch 
den  Mittelpunkt  "iDi  gelegten  Kreisebenen  schneiden  also  das 
zweischalige  Hyperboloid    in    imaginären   Kreisen.     Aber    es 
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giebt  trotzdem  reelle  Kreise  auf  dem  zweischaligen  Hyperboloid; 
legen  vfit  in  den  reellen  Endpunkten  des  Durchmesaen  ^ 
die  Berührungsebenen  und  zu  diesen  Parallelebenen,  so 
schneiden  alle  diejenigen  Parallelebenen,  welche  zwischen  die 
beiden  Berührungsebenen  fallen  in  imaginären,  alle  übrigen 
in  reellen  Kreisen.  Bezeichnen  wir  den  Winkel,  welchen 
die  durch  die  c-Axe  gehende  Kreisebene  x  mit  der  flaupi- 
ebene  [ac]  bildet  durch 

q>  =  (x,  [ac]), 
so  folgt  aus: 

COB*<p    j^   8in*qp  1 

IV.  P«  <  0  P»  <  0  Pc  <  0  die  imaginäre  Fläche;  m 
die  einzige  Gleichung: 

liefert  reelle  Werte  für  die  Richtung  des  Durchmessen  rf^ 
der  in  der  [ac]- Ebene  liegt,  während  die  beiden  anderen 
Gleichungen  für  das  Quadrat  der  Tangente  negative  Wrri« 
liefern.  Es  giebt  also  auch  hier  nur  zwei  reelle  Stellungen 
für  eine  Ebene,  welche  die  imaginäre  Fläche  zweiter  Ordnung 
in  einem  Kreise  schneidet,  der  natürlich  auch  imaginär  ist 
Die  Stellungen  dieser  beiden  Ebenen  enthalten  die  Richtung 
der  6-Axe  d.  h.  der  mittleren  (im  algebraischen  Sinne).  Be- 
zeichnen wir  den  Winkel,  welchen  die  durch  die  6-Aie 
gehende  Kreisebeue  x  mit  der  Hauptebene  [bd]  bildet,  durch 

9  =  (x,  [ab]), 
so  folgt  aus: 


der  Wert  von 


-'^a  ''^c  ^b 


p,{P,-p,) 

Das  Gesamtresultat  stellt   sich  demgemäfs  so  heraus: 

Ist  eine  Mittelpunktsfläche  2.  0.  2^^>  gegeben, 

so  giebt  es  immer   nur  zwei  reelle  Stellungen  ffir 

eine  Ebene,  welche  F^'^^  in  einem  Kreise  schneiden 

soll.      Diese    beiden   reellen    Stellungen    enthalten 
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die  Richtung  einer  der  drei  Hauptaxeu  und  liegen 
symmetrisch  zu  der  ihr  kouj  ugierten  Hauptebene. 
Beim  Ellipsoid  gehen  die  durch  den  Mittelpunkt 
^  der  Fläche  F^^^  gelegten  Kreisschnittebenen 
durch  die,  der  Gröfse  nach,  mittlere  HauptaxC; 
beim  einschaligen  Hyperboloid  durch  die  gröfsere 
der  beiden  reellen  Hauptaxen,  beim  zweischaligen 
Hyperboloid  durch  diejeuifife  der  beiden  imagi- 
nären Hauptaxen,  für  welche  der  absolute  Wert 
der  Potenz  der  zugehörigen  (elliptischen)  Punkt- 
involution  der  gröfsere  ist,  bei  der  imaginären 
Fläche  2.  0.  durch  diejenige  imaginäre  Hauptaxe, 
deren  zugehörige  (elliptische)  Punktinvolution 
einen  Potenzwert  hat,  welcher  absolut  genommen 
zwischen  den  absolut  genommenen  Potenzwerten 
der  beiden  anderen  Punktinvolutioneu  liegt.  In 
den  beiden  ersten  Fällen  schneiden  die  Kreisebenen, 
durch  die  betreffenden  Hauptaxen  selbst  gelegt, 
reelle  Kreise  aus^  in  den  beiden  anderen  Fällen  ima- 
ginäre Kreise;  aber  trotzdem  giebt  es  auch  beim 
zweischaligen  Hyperboloid  zu  den  beiden  reellen 
Stellungen  der  Kreisebenen  Parallelebenen,  welche 
die  Fläche  in  reellen  Kreisen  schneiden.  Der  zu 
der  Stellung  der  einen  (oder  anderen)  reellen  Kreis- 
ebene konjugierte  Durchmesser  schneidet  nämlich 
das  zweischalige  Hyperboloid  in  zwei  reellen 
Punkten,  derenBerührungsebenenjenerK  reisebene 
parallel  laufen.  Eine  zu  diesen  Berührungsebenen 
parallele  Ebene  wird  die  Fläche  in  einem  imagi- 
nären oder  reellen  Kreise  schneiden,  je  nachdem 
sie  die  Endpunkte  des  konjugierten  Durchmessers 
trennt  oder  nicht  trennt.  Beim  Ellipsoid  gilt  das 
Umgekehrte;  auch  hier  trifft  der  zu  einer  (oder  der 
anderen)-  Stellung  der  Kreisebenen  konjugierte 
Durchmesser  die  Fläche  in  reellen  Punkten,  und 
eine  zu  der  Kreisebene  parallele  Ebene  wird  das 
Ellipsoid  in  einem  reellen  oder  imaginären  Kreise 
schneiden,  je  nachdem  sie  die  Endpunkte  des  kon- 
jugierten Durchmessers  trennt  oder  nicht   trennt. 
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Die  vier  Endpunkte  der  zu  den  Stellangen  der 
beidenKreisebeuen  konjugierten  Durchmesser  sind 
die  Kreispunkte  der  Flache.  Beim  einsehaligen  Hy- 
perboloid treffen  diese  konjugierten  Durchmesser 
die  Flache  nicht;  es  giebt  keine  Kreisponkte,  son- 
dern alle  zu  den  Kreisebeneu  parallelen  Ebenen 
schneiden  die  Fläche  in  reellen  Kreisen;  die  ima- 
ginäre Fläche  kann  naturlich  nur  in  imaginären 
Kreisen  geschnitten  werden. 

Wir  bemerken  noch  eine  sich  unmittelbar  ergebende  Eigen- 
schaft   der  Kreise,   welche  auf    einer  Fläche  -F^*^  verlaofen. 
Legt  man  nämlich  durch  den  Mittelpunkt  IV  der  Mäche  F^^  eine 
beliebige  Durchmesserebene,  so  schneidet  dieselbe  die  FBche 
/•'**  in  einem  Kegelschnitt  Ä**S  dessen  Mittelpunkt  ^  ist,  und 
die   beiden   durch    den  Mittelpunkt   IV   gelegten  Kreisebenea 
schneiden  die  /'*-*  in  zwei  gleichen  Kreisen,  weil   sie  durch 
eine  der  Hauptaxen  der  JF'**  gehen;  sie  schneiden  daher  auch 
den  K^relschuitt  ä'-'  in  zwei  gleichen  Durchmessern.     Legen 
wir  jetzt  eine  zu  der  Durchmesserebene  parallele  BerOhnmgs- 
ebene  der  F^^ .  so  ist  die  ihrem  Berührungspunkt  zugehörige 
StrahleuiuTolution  parallel  und  gh*ich  der  StrahleninTolatioD 
der  konjugierten  Durchmesser  des  Kegelschnitts  Ä''*;  die  Aien 
des  loirteren  sind  also  auch  {parallel  den  Axen  der  Strahlen- 
involution  in   der   Beriihruiigsebene ;    die    beiden    durch  den 
Benihnjngspunkt  gelehrten  Kreisel»enen  schneiden  mithin  die 
Berühruuijs^^Wnon  in  zi*ei  Tangenten,  welche  gleich  geneigt 
sein   mf.sstMi    lu   den  A\^n   der  :>trah1eninTolution,    weil  die 
gleichen  Dv:rv  hmt^sjvr  eint^>  Kegelschnitt«  gegen  die  Axen  des- 
selben c'.oH'h  g^nt  iin  siiid    ^V  ir  erhahen  daher  folgenden  8ati: 

^^  er.n  mAi.  :i:  ticer  Berührungt^ebene  einer 
1- lAi  ho  F'  d:t  boidei:  T-kni;»^nien  an  den  Kreisen 
rieht,  wo\he  liurch  liei:  BerühruniTspunkt  auf  der 
tUcht'  vor*iA;;!\n,  so  >ind  die  Halbierungslinien 
>  oi^  ^>  :r/kt*l  ..nd  Nt  *♦•■:  um  ickei  zwischen  diesen 
be:ot*r.  i^orAo^r.  viie  Axen  Orr  ^trahleninvol  ution, 
^«^*^he  :u  %itr  Ht  rühr urg> ebene  dem  Beruh rungs- 
|M:r.kit*  sucehC-r:  •  " 

^      •    ^f:%r..  y  .\  *,  :    Äjiri"       V,-;:  i>:   Nv>nDAlen  d«  Dii]*«e  and 
-tr»  V:;4>Kva>-.  v>«.>  >  XNan**:  Ki.  3LXTL  S,  IT* 
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Es  bleibt  jetzt  noch  übrig,  die  vorgelegte  Frage  für  den 
Fall  der  Paraboloidö  zu  beantworten.  Da  das  hyperbolische 
Paraboloid  yon  jeder  Ebene  entweder  in  einer  reellen  Hyperbel 
oder  Parabel  geschnitten  wird  (S.  214),  so  kann  bei  demselben 
von  Ereisschnitten  überhaupt  keine  Rede  sein.  Für  das  ellip- 
tische Paraboloid  haben  wir  zwar  schon  von  den  Fokal- 
parabeln aus  die  Kreisschnitte  bestimmt  (S.  590),  wollen  aber 
hier  nochmals  unabhängig  davon  die  vorgelegte  Frage  beant- 
worten. 

Beim  elliptischen  Paraboloid  ist  die  unendlich-entfernte 
Ebene  ««  Berührungsebene,  und  ihr  Berührungspunkt  TO* 
der  Mittelpunkt  einer  elliptischen  Strahleninvolution  in  e:», 
welche  von  allen  Paaren  konjugierter  Strahlen  durch  ^i* 
gebildet  wird.  Um  dieselbe  anschaulicher  zu  machen, 
denken  wir  uns  durch  diese  Strahlenpaare  und  die  endliche 
Hauptaxe  a  des  Paraboloids,  deren  Berührungsebene  im 
Scheitel  S  normal  auf  ihr  steht,  Ebenenpaare  gelegt,  die 
eine  Ebeneninvolution  durch  die  Axe  a  konstituieren,  welche 
mit  der  Strahleninvolution  in  f«  perspektivisch  liegt,  in 
'uuserem  Falle  also  auch  elliptisch  ist  und  im  endlichen  Räume 
unserer  Anschauung  sich  nicht  entzieht. 

Diese  Ebeneninvolution  können  wir  auch  unabhängig 
von  den  unendlich -fernen  Elementen  dadurch  herstellen,  dafs 
wir  am  Scheitel  <S  des  Paraboloids  die  Berührungsebene  t 
auffassen  und  die  in  derselben  liegende  Strahleninvolution, 
deren  Mittelpunkt  S  ist,  und  die  aus  sämtlichen  Paaren 
konjugierter  Strahlen  durch  <S  (in  Bezug  auf  das  räumliche 
Polarsystem)  gebildet  wird,  herstellen,  endlich  eine  mit  der- 
selben perspektivische  Ebeneninvolution  durch  die  a-Axe 
legen. 

Da  nun  eine  beliebige  Ebene  s  die  Ebene  £«  in  einer 
Geraden  i„  schneidet,  für  welche  die  zugehörige  Punktinvo- 
lution durch  die  soeben  konstruierte  Ebeneninvolution  mit 
der  Axe  a  ausgeschnitten  wird,  und  die  Schnittkurve  von  £ 
mit  F^^^  dann  und  nur  dann  ein  Kreis  sein  wird,  wenn  die 
Punktinvolution  auf  lao  die  imaginären  Kreispunkte  zu  Doppel- 
punkten hat)  oder  die  Strahleninvolution,  in  welcher  die  Ebene 
s  die  Ebeneuinvolution  [aj  schneidet  eine  orthogonale  ist, 
so    kommt    die   vorgelegte    Aufgabe    auf    folgende    zurück: 
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Durch  eine  gegebene  elliptische  EbeneninToloiioii 
[a]  eine  solche  Ebene  zu  legen,  dafs  die  Strahlen- 
inTolutiou  des  Durchschnitts  eine  orthogonale 
wird;  diese  Aufgabe  haben  wir  in  §  5  (S.  19)  gelöst  und  dort 
gesehen,  dals  es  für  die  gesuchte  Ebene  nur  zwei  reelle 
Stellungen  giebt ,  die  {symmetrisch  li^en  zu  einer  der  beiden 
Uauptebenen  der  gegebeuen  Ebeneninyolution  mit  dt>r  Axe  a. 
Um  die  Stellungeu  der  gesuchten  Kreisebenen  selbst  iQ 
finden,  nehmen  wir  den  Scheitel  2.  des  elliptischen  Pan- 
boloids  und  die  bei'len  durch  die  ci-Axe  desselben  gehenden 
Uauptebenen  [ab^j  und  [ac"^]]  diese  schneiden  das  Paraboloid 

in  den  beiden  Parabeln  ^^^^,  und  "J^^Jl»  ,  welche  glekhseitig 
3  zum  Scheitel y  f«  und  fc  zu  Brennpunkten  haben;  und  zwar 
liegen  f\f..  auf  derselben  Seite  von  sE;  da  sie  im  allgemeinen 
nicht  zusammenfallen  werden,  so  wird  einer  der  beiden  Brenn- 
puifkte  der  Hauptschnitte  dem  Scheitel  näher  liegen,  als  der 
andere;  dieser  nähere  sei  u- 

Um  die  Ebeneninvolution  a  zu  ermitteln,  denken  wir 
uns  durch  irgend  einen  Punkt  c  der  a- Axe,  welcher  in  dem 
Innern  der  beiden  Hauptparabeln  liegen  möge,  eine  Ebene 
normal  zur  /r- Axe  gelegt;  diese  wird  das  Paraboloid  in  einer 
Ellipse  schneiden,  deren  Hauptaxen  die  beiden  Schnittlinien 
/a  und /..  mit  den  Hauptebenen  [nb*  \  und  [*ic*  ■  sein  werden. 
Die  Potenzen  der  zugehörigen  PunktiuTolutionen  oder  die 
Quadrate  der  Halbaxen  dieser  Ellipse  werden  bestimmt  ver- 
mittelst der  beiden  Hauptparabeln  X\l*  "'»d  iv«  '  ^^^  ^' 
halten  nämlich  als  ihre  Werte: 

4  3  c  .  3  ?\     und     4  3  c  .  3  f^ , 

uud  aus  diesen  Werten  ergeben  sich  die  Richtungen  der 
gleichen  konjugierten  Durchmes^r  der  Ellipse;  bezeichnen 
wir  diese  durch  .<  und  t  und  die  Winkel 

[S,h\  =  ./,  /.)  =  9, 
so  ist: 

bezeichnen  wir  zur  Abkürzung  die  Strecken: 
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SO  wird  der  Winkel  q)  bestimmt  durch  die  Bedingung: 

und  durch  den  Winkel  q)  werden  die  Richtungen  der  beiden 
gleichen  konjugierten  Durchmesser  s  und  t  der  Ellipse  be- 
stimmt, in  welcher  die  durch  o  normal  zur  a-Axe  gelegte 
Ebene  das  Paraboloid  schneidet.     Die  beiden  Ebenenpaare  : 

[aZ6],{aZc]     und    [aä],  [at] 

sind  aber  zwei  Paare  konjugierter  Ebenen  der  gesuchten 
Ebeneninvolution  [a],  und  es  wird  nun  darauf  ankommen, 
durch  0  eine  Ebene  so  zu  legen,  dafs  sie  beide  Ebenenpaare 
in  je  zwei  Paaren  rechtwinkliger  Strahlen  schneidet.  Da  die 
beiden  Ebenen  [ali,'\  und  [a^  selbst  zu  einander  rechtwinklig 
sind,  so  kann  die  gesuchte  Ebene  nur  dann  dieselben  in  zwei 
rechtwinkligen  Strahlen  schneiden,  wenn  sie  durch  einen  der 
beiden  Strahlen  It,  oder  Ic  geht,  weil  Ic  die  Normale  der  Ebene 
[aZft],  und  If,  die  Normale  der  Ebene  [alc]  ist.  Jede  durch 
Ic  gelegte  Ebene  schneidet  das  eine  Ebenenpaar  [ah]  und 
[alc'}  in  einem  Paar  rechtwinkliger  Strahlen,  und  es  ist  unter 
allen  durch  Ic  gelegten  Ebenen  eine  solche  aufzusuchen,  welche 
auch  das  Ebenenpaar,  [as]  und  [af]  in  einem  rechtwinkligen 
Strahlenpaare  schneidet.  Schneidet  diese  gesuchte  Ebene  die 
Ebene  [as]  in  dem  Strahle  x  und  die  Ebene  [aZ^]  in  dem 
Strahle  x,  so  mulls  der  Winkel  {Ic,  x)  =45^  also  auch  der 
Winkel  {xx')  =  45®  sein.  Die  drei  Strahlen  a  x  x'  bilden 
also  ein  Dreikant,  in  welchem  der  Neigungswinkel 

{[x'x],[x'a])  =  90'>, 
der  Neigungswinkel 

({ax],[ax'])  =  q) 

und  der  Eantenwinkel 

(a:,a;')  =  45« 

ist;  für  dieses  rechtwinklige  Dreikant  gilt  bekanntlich  die 
Beziehung: 

tg  (x\  x)  =  tg  (45»)  =  1  =  sin  (a,  x')  .tgq)  *); 


*)  In  der  That,  geben  durch  einen  Strahl  |ob|  zwei  zu  einander 
rechtwinklige  Ebenen,  und  legen  wir  in  einem  Punkte  a  der  ersten 
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bezeichnen  wir  daher  den  gesuchten  Winkel   (o,  x')  «>  r, 
so  folgt': 

sin*  if  ^  ctg*  y  =    -  . 

Durch  den  Winkel  ^'  ist  in  der  £bene  \ah]  ein  Strahl 
x'  Yon  solcher  Beschaffenheit  ermittelt,  dafs  die  Ebene  (4il 
die  Yorige  Ebeneninyolotion  a  in  eiuer  orthogonalen  Stnh- 
leuinTolotion  schneidet,  d.  h.  die  Stellung  einer  Ebene,  welche 
das  Paraboloid  in  einem  fijreise  schneiden  ronlk  Da  der 
Winkel  r  nach  beiden  Seiten  hin  angetragen  werden  kmn, 
!>o  erhalten  wir  zwei  Ebenen  durch  die  Gerade  Ic«  welche  das 
Paraboloid  in  Kreisen  schneiden  und  symmetrisch  liegeo  rar 
Hauptebene  [ac'^J.  Gehen  wir  in  gleicher  Weise  tod  der 
Geraden  U  aas,  so  wurden  die  Stellungen  der  Kreisebenen 
zu  bestimmen  sein  durch  Strahlen  in  der  Ebene  [a/c],  welche 
zu  der  n-Axe  unter  dem  Winkel  t'  geneigt  sind,  der  zo  er- 
mitteln wäre  durch  die  Bedingung.* 

sin-  <•   =  y  ; 

da  aber  die  beiden  Strecken  b  und  c  im  allgemeinen  rer- 
schieden  sind,  und  wir  b<c  angenommen  haben,  so  tiefert 
nur  die  erste  Gleichung: 

eine  Nonnalebene  zam  Stmhle  ;Ca|.  welche  die  ente  Ebeoe   in  dem 

Strahle  [afc|,  <Ue  tweite  in  dem  Stnüüe  [lc| 

C         schneidet,   wo    c   ein  Punkt  des  letcteren  irt« 

^  sc  wird,    weil   aaf  der  Ebene  [ebaj  towohl 

c  die   Ebene    [thc],  ab    aoch  die  Ebene  [akc] 

rechtwinklig;  steht,     (c     Normale  der  Ebene 

,  \  [etil  «ein.  fol^ch  haben  wir: 

..,-"'^'  ab  .  tg  ,t  jc>  ■=  bc, 

M-^^ k 

'^  m  ^    aUo,  wenn  wir  die  drei  Strahlen  : 

^^  ^  ca^a,     cb»6,    cc  — c 

bezeichnen : 

Ab  =«  cb  .  sin  a.  6 

bc  =  cb.  tg  A<^' 
^    bic   =   [a6j.  [tfcj  . 

wonau*  für  djs  an  dtrr  Kdnte  >*  rechtwinklig  Dreikant  ahc  die  Be- 
ziehung tolirt: 

tg  /•,  ri  =  *in   d.  ft'  .  lg    'a6.\  [acj  . 
Ton  der  uu  Texte  Gebrauch  gemacht  wurde. 
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sin^  ilf  =  — 
^  c 

reelle  Werte  für  ^,  wie  auch  die  Konstruktion  derselben 
zeigt.  Schlägt  man  nämlich  über  Q^c  =^  c  als  Durchmesser 
einen  Kreis  in  der  Ebene  [a6*J,  errichtet  in  f^  ein  Perpen- 
dikel auf  der  a-Äxe,  welches  den  Kreis  in  den  reellen  Punkten 
t)  und  t)  schneidet,  weil  ©f^  <  Sfc,  so  sind  die  beiden  Strah- 
len Ifc^l  und  Ifc^'l  gegen  die  a-Axe  unter  dem  Winkel  if; 
geneigt,  und  die  Ebenen,  welche  diese  Strahlen  mit  der  Ge- 
raden Ic  verbinden,  sind  die  gesuchten  Stellungen  der  Kreis- 
ebenen für  das  elliptische  Paraboloid.  Bei  der  analogen  Kon- 
struktion in  der  andern  Hauptebene  kann  das  Perpendikel 
den  Kreis  nicht  schneiden.  Es  ist  also  ^  derjenige  Winkel, 
welchen  die  durch  die  Gerade  Ic  gehende  Kreisebene  x  mit 
der  Uauptebene  [ac"^]  bildet,  und  wir  haben  für 

^  =  (x,[ac"]) 
die  Werte: 

Sin'  tlf  =  —  ;    cos^  tp  s= . 

c  c 

Die  Stellungen  der  beiden  reellen  Kreisebenen  schneiden 
die  unendlich-entfernte  Ebene  e^  in  zwei  geraden  Linien  l^ 
und  l^ ;  durch  jede  derselben  geht  aufser  der  unendlich-ent- 
fernten Ebene  s^  selbst  noch  eine  zweite  Berührungsebene 
au  das  Paraboloid ;  diese  beiden  Berührungsebenen  berühren 
das  Paraboloid  in  den  Kreispunkten  t  und  t\  welche  auf  der- 
jenigen  Hauptparabel  liegen,  deren  Brennpunkt  (f^)  dem 
Scheitel  zunächst  liegt. 

Wenn  insbesondere  b  =  c  ist,  d.  h.  die  Brennpunkte  f^ 
und  fc  zusammenfallen,  so  vereinigen  sich  die  beiden  Stel- 
Inngen  der  Kreisebenen  zu  einer,  welche  normal  auf  der 
a-Axe  steht.  Das  Paraboloid  wird  daher  ein  Rotationspara- 
boloid ,  und  die  beiden  Kreispunkte  fallen  in  den  Scheitel  des- 
'selben  hinein. 

§  67.    Die  Mac-CuUagh'sche  und  die  Jaoobi'sche 
Erzeugungsart  der  Fläohe  2.  O. 

Die  Fokalkegelschnitte  und  die  Kreisschnitte  einer  Fläche 
2.  0.,  deren  Zusammenhang  wir  im  Vorigen  ermittelt  haben, 
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führen    zu    sehr   einfachen  metrischen   Benehnngen,  welche 
yerschiedene  Erzeugungsarten  der  Fläche  liefern. 

Die  Fokalk^elschnitte  einer  Flache  2.  O.  zeigen  nimÜGh 
in   einer  Hinsicht  einen   charakteristischen   unterschied:  Die 
Stellungen  der  Ereisebenen   sind  normal  zu  der  Ebene  dei 
einen  Fokalkegelschnitts,  nicht  normal  zu  den  Ebenen  der 
andern.     Wir  fassen  zuerst   einen-  solchen  Fokalkegebchnitt 
auf,  zu   dessen  Ebene  die  Kreisschnittebenen  nicht  nomud 
sind;  dieser  ist  für  das  Ellipsoid  die  ElUpse  E^^  (S.  570) oder 
derjenige,  welcher  nicht  die  Kreispunkte  der  Flache  enihätt, 
beim  zweischaligen  Hyperboloid  die  Hyperbel  B^^^  ^*  ^*  ^^"^^ 
falk   derjenige  Fokalkegelschnitt,    welcher  nicht   die  Kreis- 
punkte der  Fläche  enthält;  beim  einschaligen  Hyperboloid,  wo 
die  Kreisschnitie  die  Richtqng  der  a-Axe,  d.  h.  der  gfdfsercB 
der  beiden  reellen  Axen  enthalten  (S.  6l7j,  kann  beliebig  einer 

der  beiden  Fokalkegelschnitte  E^'^  oder  fT^  gewählt  werden, 

weil  die  Kreisschnittebenen  zu  keiner  der  beiden  Ebenen  der- 
selben normal  sind;   beim   elliptischen  Paraboloid   ist  der  zn 

betrachtende  Fokalkegelschnitt  die  Parabel  F^^ ,  welche  nickt 

die  Kreispunkte  enthält;  das  hyperbolische  Paraboloid  hat 
Qberhaupt  keine  eigentlichen  Kreisschnitte  und  soll  besonden 
behandelt  werden. 

Dieser  so  charakten:$ierte  Fokalkegelschuitt  wird  der 
folgenden  Betrachtung  zu  Grunde  gelegt  Es  «ei  t  ein  be- 
liebiger Puokt  dieses  Fokal kegelsch n i ttes ,  t  die  Tangente  in 
demselben  und  t^  der  konjugierte  Strahl  zu  /  im  räumlichen 
Polarsystem  der  I^'\  d.  h.  diejenige  Gerade,  welche  normal 
steht  auf  der  Ebene  des  Fokalkegelsehnittes  in  dem  Punkte  t,, 
der  der  Pol  von  t  ist  in  Bezug  auf  den  HauptkegelschnitI 
in  der  betrachteten  Ebene;  aus  der  Gnmdeigenschaft  dei 
Fokalkegelschnittes  folgt,  dafg  der  Fufspunkt  des  aus  t,  anf 
/  herabgelassenen  Perpendikels  der  BerOhrungspunkt  t  ist; 
mithin  wird  t,  t  der  kürzeste  Abstand  zwischen  den  beiden 
rechtwinklig  zu  einander  gerichteten  Strahlen  /  und  r,  sein; 
femer  ist  t  die  Axe  einer  dem  räumlichen  Polarsystem  m- 
gehörigen  orthogonalen  Ebeneniuvolution;  wenn  also  i»  ii 
irgend  ein  Paar  konjugierter  Punkte  der  Punktinrolotion  ift, 
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welche  dem  Strahle  t^  zugehört,  so  ist  der  Mittelpunkt  der- 
selben t|  und 

t,T,  .tiri  +  (t,t)2-0, 

mithin  der  Winkel  ):,t):i  =  90®;  auf  dem  Strahle  |ji*,t|  steht  also 
die  Ebene  [/jri]  senkrecht  Die  Punktinyolution,  welche  dem 
Strahle  /,  zugehört,  ist  demnach  immer  eine  elliptische,  weil 
ihre  Potenz  einen  negativen  Wert  hat.  Dies  ist  auch  un- 
mittelbar zu  erkennen,  denn  för  den  Fall  des  Ellipsoids  liegt 

die  Fokalellipse  E^^  ganz  innerhalb  der  Hauptellipse;  die  Tan- 
gente t  an  ersterer  schneidet  also  die  letztere  in  einem  reellen 
Punktepaare;  die  Punktinvolution  auf  t  ist  daher  hyperbolisch 
und  auf  der  konjugierten  Geraden  f^  notwendig  elliptisch. 
FQr  den  Fall  des  zweischaligen  Hyperboloids  gilt  dasselbe; 
beim  einschaligen  Hyperboloid  dagegen,  mag  der  betrachtete 

Fokalkegelschnitt  die  Fokalellipse  E^^^  oder  die  Fokalhyperbel 

JH^J  sein,  liegt  er  beidemal  aufserhalb  des  zugehörigen  Hatipt- 

kegelschuittes;  die  Tangente  t  ist  daher  allemal  der  Träger 
einer  elliptischen  Punktinvolution,  mithin  auch  t^, 

Es  giebt  nun,  wie  wir  wissen,  zwei  bestimmte  Stellungen 
fQr  Ebenen,  welche  Kreise  aus  der  Flüche  F^^^  ausschneiden ; 
diese  Ebenen  sind  gleich  geneigt  gegen  die  Ebene  des  be- 
trachteten Fokalkegelschnittes,  also  auch  gegen  die  Normale 
^1  derselben.  Nehmen  wir  eine  solche  Ebene  x,  welche  die 
jpw  in  dem  Kreise  Ä<*>  schneidet,  und  möge  die  Ebene  x 
dem  Strahle  t^  im  Punkte  X|  begegnen,  dann  ist  die  Polar- 
ebene des  Punktes  jr,  in  Bezug  auf  t^^  die  Ebene 

und  diese  Polarebene  mufs  die  Polare  x^  des  Punktes  Xt  in 
Bezug  auf  den  Kreis  ^(^>  enthalten.  Die  Ebene  g,  steht  aber 
normal  auf  dem  Strahle  \j:\i  ,  wie  wir  oben  gesehen  haben; 
folglich  wird,  wenn  wir  aus  t  auf  Xj  das  Perpendikel  t^| 
fallen,  dasselbe  der  kürzeste  Abstand  zwischen  den  beiden 
Strahlen  \J:^t\  und  x^  sein;  daher  wird  auch  die  Ebene  []Cit^,] 
normal  sein  auf  dem  Strahle  x^,  und  der  Winkel  ):,t^|  wird 
90*^  betragen. 

Wir  haben  hiemach  folgende  räumliche  Figur: 

Eine  Ebene  x  enthält  einen  Kreis  £(^>,  einen  Punkt  Xi 

SchmOtse,  Theor.  d.  Obeifl.  X.  Ordn.  40 
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and  dessen  Polare  x,  in  Bezug  auf  den  Kreis;  aus  rj  ist  ^ 
die  Polare  x^  das  Perpendikel  j:,^]  herabgelassen,  welches 
daher  Durchmesser  des  Kreises  ^^^^  sein  mofs,  und  durch 
jtit),  I  eine  Ebene  normal  zu  x  gelegt,  die  einen  Puukt  t  ent- 
hält, für  den  L  JC|tl)|  =  90®  ist;  d.  h.  t  liegt  auf  einem  zwei- 
ten Kreise,  dessen  Durchmesser  x*|))|  ist,  und  dessen  Ebeoe 
auf  der  Ebene  des  ersten  Kreises  normal  steht.  Solche  zwei 
Kreise  im  Räume,  die  sich  durchschlingen,  indem  ihre  zu 
einander  rechtwinkligen  Ebenen  sich  in  einer  Geraden  scbuei- 
dea,  welche  Durchmesser  beider  Kreise  enthält,  deren  End- 
punkte einander  harmonisch  trennen  ^  bieten  eine  sehr  ein- 
fache elementare  Eigenschaft  dar^  von  welcher  wir  Gebraoeh 
machen  wollen: 

Sind  ab  irgend  zwei  Punkte  des  einen  Kreises 
und  aj  B,  irgend  zwei  Punkte  des  andern  Kreises, 
so  ist  allemal: 

•^ ab,  .  ba,  =  aa,  .  bbj  .*) 


*)  Zum  Beweise  dieser  EigeDschafl  erinnern  wir  an  bekannie  SiUe 
der  Kreistheorie : 

Ist   ein  £rei8  m^^^  gegebeu,  ab  ein  Durchmesser   desselben,  vnd 

sind  Ol  bi  zwei  konjugierte  Funkte 
auf  demselben  (Fig.  40),  so  wiH 
irgend  ein  Puukt  r  des  Kreises,  mit 
a  b  ai  b|  verbunden ,  vier  harmoni- 
sche Sirahlen  liefern,  von  deoeo 
zwei  konjugierte  raj,  Irb  m^ 
einander  senkrecht  (stehen  und  d»- 
her  Winkel  und  Nebenwinkel  ivi* 
ttchen  den  andern  beiden  irai  uimI 
|vbi|  halbieren;  hieraus  folgt  dit 
Beziehung: 
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Fig.  40. 
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j.  h.  für  alle  Punkte  y  des  Kreises  kon»tant. 

Wenn   wir  über  ab  als  Durchmesser  eine  Kugel  m*'^  beschreiUo. 
so  wird  naturlich  auch  für  alle  Punkte  i  dieser  Kugel 


ra, 


,—  =  konst 
rb, 

sein.    Errichten  wir  in  der  Mitte  n  zwischen  a,  b|  ein  Perpendikel  snf 
Ol  b|  I  in  der  Ebene  des  ersten  Kreises  und  nehmen   einen  beliebijfrn 
Punkt  0  desselben,  so  ist: 
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Wählen  wir  daher  auf  dem  Kreise  £^')  zwei  beliebige  Punkte 
X  x'  und  auf  dem  andern  Krei&e  die  Punkte  t  und  Xi  i  so  folgt: 


xi 

it 

^ 

on* 

+ 

XXt 

nm* 

„^ 

'          1 

X  Xi  ' 

on*  + 

na  • 

om* 

nb  +  ma* 

— 

on«  + 

nb} 

+  ma* 

« 

cbj  + 

ma* 

» 

also 

om*  —  ma*  «  oaj  =  obj  , 

d.  h.  die  Potenz  des  Punktes  o  in  Bezug  auf  den  Kreis  m^^^  ist  gleich 
dem  Quadrat  des  Abstandes  des  Punktes  o  vom  Punkte  ai  oder  bf. 
Wenn  wir  daher  um  m  mit  dem  Radius  ma  =  mb  und  um  o  mit  dem 
Radius  oai  «=  ob|  zwei  Kugeln  beschreiben,  so  müssen  dieselben  sich 

rechtwinklig  schneiden.  Halten  wir  die  erste  Kugel  m^^^  fest  und  ver- 

äudem  die  zweite  o^^\  indem  wir  o  auf  dem  Perpendikel  |nol  verändern, 

so    gehen    sämtliche  Kugeln    o^^^    durch    einen    und    denselben    Kreis 

n^^\  dessen  Mittelpunkt  n  ist,  dessen  Radius  nai  =  nb|  ist^  und  dessen 
Ebene  auf  der  Ebene   [mno]  senkrecht  steht,    in  welcher   der   erste 

Kreis  m^^^  liegt. 

Wir  erhalten  daher  zwei  Kreise  m  ^^  und  n^^^  die  in  zwei  zu 
einander  rechtwinkligen  Ebenen  liegen,  und  bez.  ab  und  aibi  zu 
Durchmessern  haben,  deren  Endpunkte  einander  harmonisch  trennen. 

Nehmen  wir  nun  irgend  zwei  Punkte  v  und  t)  des  Kreises  m^^\  so  wird 
die  Verbindungslinie  |  r  \)  |  die  Gerade  |  n  o  |  in  einem  solchen  Punkte  o 

treffen,  dafs 

or  .  0^  =  oaj  =  obj 

ist;  folglich  sind  r  D  zwei  konjugierte  Punkte  für  die  Kugel  o^^^und 
ffir  jeden  Punkt  r,    dieser  Kugel   wird   daher   — * —   denselben  Wert 

Xi^ 

haben.    Da  nun  alle  Kugeln  o^^^  durch  den  Kreis  n^^^  gehen,  so  wird 

auch,  wenn  wir  irgend  zwei  Punkte  n  I9i  des  Kreises  n^^^  nehmen,  die 

Qleichheit  bestehen: 

riv  Dir 


oder 


rir  .Dit)=*riD-^ir , 


d.  h.:  Wenn  man  irgend   zwei  Punkte  des  Kreises  m^^'   mit 

irgend  zwei  Punkten  des  Kreises  n^^^  zu  einem  windschiefen 
Vierseit  verbindet,  so  ist  allemal  das  Rechteck  aus  zwei 
Gegenseiten  gleich  dem  Rechteck  aus  den  beiden  andern 
Gegenseiten  dieses  Vierseits. 

Von  diesem  Satze  haben  wir  im  Texte  Gebrauch  gemacht. 

40* 
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wenn  wir  daher  den  Punkt  j:  beliebig  auf  dem  Kreise  S^' 
verilnderu,  so  bleibt  das  Verhältnis 

rt 

—  =  konst. , 

d.  h.:  für  alle  Punkte  r  des  Kreises  St^^^  bleibt  dts 
Verhältnis  ihrer  Abstände  von  dem  festen  Punkte 
t  und  dem  festen  Punkte  r,,  in  welchem  die  Ebene 
des  Kreises  Ä^^>  der  Geraden  ^,  begegnet,  von  un- 
verändertem Wert. 

Nun  giebt  es  durch  jeden  Punkt  j:  der  Fläche  F^^  iw« 
Ebenen,  welche  aus  derselben  Kreise  ausschneiden;  diese  sind, 
wie  wir  wissen,  parallel  zwei  bestimmten  Stellungen,  welche 
gleich  geneigt  sind  gegen  den  Strahl  /, ;  wenn  die  Ebenen 
dieser  beiden  Kreisschnitte  den  Strahl  f^  in  Xi  und  n,  treffen^ 
so  wird  jrr,  ==  ]Cl),  sein;   für  alle  Punkte  x  des  einen  Kreises 

ist  das  Verhältnis     ~    konstant,    und    fQr    alle*  Punkte  des 

XXt  ' 

zweiten  Kreises  wird   aus   denselben  Gründen   das  Verhältnis 

-  konstant  sein ;  da  aber  für  die  gemeinschaftlichen  Punkte 

dieser  beiden  Kreise  die  Konstante  denselben  Wert  hat,  weil 
yy^  ==z  XX}^  ist,  so  hat  sie  auch  für  sämtliche  Punkte  beider 
Kreise  denselben  Wert.  Statt  des  ersten  Kreises  ji^'^  können 
wir  jetzt  einen  beliebigen  andern  des  Büschels  nehmen,  wel- 
ches alle  in  parallelen  Ebenen  liegenden  Kreisschnitte  bilden, 
wofern  dieser  neue  Kreis  nur  den  dem  andern  Büschel  an- 
gehörigen  Kreis  schneidet,  und  von  den  Kreisen  des  einen 
Büschels  können  wir  in  dieser  Weise  zu  den  Kreisen  des 
andern  Büschels  durch  die   ihnen  gemeinschaftlichen  Punkte 

übergehen,  immer  wird  das  Verhältnis denselben  konstan- 
ten W^ert  behalten. 

Ob  aber  durch  diesen  nach  beiden  Seiten  hin  fortgesetzten 
Prozess,  durch  welchen  wir  zu  immer  neuen  Punkten  der 
Fläche  F^^^  gelangen,  auch  alle  Punkte  derselben  erhiUen 
werden,  oder  ob  etwa  auf  2^*>  noch  solche  Punkte  übrig 
bleiben,  welche  nicht  getroffen  werden  können,  bedarf  einer 
besonderen  Überlegung. 

Sind  I"^  und  l"^  die  beiden  unendlich-entfernten  Geraden, 
durch  welche  sämtliche  Kreisebenen  gehen,  und  die  den  us- 
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1-entfemten  Punkt  der  6-Ase  oder  c-Äxe  gemein  haben, 
80  köonen  wir  uns  ein  Bflschel  von  Parallelebeuen  durch  /* 
denken,  welche  den  ganzen  Raum  erfüllen;  in  jeder  iJerKelben 
befindet  sich  ein  (reeller  oder  imaginärer)  Kreis,  der  der 
Fläche  F'^'  angehört,  und  wir  kÜnnen  durch  gehörige  Nühe- 
rung  der  parallelen  Ebenen  die  Kreise  M  '^'  auf  der  Fläche 
einander  so  nahe  briugen,  wie  wir  wollen.  Diese  ganze  Schar 
von  Kreisen  S"'  erfüllt  vullständig  die  Fläche  -f'i,  und  durch 
die  Nuilkreise  (Kreispuukte,  s.  o.)  findet  der  Übergang  von 
den  reellen  zu  den  imaginären  Kreisen  statt.  In  gleicher 
Weise  denken  wir  uns  durch  l^  ein  Büschel  von  parallelen 
Ebenen  gelegt,  welche  auf  F^^*  eine  zweite  Schar  von  Kreisen 
K  J**  ausschneiden,  die  ebenfalls  die  ganze  Flache  erfüllen  und 
von  denen  auch  je  zwei  einander  so  nahe  gebracht  werden 
köimen,  als  wir  wollen.  (Vgl.  die  BriH'schen  Modelle,  S.574, 
Anm. )  Wir  haben  dadurch  auf  F^'-'  eine  doppelte  Schar  von 
Kreisen,  die  die  ganze  Fläche  in  Vieraeite  zerschneiden,  die 
beliebig  klein  gemacht  werden  können  und  aus  Kreisbögen 
in  parallelen  Kbenen  gebildet  werden.  Von  diesem  doppelten 
Netz  von  Struleen  auf  i'*^'  durchkreuzen  sich  in  jedem  Punkte 
I  der  Hache  je  zwei,  die  in  den  beiden  Ebenen  [xl"]  und  [rij°] 
liegen  und  den  Seharen  von  Kreisen  [S'*']  und  (ä["]  angehören. 
Denken  wir  uns  dieses  Stral'sennetz  gehörig  verengert,  so 
körnten  wir  vou  einem  Punkte  eines  Kreises  fi^'*'  zu  einem 
gehörig  nahen  Kreise  derselben  Schar  immer  übergehen  auf 
einem  Kreise  fi["  der  andern  Schar;  denn  legen  wir  durch 
einen  Funkt  i  des  Kreises  H'*i  die  Ebene  (r(f],  welche  die 
f  *'  in  einem  Kreise  äJ*'  schneidet,  und  gehen  wir  auf  diesem 
Kreise  von  v  zu  einem  unendlich -nahen  Punkte  f  f<"^>  ^o 
geht  durch  v*  ein  zweiter  Kreis  .ft("'  der  ersten  Schar,  wel- 
cher dem  vorigen  unendlich  nahe  liegt  in  der  Ebene  [l  '']; 
also  müstien  auch  umgekehrt  zwei  gehörig  nahe  Kreise  der 
einen  Schar  immer  gleichzeitig  vou  einem  Kreise  der  andern 
Schar  getroffen  werden  können.  Hieraus  folgt,  dals  man  von 
»Dcm  beliebig  gegebenen  Punkte  31  der  Fläche  F'"  zu  einem 
beliebigen  andern  Punkte  ^  derselben  immer  gelangen  kann, 
indem  man  successive  nur  die  Strafsen  und  CJuerstrafsen  i)I<" 
^d  St',^}  des  obigen  Netzes  durchläuft.    Denn  legt  man  durch 
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%  und  SS  zwei  Kreise  ^('),  die  in  parallelen  Ebenen  liegen, 
und  teilt  den  Raum  zwischen  diesen  beiden  parallelen  Ebeneo 
durch  neue  parallele  Ebenen  so  enge,  dafs  die  in  je  zwei  uf 
einander  folgenden   Ebenen   enthaltenen  Kreise  St^  allemil 

wenigstens  von  einem  Kreise  fi'|^-    der   andern  Schar  gleidi- 

zeitig  getroffen  werden,  dann  ist  ersichtlich,  dafs  man  nor 
durch  Strafsen  und  Querstrafsen  des  hergestellten  Netzes  tob 
%  nach  5B  gelangen  kann;  auf  die  Mannigfaltigkeit  der  Aqb- 
wahl  oder  die  Kürze  des  Weges  kommt  es  hierbei  nicht 
weiter  an,  sondern  nur  auf  die  Möglichkeit  eines  solchen 
gebrochenen   Weges.    Da  aber   auf   diesem  Wege   das  Ver- 

hältnis   —  niemals  seinen  Wert  ändern  kann ,  indem  es  ad 

einem  der  Kreise  Ä^*^  oder  ff|^*  seinen  Wert  behält  und  fllr 

die  gemeinsamen  Punkte  zweier  solchen  Kreise  denselben 
Wert  besitzt,  so  hat  es  auch  fQr  den  beliebigen  Punkt  %  der 
FW  denselben  Wert,  wie  für  den  Punkt  ©,  d.  h.  bleibt  fttr 
alle  Punkte  der  Fläche  konstant. 

Dies  Baisonnement  behält  seine  Kraft,  solange  man  Ton 
dem  durch  %  gehenden  Kreise  ^^^^  zu  dem  durch  ^  gehen- 
den Kreise  derselben  Schar  durch  eine  Reihe  von  kontinoier- 
lich  einander  folgenden  reellen  Kreisen  derselben  Schar  über- 
gehen kann,  d.  h.  solange  %  und  'S  auf  derselben  Schale  der 
Fläche  F^^^  liegen,  also  für  das  EUipsoid,  das  einscbalige 
Hyperboloid  und^das  elliptische  Paraboloid;  für  das  zwei- 
schalige   Hyperboloid   aber  nur    dünn,    wenn   ^A   und   $  auf 

* 

derselben  Schale  desselben  liegen;  es  wäre  also  immerhin  die 

Möglichkeit    nicht   ausgeschlossen,    dafs    das    Verhältnis  -- 

für  jede  der  beiden  Schalen  des  zweischaligen  Hyperboloids 
einen  andern  konstanten  Wert  besäfse.  Dafs  dies  in  der 
That  nicht  der  Fall  ist,  erkennen  wir  leicht  aus  zwei  beson- 
deren Punkten,  die  auf  den  beiden  Schalen  liegen. 

Betrachten  wir  beim  zweischaligen  Hyperboloid  die  [ac]- 
Ebene,  in  welcher  die  Fokalhyperbel  J3^'  ganz  innerhalb  der 
Haupthyperbel  .^^fl  liegt.  Hier  haben  die  beiden  Stellungen 
der  Kreisebenen  die  Richtung  der  c-Axe  gemeinschaftlicb. 
Ist  nun  t  ein  beliebiger  Punkt  der  F^okalhyperbel  und  /  seine 
Tangente,  ferner  t|  der  Pol  der  Geraden  t  in  Bezug  auf  die 
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Haupthyperbel  ^^^l,  und  ^,  das  in  t|  auf  der  |ac]-Ebene  er- 
richtete Perpendikel;  so  sind  t  und  t^  konjugierte  Strahlen 
und  tt|  ihr  kürzester  Abstand.  Ziehen  wir  durch  den  Punkt 
fi  in  der  [ao]-Ebene  eine  Parallele  zur  a-Axe,  d.  h.  der 
reellen  Axe  der  Hyperbel  §(fj,  so  mufs  dieselbe  der  Hyperbel 
in  zwei  reellen  Punkten  x  und  X)  begegnen,  die  auf  verschie- 
denen Zweigen  der  Haupthyperbel ,  also  auch  auf  verschie- 
denen Schalen  des  Hyperboloids  liegen.  Um  für  diese  beiden 
Punkte  j:  und  V}  die  zugehörigen  Werte  des  obigen  Verhält- 
nisses zu  ermitteln,  müssen  wir  die  parallelen  Ebenen  [l^^j:] 
und  [r*^]  legen,  welche  t^  resp.  in  Xi  und  t),  treffen;  da 
nun  in  unserem  besonderen  Falle  die  Geraden  \xi)\  uud  f, 
sich  in  ti  begegnen,  also  in  einer  Ebene  liegen,  so  schneidet 
dieselbe  die  beiden  vorigen  Parallelebenen  in  zwei  parallelen 
Geraden;  folglich  ist  \XV\\  parallel  \t)Vji\,  und  wir  haben  das 

Verhältnis : 

xxt   ^_  xU  . 

femer  ist  die  Gerade  \xi)\  die  Trägerin  einer  zugehörigen 
Punktinvolution,  deren  Doppelpunkte  x  und  t)  sind,  und  für 
welche  der  Punkt  t|  und  der  Schnittpunkt  mit  t  konjugierte 
Punkte  sind,  weil  t|  und  t  Pol  und  Polare  in  Bezug  auf  die 
Hyperbel  »^i^^  sind.  Da  die  Doppelpunkte  einer  Involution 
durch  ein  Paar  konjugierter  Punkte  harmonisch  getrennt 
werden,  so  sind  auch  die  von  t  nach  diesen  Punkten  hin- 
gehenden Strahlen  harmonisch;  der  Strahl  ittj  steht  aber 
rechtwinklig  auf  dem  Strahle  ^,  wie  wir  wissen ;  daher  werden 
diese  beiden  Strahlen  Winkel  und  Nebenwinkel  zwischen  den 
beiden  andern  Strahlen  |tjc|  und  [tt)]  halbieren,  also  gilt  die 
Gleichheit  der  Verhältnisse: 

und  hieraus  folgt  nach  dem  Obigen: 

JIL-  =  4       oder      -'-'-  =  -^ *-  , 

d.  h.  für  die  beiden  Punkte  x  und  i),  welche  auf  verschie- 
denen Schalen  des  Hyperboloids  liegen,  hat  das  frühere  Ver- 
hältnis denselben  Wert;  es  behält  daher  nach  dem  Obigen 
für    sämtliche   Punkte   des  zweischaligen   Hyperboloids    den- 
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selben  Wert,   und  wir  können  nan  die  Gültigkeit   des  aD- 
gemeinen  Satzes  behaupten: 

Wenn  ein  fester  Punkt  t,  eine  feste  Gerade  (| 
und  eine  der  Stellung  nach  unTeränderliche  Ebene 
X  (und  gleichzeitig  die  mit  ihr  symmetrische  Stel- 
lung X|  in  Bezug  auf  die  Gerade  t^)  gegeben  sind^ 
so  ist'der  Ort  eines  Punktes  x,  dessen  Abstand  tob 
dem  festen  Punkte  t  zu  seinem  Abstand  Ton  dem- 
jenigen Punkte  ti,  in  welchem  eine  durch  ir  zu  der 
gegebenen  Stellung  parallele  Ebene  die  feste  Ge- 
rade f^  trifft,  in  einem  konstanten  gegebenen  Ver- 
hältnisse steht: 


rt 


«^  konst. , 


eine  Oberflache  2.  O.  F^^K*)  Der  feste  Punkt  t  liegt  auf 
einem  der  Fokalkegelschnitte  der  Flache  jP^  und  zwar  auf 
einem  solchen,  der  nicht  die  Kreispunkte  der  Fliehe  ent- 
hält, die  feste  Gerade  f,  steht  rechtwinklig  auf  der  Ebene 
dieses  Fokalkegelschnitts  in  demjenigen  Punkte  t|,  welcher 
der  Pol  der  Tangente  des  Fokalkegelschnitts  im  Punkte  t 
ist  in  Bezug  auf  den  in  derselben  Ebene  li^enden  Haupt- 
kegelschnitty  und  die  beiden  festen  Stellungen  sind  diejougen 
der  Kreisschnittebenen  der  Fläche  F^^. 

Die  Konstante  des  Verhältnisses,  welche  för  beide  gegen 
f,  gleich  geneigten  Ebenen  der  Kreisschnitte  denselben  Wert 
hat,  lä&t  sich  noch  näher  bestimmen  dadurch,  dafs  wir  durch 
den  Punkt  t  und  die  Gerade  f,  eine  Ebene  legen;  dieselbe 
schneidet  die  Fläche  F^^*  in  einem  Kegelschnitt,  fftr  welchen, 
wie  wir  gesehen  haben,  t  ein  Brennpunkt  und  f,  die  Polare 
desselben,  d.  h.  die  zugehörige  Leitlinie  ist.  Für  jeden  Punkt 
I  dieses  Kegelschnitts  ist  bekanntlich  das  Verhältnis  sein«- 
Abstände  tou  t  und  Ton  f,  uuTeränderlich. 

Bezeichnen  wir  dies  konstante  Verhältnis  durch  l  und 
den  gesuchten  Wert  der  ursprünglichen  Konstante  durch  ^. 
so  lä&t  sich  lA  leicht  durch  X  ausdrücken.  Nennen  wir  m 
die  Normale  im  Punkte  t  des  Fokalkegelschnitts,   d.  h.  eine 

•)   MacCollagh:    Proceedings   of  the    R.   Iriah    Acad,    Bd.  II. 
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Haaptaxe  des  EegelschDittS;  in  welchem  die  Ebene  [tt^]  die 
jP(s)  schneidet,  und  s  die  Schnittlinie  der  Ebene  [tt^]  mit 
einer  Kreisschnittebene;  so  wird 

ft  tx=  A  •  cos  (n,  s) 

sein.  Fügen  wir  noch  die  Dorchschnittslinie  r  der  Ebene 
des  Fokalkegelschnitts  mit  der  Ereisschnittebene  hinzu,  so 
bilden  die  drei  Richtungen  n  s  r,  nach  dem  Mittelpunkt  der 
Fläche  parallel  verschoben,  ein  Dreikant;  bei  welchem 

[rn],  die  Ebene  des  Fokal  kegelschnitts,  und 
[ns],  parallel  der  Ebene  [tt^], 

aaf  einander  rechtwinklig  stehen,  d.  h.  es  ist  der  Neigungs- 

''^*^'  ([»r],[n5])  =  90«, 

femer: 

[rs]  parallel  einer  Ereisschnittebene  ^ 

also  der  Neigungswinkel  ([rn],  [rs])  =»  (p  derjenige,  welchen 
die  Ereisebene  mit  der  Ebene  des  Fokalkegelschnitts  bildet. 
Hiernach  gilt  die  Relation: 

tg  (n,  8)  =  sin  (r,  n)  .  tg  9 , 

und  wir  erhalten: 

22  2     ( MP*  (r,  n)  +  cofl*  (r,  n)  cos*  y  | 

^^  ^    '[  008«  <p  j' 

Setzen  wir  jetzt,  um  die  Begriffe  zu  fixieren,  den  Fall 
des  Ellipsoids  voraus,  so  ist  (S.  614): 

femer  ist  r  die  6-Axe  der  Fläche  F<^>  und  n  ein  Durchmesser 
der  Fläche  in  der  [a&]-Ebene  parallel  der  Geraden  |ttt|,  den 
wir  mit  d  bezeichnen  wollen,  also: 

(r,  w)  — 90»  -{d,a). 

Wir  erhalten  daher: 

.j  2     f  Pöi^a  -  Pc)  coB«(d,  g)  +  P,  (P,  -  P,)  8in«(d,  g)  \ 

**     •    l  Pa{Pö-Pc)  1 

2         Pb^c      f    i  cOB«(rf,  g)  sin«  (d,  g)  1 

Bezeichnen  wir  nun  mit  Pd  die  Potenz  der  Punktinvo- 
Intion  auf  dem  Durchmesser  dy  so  ist  bekanntlich  (S.  521): 
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_1_ C08*(<f,a)     .     »in*  (d,  a> 

also: 

**         P^P,  -  P,) 

Das  AbstandsYerhältnis  A  fQr  den  Eegelschnitty  in  welchem 
die  Ebene  [it^]  die  F^-^  schneidet,  ist  bekann Üich  nur  ab- 
hängig Yon  dem  Verhältnis  der  Hauptaxen  dieses  Kegel- 
schnitts, und  die  durch  den  Mittelpunkt  der  F^  parallel  zur 
Ebene  [t^|]  gelegte  Ebene  schneidet  die  F^'^^  in  einem  Kegel- 
schnitt; welcher  dasselbe  Axenyerhältnis  hat.  Diesp  Axen 
sind  der  Durchmesser  d  und  die  Hauptaxe  c,  folglich  ist: 


Pä 


und  demnach  erhalten  wir  für  unsere  Konstant«  den  Wert: 


d.h.:  Der  konstante  Wert  fi  ist  unabhängig  von  der 
Wahl  des  Punktes  t  auf  dem  betrachteten  Fokal- 
kegelschnitt. 

Die  gleiche  Rechnung  liefert  beim  zweischaiigeo 
Hyperboloid,  wo  der  betrachtete  Fokalkegelschnitt  in  der 
[wc]- Ebene  liegt  und  die  Kreisebeue  durch  die  r-Axe  geht, 
den   Wert  der  Konstanten: 

/**  =  — p      ' 

wie  wir  aus  der  blolsen  Vertauschung  der  6-  und  c-Axe  er- 
kennen. 

Beim  einschaligon  Hyperboloid  dagegen,  wo  die 
Kreiseheiie  durch  die  «-Axe  geht,  erhalten  wir: 

1)  wenn   der  Fokalkegelschnitt  (£j^^^)    in   der    [a&j-ElH-ne 
liegt,  den  Wert  der  Konstanten: 

P  -  P 
f^  p         j 

a 

2)  wenn  der  Fokalkegelschnitt  (H^^l)    in    der    [<i/)- Ebene 
liegt^  den  Wert  der  Konstanten: 

P  -  P 
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Für  den  Fall  des  elliptischen  Paraboloids  läfst 
uns  die  vorige  Betrachtung  im  Stich;  weil  der  Mittelpunkt 
desselben  im  Unendlichen  liegt;  die  zu  betrachtende  Fokal- 
parabel (i^*]«)  liegt  hier  in  der  [ac*]- Ebene,  und  wir 
haben  (S.  623): 


3): 

c~  b 


wo  c  und  h  die  Abstände  der  Brennpunkte  fe  und  f«  in  den 
beiden  Hauptparabeln  vou  dem  Scheitel  des  Paraboloids  be- 
zeichnen, und  0  >  6  ist.  Eine  Ereisebene  des  elliptischen 
Paraboloids  schneidet  die  Ebene  der  Fokalparabel  (Pjf^»)  in 
einer  Geraden  r,  welche  auf  der  Parabelaxe  a  senkrecht  steht, 

also  ist: 

(r,  n)  =  90« -(n,a), 

und  wir  erhalten: 

c  —  b  sin*  (n,  a)  \ 


.'  =  (i'.[ 


c-  b 


Um  das  Äbstandsverhältnis  A  zu  bestimmen,  legen  wir 

durch    den    Brennpunkt   fc   eine    Ebene    parallel    zur   Ebeue 

,  [t^ilj   beide  Ebenen  schneiden  die  F^^^  in 

ähnlichen  Kegelschnitten,  welche  dasselbe 

Axen Verhältnis,  also  auch  denselben  Wert 

J,^^  von   A   haben.      Diese   Kegelschnitte    sind 

\  Ellipsen;  für  diejenige  Ellipse,  welche  in 

~^P  der  durch  fc  parallel   zur  Ebene  [it^]  ge- 

I  aMjt   legten  Ebene  enthalten  ist,  wird  die  Schnitt- 

<f  linie    dieser    Ebene    mit    der    Ebene    der 

Fokalparabel   eine  Hauptaxe  sein,  welche 

\         der  Leitlinie  der  Hauptparabel   ^^<*>«  in  q 

Fi    41  begegnen    möge    (Fig.   41),    der    Parabel 

selbst  in  dem  Punktepaare  )p  p',  deren 
Mitte  m  der  Mittelpunkt  der  betrachteten  Ellipse  ist.  Fällen 
wir  aus  m  das  Perpendikel  mr  auf  die  Leitlinie,  so  folgt 
aus  bekannten  Parabeleigenschaften: 

mp  =  tut;        = =  8in^(w,  a) . 

^  '  mr  qm  v  ;    / 

Die  in  den  Punkten  fc  und  m  auf  der  Ebene  der  Parabel 
errichteten   Perpendikel    treffen  das  Paraboloid    in    Punkten 
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der    betrachteten     Durchsehnittsellipse,     und    die    Qnadnie 

dieser  parallelen  Sehnen  rerhalten  sich  wie  — ^asgin^tiiy  <i}; 

das  in  m  errichtete  Perpendikel  ist  aber  die  zweite  Axe  dieser 
Ellipse;  bezeichnen  wir  mit  2  a  and  2ß  die  Haaptazen  der- 
selben, so  ist: 

2c 


ond  da  das  in  f..  errichtete  Perpendikel  leicht  bestimmt  wird 

durch  die  Hauptparabel    ^^1^^.  (nimlich  sein  Quadrat  ist  4b (\ 
so  folgt: 


und  demnach: 

i-  =  1  -   ^  =  1  —  -^  sinVii,  a) 

c  —  b  .  nD''fi,  «i 

und  daraus  folgt  dann  der  Wert  unserer  Konstanten: 

ebenfBdls  unabhängig  ron  der  Wahl  des  Punktes  t  auf  der 
Fokalparabel. 

Es  bleibt  jetzt  noch  übrig  die  Untersuchung  des  hy- 
perbolischen Paraboloids.  welches  im  Vorigen  aus- 
geschlossen war. 

Das  hTperbolische  Paraboloid  lälst  nämlich  überhaupt 
keine  ebenen  Schnitte  zu,  welche  eigentliche  Kreise  sind; 
an  deren  Stelle  treten  Tielmehr  solche,  die  in  Linienpaare 
zerfiallen,  Ton  denen  je  ein  Teil  eine  unendlich -entfernte 
Gerade  ist:  ein  solches  besonderes  Linienpaar  kann  in  ge- 
wissem Sinne  als  ein  degenerierter  Kreis  (mit  unendlich- 
groisem  Radius^  aufgefai'st  werden.  N*'nnen  wir  (8.  211) 
die  beiden  unendlich-entfernten  Geraden  t'  und  g*  auf  des 
h¥perbi>lischen  Paraboloid,  so  schneiden  alle  Ebenen«  durch 
f  gelegt«  dassselbe  in  den  ••eraden  g*  der  einen  Regelschar, 
und  alle  durch  y'  gelegten  Ebenen  in  den  Geraden  /'  der 
andern  Regelschar.  Diese  beiden  Büschel  ron  Parallelebeaen 
siad  glekh  geneigt   zu  den  beiden   Hanplebenen    des   Para- 
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boloidsy   deren  Stellungen  die  Neigungswinkel  zwischen  den 
Stellungen  jener  Parallelebenen  halbieren. 

Nehmen  wir  auf  einer  der  beiden  Fokalparabeln  (S.  585) 
einen  beliebigen  Punkt  t  an  und  ziehen  in  demselben  die 
Tangente  t  der  Fokalparabel  ^  so«  ist  t  die  Axe  einer  ortho- 
gonalen Ebeneninvolution ,  welche  ihr  in  dem  räumlichen 
Polarsystem  zugehört,  dessen  Kern  das  Paraboloid  ist.  Die 
Uerade  t  ist  zugleich  die  Trägerin  einer  elliptischen  Punkt- 
involution ^  weil  sie  die  Hauptparabel  in  derselben  Haupt- 
ebene,  in  welcher  die  betrachtete  Fokalparabel  liegt,  nicht 
treffen  kann;  denn  die  mit  der  Hauptparabel  konfokale  Fokal- 
parabel liegt  ganz  aulserhalb  derselben.  Die  zu  t  konjugierte 
Gerade  /,  muis  daher  auch  die  Trägerin  einer  elliptischen 
Punktinvolution  sein.  Wir  erhalten  t^f  indem  wir  von  der 
Geraden  t  den  Pol  t]  aufsuchen  in  Bezug  auf  die  Haupt- 
parabel und  in  t,  ein  Perpendikel  auf  der  betrachteten  Haupt- 
ebene errichten;  t  und  t^  sind  also  rechtwinklig  zu  einander 
gerichtet  und  ihr  kürzester  Abstand  ist  tt,.  Die  Potenz  der 
elliptischen  Puuktinvolution  auf  f^  ist  aber  =  —  (tt,  )^ 
weil  t|  der  Mittelpunkt  derselben  ist^  und  die  zu  t  zugehörige 
Ebeneninvolution  eine  orthogonale  ist,  wie  bereits  oben  aus- 
geführt wurde. 

Legen  wir  nun  duch  ?*  eine  beliebige  Ebene,  welche 
das  Paraboloid  aufser  in  7*"  in  einer  Geraden  g  schneidet, 
der  Geraden  /,  aber  in  dem  Punkte  y,  begegnet,  so  wird 
die  Polare  des  Punktes  jr,  in  Bezug  auf  den  aus  dem  Linien- 
paar r*  und  g  bestehenden  Kegelschnitt  dadurch  erhalten, 
dafs  wir  in  der  Ebene  [Tg^  eine  Parallele  zu  g  ziehen,  die 
in  der  andern  Halbebene  von  g  soweit  absteht,  wie  Xi  in  der 
einen  Halbebene;  nennen  wir  diese  Gerade  g',  so  erhalten 
wir  g'  dadurch^  dafs  wir  aus  Xi  das  Perpendikel  auf  g  fällen, 
dasselbe  um  sich  selbst  verlängern  und  durch  den  Endpunkt 
eine  Parallele  zu  g  ziehen.  Diese  Polare  g'  des  Punktes  Xt 
mufs  offenbar  in  der  Polarebene  des  Punktes  Xi  liegen;  also, 
da  Xi  £^uf  t^  liegt,  und  daher  diese  Polarebene  durch  t  gehen 
mufs,  so  wird  g'  in  derjenigen  durch  t  gelegten  Ebene  sich 
befinden,  welche  normal  ist  auf  der  Ebene  [tXi]}  denn  die 
der  Geraden  t  zugehörige  Ebeneninvolution  ist  eine  ortho- 
gonale. 
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Wir  haben  also  folgende  roomliche  Figur:  Durch  eine 
Gerade  t  geht  eine  Ebene  [tXi]  und  eine  zweite  zu  ihr  recht- 
winklige Ebene;  in  dieser  ist  enthalten  eine  Gerade  g'  and 
in  der  Ebene  [g' Xi]  ist  eine  Gerade  g  enthalten,  die  zu  g' 
parallel  ist  und  ebenso  weit  absteht  von  g'y  wie  Ton  dem 
Punkte  x^ ;  folglich  mufs  g  in  einer  Ebene  liegen,  die  glfich- 
falls  rechtwinklig  ist  zur  Ebene  pP|]  und  gleich  weit  absteht 
Yon  dem  Punkte  Xt  ^^^  ^1^^  Geraden  t\  da  aber  das  ans  r, 
auf  t  herabgelassene  Perpendikel  zum  Fufspunkte  den  oben 
genannten  Funkt  t  hat  (weil  /  und  t^  selbst  zu  einander 
rechtwinklig  gerichtet  sind  und  ihre  kürzeste  Entfernung 
tt,  ist),  so  werden  alle  Punkte  der  zuletzt  konstruierten 
Ebene  yon  Vi  und  t  gleich  weit  abstehen,  folglich  auch  alle 
Punkte  der  Geraden  g,  die  in  ihr  liegt,  d.  h.  das  Verhältnis 
der  Abstände  irgend  eines  Punktes  x  der  Geraden  g  von  den 
Punkten  t  und  Xi  i^t: 

rr, 

Was  wir  hierdurch  iur  die  btf liebige  Erzeugende  g  der 
einen  Kegelschar  des  Paraboloids  nachgewiesen  haben,  gilt 
natürlich  ebenso  für  alle  andern  Erzeugenden  derselben  und 
in  gleicher  Weise  für  sämtliche  Erzeugende  der  andern  Regel- 
schar, die  wir  erhalten  ,  wenn  wir  das  Büschel  von  Parallel- 
ebenen durch  (/*  legen;  es  gilt  also  überhaupt  für  jeden 
Punkt  r  des  hyperbolischen  Paraboloids,  und  wir  haben  daher 
folgenden  Satz: 

Wenn  ein  fester  Punkt  t,  eine  feste  (verade  /, 
und  eine  der  Stellung  nach  unveränderliche  Ebene 
X  (sowie  die  mit  ihr  symmetrische  Stellung  jr,  in 
Bezug  auf  die  (lerade  /, )  gegeben  sind,  so  ist  der 
Ort  eines  Punktes  r,  dessen  Abstand  von  dem 
festen  Punkte  t  gleich  ist  seinem  Abstand  von  dem* 
jenigen  Punkte  r,,  in  welchem  eine  durch  r  zu  der 
gegebenen  Stellung  parallele  Ebene  die  feste  Ge- 
rade /,  trifft,  d.  h. 

''     =1 


ir, 


ein   hyperbolisches  Paraboloid.     Der  feste  Punkt  t  i»t 
dabei   ein    beliebiger  Punkt   einer    der   beiden  Fokalparabeln 


S  67.  Mac-CDllagh'scbe  u.  Jacobi'sche  Erzeugungaart  d.  Fläche  2.  0.  639 

des  ParaboloidS;  die  feste  Gerade  ^,  steht  rechtwinklig  auf 
der  Ebene  dieser  Fokalparabel  in  demjenigen  Punkte  tp 
welcher  der  Pol  der  Tangente  der  Fokalparabel  im  Punkte  t 
ist  in  Bezug  auf  die  in  derselben  Ebene  liegende  Hauptparabel, 
und  die  beiden  festen  Stellungen  sind  diejenigen;  welche 
durch  die  beiden  unendlich-entfernten  Geraden  l'^  und  g"^  des 
hyperbolischen  Paraboloids  bestimmt  werden.  Wir  finden 
also  diese  Eigenschaft  des  koiistanten  Abstandsyerhältnisses 
auch  für  das  hyperbolische  Paraboloid  bestätigt. 

Bezeichnen  wir  den  Wert  dieses  konstanten  Abstands- 
yerhältnisses,  welchen  Mac-Cullagh  den  ,, Modul''  für  diese 
Erzeugungsart  der  Fläche  i^<*'  nennt ,  durch  ii,  einen  Wert, 
welcher  unabhängig  ist  von  der  Wahl  des  Punktes  t  auf  dem 
Fokalkegelschnitt,  so  ergiebt  sich  hieraus  leicht  eine  neue 
Erzeugungsart  der  Fläche  *) ,  indem  wir  drei  beliebige  Punkte 
tt't"  der  betrnchteten  Fokalkurve,  ihre  Tangenten  tt'f  und 
die  zu  ihnen  konjugierten  Strahlen  tit[ti  nehmen,  welche 
letztere  auf  der  Ebene  des  Fokalkegelschnitts  rechtwinklig 
stehen,  also  die  Kanten  eines  geraden  dreiseitigen  Prismas 
bilden. 

Dann  ist  für  irgend  einen  Punkt  y  der  Fläche  -F^*^' 


und  es  bedeuten  ):\X\y:i  diejenigen  drei  Punkte,  in  welchen 
die  durch  x  zu  einer  der  Kreisebenen  parallel  gelegte  Ebene 
die  drei  Kauten  /i/if'/  des  eben  erwähnten  Prismas  schneidet; 
wie  sich  nun  auch  die  Transversalebene  parallel  einer  der 
Kreisebenen  verschieben  mag,  immer  wird  sie  aus  dem  festen 
Prisma  ein  Dreieck  XixWi  von  unveränderter  Gestalt  und 
Grofse  ausschneiden,  also  ein  Dreieck,  welches  wir  uns  ein 
für  alle  Mal  in  einer  beliebigen  Ebene  e  festlegen  können; 
der  Punkt  x  ü^gt  dann  in  dieser  Ebene  auf  einem  bestimmten 
Kreise.  Wir  können  uns  nun  eine  dieser  ganzen  Figur  ähn- 
liche Figur  denken,  indem  wir  alle  linearen  Dimensionen  der- 

*)  Wie  Townsend,  Cambridge  and  Dublin  Math.  Jonrn.  6d.  III, 
p.  164,  gezeigt  hat. 
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selben  in  dem  Verhältnisse  |i  :  1  yerindem;  djuiarch  eriiaUai 

wir  ein  dem  festen  Dreieck  Titiiri'  ähnliches  Dreieck   p^tfiifi 

und  einen  auf  einem  Kreise  liegenden  verinderlichen  Piukt 

II,  für  welchen: 

rt  =9», 

rr'  =  »»; 

rt   =  M»i 

ist.  Verändern  wir  jetzt  die  der  Kreisebene  parallel  gelegte 
Ebene  koDtinuierliehy  so  bleibt  das  Dreieck  tvipiDi'  in  der  Ebeoe 
i  uiJTerändert.  wahrend  der  Kreis,  den  p  dorchliaft,  nck 
kontinuierlich  verändert  und  ein  gewisses  Stdck  der  Ebene  i 
bedeckt.  Die  Punkte  r  der  Fläche  iP*-*  werden  dadorth  tof 
die  Punkte  r  der  Ebene  f  allgebildet,  und  wir  erhalten  umge- 
kehrt die  Ton  Jaeobi^;  angegebene  Konstruktion  der  F^^'i 
Werden  im  Räume  drei  feste  Punkte-  t  t'  t"  und 
irgend  drei  andere  jenen  beziehlich  entsprechende 
feste  Punkte  pi  p|  ri  in  einer  Ebene  £  angenommen, 
verändert  man  einen  Punkt  d  in  dieser  Ebene  und 
bestimmt  einen  ihm  entsprechenden  Pankt  r  im 
Räume  so,  dafs  die  Entfernungen 

rri  =  tr:     pri  =  t'r:    rör  =  t"r 
werden,   dann    wini    der    Punkt    r   eine   Oberfläche 
zweiter     Ordnuni;     beschreiben,     für     welche    ttt 
drei  Punkte  eine>   Kokalkegelschnitts  sind. 

Die><r  KL>n>truktioQ  enthält  in  gewisicer  Hinsicht  eine 
Ausdehnung  der  l«ekanuten  Brennpunktseigenschaft  de?i  Kegel- 
schnitts auf  den  Raum:  denn  nimmt  man  ein  festes  Punkte- 
paar ::  und  ein  zweites  Puuktepaar  rii>i  und  rerändert  auf 
der  Verbindungslinie  r:ri  einen  Punkt  r,  so  ist  für  diesen 
Punkt  immer 

TiT  -|-  r^i  =  konst. 

liist  man  aber  dem  Punkte  ?  einen  Punkt  r  derart  entq>rechc&, 
dais  die  Entfern uni^en 

r:  =  rri:     rt=  Dri 


•    C.  G.  J.  JAcobi:  G^s^criscke  S2U«.   Crelle**  Joani    64.111, 

g>«Wth  diuvk  O.  Herme«,  tcvv  dMeea  Ais*f3kz«i«ea  in  Borehudt*i 
Sil  TX  S.  i;»  o.  :9t«. 
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werden  y  dann  ist  offenbar  der  Ort  des  Punktes  j:  ein  Kegel- 
schnitt^ für  welchen  t  und  t'  die  Brennpunkte  und  die 
Entfernung  i)il)[  die  konstante  Summe  oder  Differenz  der 
Radien  Vektoren  ist;  die  Punkte  zwischen  t)it)i  auf  der  ge- 
raden Linie,  welche  sie  verbindet ,  werden  sich  daher  in  eine 
Ellipse,  die  Punkte  aufserhalb  t)il)i  in  eine  Hyperbel  ab- 
bilden. Von  dieser  Auffassung  ist  die  Jacobi'sche  Kon- 
struktion die  unmittelbare  Erweiterung. 

§  68.    Die  Salmon'sohe  Erzeugungsart  der  Fläche  2.  O. 

Die  Betrachtung  eines  solchen  Fokalkegelschnitts,  auf 
dessen  Ebene  die  Stellungen  der  Kreisschnittebenen  normal 
stehen,  fQhrt  zu  einer  ähnlichen  metrischen  Eigenschaft  der 
Fläche  zweiter  Ordnung,  wie  die  im  vorigen  Paragraphen 
auseinandergesetzte.  Ein  solcher  Fokalkegelschnitt  enthält 
die  Kreispunkte  der  Fläche  F^^^  und  kann  daher  nur  auf- 
treten bei  denjenigen  Flächen  -F^*^,  welche  keine  geraden 
Linien  enthalten;  er  ist  nämlich  beim  Ellipsoid  die  Hyperbel 

^ac  (^'  ^^^)>    ^®™  zweischaligen    Hyperboloid    die  Ellipse 

E^Jl  und  beim  elliptischen  Paraboloid  die  Parabel  Pf j«  (S.  589). 

Fassen  wir  zunächst  die  Mittelpunktsflächen  ins  Auge,  so 
haben  wir  zu  betrachten 

1)  beim  Ellipsoid:  die  [ac]-Ebene  mit  dem  Hauptkegel- 
schnitt (S'^^J  und  dem  Fokalkegelschnitt  S^^f  zwei  konfokale 
Kegelschnitte,  die  sich  in  den  vier  reellen  Kreispunkten  des 
EUipsoids  schneiden;  die  Ebenen  der  Kreisschnitte  stehen 
normal  auf  der  [ac]-Ebene,  weil  sie  die  Richtung  der  b-Axe 
enthalten ; 

2)  beim  zweischaligen  Hyperboloid  die  [a6]-Ebene 

mit  dem    Hauptkegelschnitt    ^^^  und   dem  Fokalkegelschnitt 

JS^^  die  ebenfalls  konfokal  sind ,  in  den  reellen  Kreispunkten 

der  Fläche  sich  durchkreuzen,  und  auf  deren  Ebene  die  Ebenen 
der  Kreisschnitte  normal  stehen ,  weil  diese  die  Richtung  der 
o-Axe  enthalten. 

Zwei  konfokale  Kegelschnitte,  welche  sich  in  reellen 
Pankten  durchkreuzen,  besitzen  immer  die  Eigenschaft,  dafs 
jede  Tangente  des  einen  den  andern  in  einem  reellen  Punkte- 
paar trifft.    Denn   seien  die  gemeinschaftlichen  Brennpunkte 

ScsBOnB,  Theor.  d.  Oberfl.  2.  Ordn.  41 
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beider  Kegelschnitte ,  Ton  denen  einer  Ellipse,  der  andere  Hy- 
perbel ist,  die  Punkte  ff,  so  liegen  aof  dieser  Haaptaxe  ff 
die  Scheitel  der  Elb'pse  et  aniserhalb  der  Strecke  f  f»  die  Schei- 
tel der  Hyperbel  hb'  innerhalb  der  Strecke  ff;  die  Tangenten 
der  Ellipse  treffen  also  nur  die  Stucke  Yon  e  bis  oo  und  Ton 
30  bis  t\  die  Tangenten  der  Hyperbel  aber  nur  die  Punkte 
zwischen  b  und  b';  da  die  Punkte  zwischen  bb'  innerhalb  ff, 
also  a  fortiori  innerhalb  der  Ellipse  liegen,  und  jede  Gerade 
durch  einen  Punkt  innerhalb  eines  Kegelschnitts  denselben  in 
einem  reellen  Punktepaar  schneidet,  so  mufs  jede  Tangente 
der  Hyperbel  die  Ellipse  in  reellen  Punktepaaren  schneiden: 
da  ebenso  die  Punkte  Ton  e  bis  3c  und  Ton  oo  bis  t  inner- 
halb der  Hyperbel  liegen,  so  mufs  jede  Tangente  der  Ellipse 
die  Hyperbel  in  reellen  Punktepaaren  treffen;  das  Gleiche 
gilt  für  zwei  konfokale  Parabeln,  deren  Scheitel  durch  den 
gemeinschaftlichen  Brennpunkt  getrennt  werden,  wie  unmittel- 
bar einleuchtet. 

Sei  nun.  wie  früher,  t  ein  beliebiger  Punkt  des  be- 
trachteten Fokaikegelschnitts,  /  seine  Tangente«  und  f,  der 
zu  ihr  konjugierte  Strahl  in  Bezug  auf  die  Flache  F^^  dann 
wird  t,  erhalten,  indem  wir  den  Pol  t,  der  Geraden  t  auf- 
suchen in  Bezug  auf  den  Hanptkegelschnitt  in  der  betrachteten 
Hauptebene  und  in  dem  Punkte  tj  die  Normale  t  auf  dieser 
Hauptebene  erriihten.  Da  t  den  Hauptkegelschnitt  in  reellen 
Punkteii  triSt.  so  in  f  der  Trliger  einer  zugehörigen  hyper- 
bolischen PunkünToIution,  und  da  /  gleichzeitig,  wie  wir 
wissen,  die  Axe  einer  zugehörigen  orthogonalen  Ebeneninro- 
lution  ist,  so  ist  die  tiem  konjugierten  Strahle  /,  zugehörige 
PuiikiijiToIutioa  eise  elli wische :  ihre  Potenz  ist  —*  —  itl,  i\ 
und  ::.  ist  der  kün-este  Abistani  zwischen  den  Strahlen  / 
und  ;,.  Djb  ür"  PuaktinTorationen  auf  den  konjugierten 
Str^Iec  :  uui  :  vcr^*h:eceiiartig  sind,  so  kann  die  Fliehe 
/  -    krfine  cvrid.inige   sein,    wie   wir  schon   Torhin  erkannt 

I>.e  S^cUuu^ri:  der  Uriien  Kr^isischnittebenen,  welche 
revii:w:nkl*i:  sind  lur  tt-ene  des?  betrachteten  Fokalkegel- 
s^:£Ln:t^^.  entcjkirec  die  FÜ^hrucf  der  Gerad^i  t,.  die  ebenfalb 
noroiÄl  au:  die^r  Kivne  steh::  lehren  wir  daher  durch  /,  zwei 
Ebenen  f  und  «   fjkTkUel  lu  den  Stellongea  der  KreisebeneB, 
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so    schDeiden  diese  die   betrachtete  Uauptebene  in  zwei  Ge- 
raden l  und  l\   die  sich r in  t,   schneiden;   es  ist  leicht,   die 

Punktin Yolutionen  auf  l  und  V 
und  deren  Potenzen  zu  ermit- 
telu.  Die  Ebene  s  schneidet 
nämh'ch  die  F^'^^  in  einem  (ima- 
ginären) Kreise,  für  welchen  l 
ein  Durchmesser  ist;  sei  m  der 
Mittelpunkt  dieses  Kreises  und 
schneide  t,  die  Polare  von  t], 
die  Gerade  l  im  Punkte  ^ 
(Fig.  42),  so  wird  die  Pot/Cnz  der 
Punktinvolution  auf  l  (oder  das 
^^'  ^^'  Quadrat  des  Radius  des  Durch- 

schnittskreises) sein : 

Pm  =  nt^  •  nttj; 

die  Potenz  der  Punktinvolution  auf  t^  ist  aber  —  (tti)^,  und 
es  verhält  sich  bekanntlich: 


m 


dm 


^u       «t, 


mg .  mtt 

-(tti)«  ' 


also  folgt: 

tt,2  =  tim.  t^g, 

woraus  hervorgeht,  dafs  in  der  Fufspunkt  des  aus  t  auf  die 
Gerade  l  herabgelassenen  Perpendikels  sein  mufs,  weil  der 
Winkel  t|tä  =  90^  ist;  mithin  haben  wir: 


m 


-  (mt)*; 


die  Punktinvolution  auf  l  ist  also  eine  elliptische  und  der 
Durchschnittskreis  der  Ebene  s  mit  F^^^  imaginär;  ferner 
erhalten  wir,  wenn  wir  die  dem  Strahle  /  zugehörige  Punkt- 
involtttion  mit  t  verbinden,  eine  orthogonale  Strahleninvolu- 
iion,  weil  zwei  Strahlenpaare  derselben,  nämlich  |tm|  und  der 
Parallelstrahl  zu  {,  {ttj  und  |t^{  Paare  rechtwinkliger  Strahlen 
sind.  Dasselbe  gilt  für  die  Gerade  T;  aber  wir  können  noch 
mehr  behaupten :  Die  Ebenen  £  und  b'  sind  die  Träger  ebener 
Polarsysteme  (deren  Kernkurven  imaginäre  Kreise  sind)  und 
befinden  sich  in  solcher  Lage,  dafs  ihre  Perspektive  von  dem 
Punkte  t  aus  ein  orthogonales  Polarbündel  liefert.  Denn  sei 
g  eine  beliebige  Gerade  in  der  Ebene  s,  welche  die  F^^  in 

41  ♦ 
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einem  imaginären  Kreise  schneidet,  dann  wird  der  Pol  p  tod 
g  in  Bezug  auf  diesen  Kreis  dadurch  gefunden,  daTs  wir  ans 
m  das  Perpendikel  inq  auf  g  herablassen  und  auf  dem- 
selben den  Punkt  ))  so  bestimmen;  dafs 

m^)  .  mq  +  ^iit^  =  0 

wird.    Da  nun  {tm|  eine  Normale  der  Ebene  b  ist,  so  ist  mt 
normal  auf  |pq{,  folglich  wegen  der  eben  gefundenen  Relation 
£  ^tq  =  90^     Die  Ebene  [^)tq]   ist  normal  auf  der  Ebene  f, 
weil  sie  durch  ihre  Normale  |tm|  geht,  und  auf  der  Schnitt- 
linie  pq!  beider  Ebenen  steht  im  Punkte  q  die  Gerade  g  no^ 
mal,  welche  in  der  Ebene  a  liegt,  folglich  ist  g  auch  Normale 
der  Ebene  [ptq];  mithin  ist  auch  die  Ebene  [t^]  normal  zur 
Ebene  [)>tq].    Da  aber  auf  der  Schnittlinie  jtq    dieser  beiden 
Ebenen  die  Gerade  jt))|   normal  steht  (weil  Z.ptq<B90^  ist); 
so  ist  |t  ))|  auch  Normale  der  Ebene  [t^],  d.  h.  wenn  wir  den 
Punkt  t  mit  der   Geraden  g  und  ihrem  Pol  f)  durch  Ebene 
und  Strahl  verbinden,  so  ist  der  Strahl  auf  der  Ebene  allemal 
rechtwinklig;  das Polarbündel,  welches  von  t  aus  perspektivisch 
gelegt  wird  mit  dem  ebenen  Polarsystem  der  Ebene  f,  ist  also 
notwendig  ein  orthogonales;  dasselbe  gilt  natürlich  auch  von 
der  Ebene  £\ 

In  der  der  Betrachtung  zu  Grunde  liegenden  Hauptebene 
haben  wir  also  den  Hauptkegelschnitt  und  zwei  Gerade  l  und 
V  als  Träger  zugehöriger  elliptischer  Punktinvolutionen,  die 
mit  dem  Punkte  t  verbunden  eine  orthogonale  Strahleninvo- 
lution liefern.  Eine  solche  ebene  Figur  bietet  eine  gewisse 
metrische  Eigenschaft  dar,  von  welcher  wir  hier  Gebrauch 
machen.  Der  Punkt  t,;  in  welchem  sich  IV  schneiden,  ist  der 
Pol  der  Geraden  t,  der  Tangente  im  Punkte  t  des  Fokal- 
kegelschnitts, folglich  mufs  t  die  Pole  von  l  und  t  enthalten; 
wir  haben  ferner  gesehen,  dai's  die  Gerade  t  den  Hauptkegel- 
schnitt in  zwei  reellen  Punkten  a  und  b  schneiden  muis; 
nehmen  wir  einen  beliebigen  dritten  Punkt  c  des  Hauptkegd- 
schnitts  und  ziehen  die  Strahlen  |ca|,  jcb.,  so  mOssen  die- 
selben nach  bekannten  Polareigenschaften  des  Kegelschnitts 
(Th.  d.  K.  S.  149)  sowohl  der  Geraden  l  in  einem  Punkiepaar 
j:\)y  als  auch  der  Geraden  V  in  einem  Punktepaar  xxf  der 
zugehörigen  Punktinvolution  begegnen;  bezeichnen  wir: 
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(|ca|,r)=p',    (leb;,  0=1)',    (N,;rt)'l)  =  t,; 

da  die  beiden  Punktepaare  j:t)  und  xt)'  konjugierte  Punkte 
in  Bezug  auf  den  Hauptkegelscbnitt  siud^  so  folgt  aus  ihnen 
nach  dem  Hess  ersehen  Satze  ein  drittes  Paar  konjugierter 
Punkte: 

(In'|,l9>)'l)  =  c,    {.nl\j:'X)\)  =  t>, 

und  da  c  auf  dem  Kegelschnitt  selbst  liegt^  so  mufs  b  auf 
der  Tangente  im  Punkte  c  liegen.  Nun  werden  aber  die 
Punktinvolutionen  (yt))  auf  l  und  (xtf)  auf  V  vom  Punkte  t 
aus  durch  eine  orthogonale  Strahleninvolution  projiziert;  be- 
trachten wir  also  das  vollständige  Yierseit,  dessen  drei  Paare 

Gegenecken: 

y:  und  t),     y:'  und  \)\     c  und  b 

• 

sind;  so  werden  die  drei  Strahlenpaare ^  welche  von  einem 
Punkte  t  nach  den  Gegenecken  dieses  vollständigen  Yierseits 
hingehen;  und  die  immer  einer  Strahleninvolution  angehören; 
in  unserem  Falle  eine  orthogonale  Strahleninvoiution  bilden ; 
also  werden  |tc|  und  |tb{  zu  einander  rechtwinklig  sein. 
Betrachten  wir  andererseits,  da 

(in);,i^'v:)  =  ti,  cn/i,  ):'t)i)  =  b 

ist,  das  vollständige  Vierseit,  welches  gebildet  wird  von  den 
drei  Paar  Gegenecken : 

j:  und  j:\    X)  und  \)\     t,  und  b, 

80  werden  auch  die  drei  Strahlenpaare  von  t  nach  den  Gegen- 
ecken dieses  Yierseits  eine  Strahleninvolution  bilden;  da  aber 
die  Strahlen  { t^|  und  |ti)|  zu  einander  rechtwinklig  sind;  ebenso 
die  Strahlen  \tj:'\  und  |tt/|;  so  müssen  die  Strahlenpaare  jtji'i; 
[t):'|  und  ;tt)  ;  \tvf .  eine  gleichseitig -hyperbolische  Strahlen- 
involution bilden;  welcher  auch  das  Strahlenpaar  |tb|;  |tt, , 
angehört;  und  da  auf  diesen  bez.  die  Strahlen  |tc|  und  |ta, 
(sbQ  normal  stehen;  so  gehören  auch  |ta|  und  jtc|  der 
gleichseitig -hyperbolischen  Strahleninvolution  an. 

Wir  haben  also  auf  der  Geraden  |ca|  die  beiden  Punkte- 
paare ca  und  xp',  welche  mit  t  verbunden  eine  gleichseitig-hy- 
perbolische Strahleninvolution  geben,  auf  dieser  Geraden  selbst 
also  eine  hyperbolische  Punktinvolution,  von  der  ca  und  yj;' 


'A/r»  i  *<>%-  ^^  SainuiiL  leäe  £ca*mruitf»iLi  «ier  FÜ&e&e  2.  O. 


r3r<>i  P 121  kr^paar^  fi'nit :   ai^nniKi  wir  «xni^xi  IX^ppeipcakt  der- 
{<^ih<ia  1 .  «o  zfls  'üe  2iLT0LTXKrddie  Rejatzün  Tli.  d.  K.  S.  ho  : 

^■»L,^l  'ia    :i    i^Ls.'i  WinküüraTbi^^reati«  zwisefacn  dein  StrmUen- 


\sx,  ^^Mtxi  di^  B 

x:*          ir    i:' 

_»       '             •  ♦ 
:r           er. er    ■ 

da«  \>rfaältAi§ 

— ^  können  wir  aach  € 

V. 

• 

•  a? 

l  . 

m 

.  et 

r . 

• 

.  er. 

et 
haltniä   'kr  Ah-staL']^  der  Pankte  a  and  c  tüo   der  Genden 

l  and  in  crleicher  Weüe  das  Verhältnis  -^^  durch  das  Ter- 

•  '^  er 

hälinis  df^r  Abstände  der  Ponkte  a  und  c  Ton  der  Geraden  {'; 
nennen  wir  also 

den  AUtand  des  Punktes  a  Ton  der  Geraden  /  .  .  .  ap 

»»      :;      }9  ;>     "^   7>    7>      tf 

ff  tf  ft  jy  ^        9f        77  if 

tf  ff  ff  »>    ^   ff        7>     jf 

MO  erbalten  wir: 

ai'      ^^       ci* 
ap.ap'  er  .er'   ' 

nrifl  wenn  wir  jetzt  den  auf  dem  Hauptkegelschnitt  willkür- 
lich gewühlten  Punkt  c  beliebig  verändern ^  so  folgt: 

— ' — ^  =  konst, 
er. er  ' 

d.  b.:  Joder  Punkt  des  Kegelschnitts  besitzt  die 
KigonKchaft,  dafs  das  Quadrat  seines  Abstandes 
von  doni  festen  Punkte  t  zu  dem  Rechteck  aus 
Hcinnn  Abstünden  von  den  beiden  festen  Geraden  / 
und  /'  in  eiiioni  unveränderlichen  Verhältnis  steht 
DieHe  nietriRche  Eigenschaft  des  ebenen  Kegelschnitts  in 
Ho/ug  auf  (Ion  Punkt  t  und  die  beiden  Geraden  l  und  V  lätst 
HJrli  auf  Hon  Kaum  nbortracfon  und  liefert  eine  Eigenschaft 
ilor  Kliirlii»  /''<^*  in  liozug  auf  den  festen  Punkt  t  und  die  bei- 
den Kbonon  f  und  t. 
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Legen  wir  durch  einen  beliebigen  Punkt  j:  der  Fläche 
F^^^  parallel  einer  der  beiden  Stellungen  der  Kreisschnitt- 
ebenen ;  etwa  parallel  der  Ebene  s  eine  Ebene ,  so  schneidet 
dieselbe  die  F^*^  in  einem  reellen  Kreise,  dessen  Durch- 
messer  mn  in  der  betrachteten  Hauptebene  liegen  mufs,  und 
da  die  Endpunkte  m  n  des  Durchmessers  auf  dem  Hauptkegel- 
schnitt liegen,  so  haben  wir  die  vorige  Beziehung: 


mt' 


nt« 


mm®  .mm' 


nn°.nn'  ' 


wo  mm**,  nn^,  mm',  nn  die  Perpendikel  aus  m  und  n  auf 
die  Geraden  l  und  V,  oder,  was  dasselbe  ist,  auf  die  Ebenen  s 
und  b'  bedeuten ,  die  auf  der  Ebene  des  Hauptschnitts  normal 
stehen,  fallen  wir  aus  J  das  Perpendikel  xp  auf  den  Durch- 
messer mn  des  Kreises,  .so  haben  wir: 

):^^  =  m^).  ^u 

und;  da  \fj:\  normal  steht  auf  der  Ebene  des  Hauptschnittes, 
in  welcher  der  Punkt  t  liegt, 

j;t2  =  t^)2  +  )i,f  =  tp2  -f  m)) .  pn. 

In  dem  Dreiecke  tmn,  dessen  Grundlinie  mn  den  Punkt 

)p  enthält  (Fig.  43)  haben  wir  die  be- 


kannte Relation: 
tp*        ,      Mm« 


+  -; 


+ 


tn« 


Fig.  43. 


pm.pn     •     mpmn     '     np.nm 
woraus  folgt: 
tp*-f  mp.pn  mt* 


1, 


also: 


tr' 


pm.pn 
mt« 


+ 


nm .  mp 
nt« 


+ 


nt» 


nm  .  pn 


pm  .  pn         mn.pm         mn  .  np 
hieraus  folgt  wegen  der  obigen  Relation: 


mt« 


nt« 


mm°  .  mm' 


nn°.nn'  ' 


und,  da  wegen  der  Parallelität  von  |mn|  mit  l 

mm®  =  nu® 
ist,  die  Beziehung: 

t*    (  mm',  pn-f  nn' .  mp  \ 


mm    l 


mn 
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Der  Ausdruck  in  der  letzten  Parenthese  ist  aber  einer 
einfachen  Umformung  fähig,  wenn  wir  nämlich  aus  p  das  Per- 
pendikel p^)'  auf  die  Gerade  V  fällen,  so  verhält  sich  (Fig. 44): 


^n 


nn  —  ^)^) 


woraus  folgt: 


mn 

mp 
mn 


nn  —  mm 

}?p  —  mm' 
nn'  —  mm' 


»  » 


mm' .  pn  -4-  nn  .  m^?   ^^^ 


mii 


und,  da  ipf'  gleich  ist  dem   Perpendikel   xx    aus   x  auf  die 
Ebene  e\  zugleich  auch  das  Perpendikel  mm*^  gleich  ist  dem 


Fig.  44. 

Perpendikel  XV^  aus  x  auf  die,  so  folgt:    Ebene  € 

-^-.   =  —^'~  =  konst. 
r r" .  rv  m  m" .  m m 

Dieses  Verhältnis  behält  nicht  nur  für  alle  Punkte  x  des 

Kreises  in  der  Trausversalebeue ,  welche  zu  €  parallel  gelegt 

ist,    denselben   konstanten    Wert,    sondern    auch    für  jeden 

andern  Kreis  auf  der  Fläche  jf^<*^,   der  in  einer   zu  €  oder  i 

parallelen   Ebene  liegt,   weil    das  Verhältnis   dasselbe  bleibt 

für    alle    Punkte    des    Hauptkegelschnitts.      Pas    Verhältnif 

.bleibt  also   überhaupt  konstant   för   alle    Punkte  der  Flache 

F^'\  und  wir  können  daher  folgendes  Resultat  aussprechen  ^K* 


*j  G.  t^almon:  Analytic  Geometry  of  tliree  Dinjensionis,  lllrd  e4 
1874,  p.  los. 
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Wenn  ein  fester  Punkt  t  und  zwei  feste  Ebenen 
es  gegeben  sind,  so  ist  der  Ort  eines  Punktes  y, 
für  welchen  das  Quadrat  seines  Abstandes  von  dem 
festen  Punkte  t  zu  dem  Rechteck  aus  seinen  Ab- 
ständen von  den  beiden  festen  Ebenen  bb  in  einem 
gegebenen  unveränderlichen  Verhältnis  steht, 
eine  Oberfläche  2.  0.,  und  zwar  kann  diese  keine  gerad- 
linige sein,  also  nur  ein  Ellipsoid  oder  ein  zweischaHges 
Hyperboloid  oder  ein  elliptisches  Paraboloid.  Der  Punkt  t 
ist  dabei  ein  beliebiger  Punkt  desjenigen  Fokalkegelschnitts 
der  Fläche  F^^\  welcher  die  Ereispunkte  derselben  enthält; 
die  beiden  festen  Ebenen  b  b  besitzen  die  Eigenschaft,  dal's 
die  ihnen  zugehörigen  ebenen  Polarsjsteme  von  t  aus  proji- 
ziert ein  orthogonales  Polarbündel  in  t  liefern  *,  b  und  b  sind 
parallel  den  beiden  Stellungen  der  Kreisschnittebenen  der  F^^^ 
und  schneiden  sich  in  derjenigen  Geraden,  welche  normal  steht 
auf  der  Ebene  des  Fokalkegelschnitts  in  einem  Punkte  ti,  dem 
Pole  der  Tangente  t  am  Fokalkegelschnitt  im  Punkte  t  in  Be- 
zug auf  den  in  derselben  Ebene  liegenden  Hauptkegelschnitt. 

Da  unsere  Betrachtung  durchaus  unabhängig  war  von 
der  Lage  des  Mittelpunkts  der  Fläche  i^^*\  so  gilt  sie  un- 
verändert für  das  elliptische  Paraboloid,  wie  für  die  beiden 
Mittelpunktsflächen,  die  keine  geraden  Linien  enthalten. 
Wir  können  aber  die  hier  auftretende  Konstante  noch  näher 
bestimmen  und  müssen  dann  allerdings  trennen  die  Mittel- 
punktsflächen von  dem  Paraboloid. 

Legen  wir  eine  Ebene  durch  den  Punkt  t  und  die  Gerade 
t^y  so  wird  dieselbe  die  Fläche  -FW  in  einem  Kegelschnitte 
schneiden,  für  den,  wie  wir  wissen,  t  ein  Brennpunkt  und  ty 
die  Polare  desselben,  d.  h.  die  zugehörige  Leitlinie  ist.  Für 
jeden  Punkt  j:  dieses  Kegelschnittes  ist  bekanntlich  das  Ver- 
hältnis seiner  Abstände  von  t  und  t^  konstant.  Bezeichnen 
wir  dieses  konstante  Verhältnis  durch  X  und  den  Wert  der 
ursprünglichen  Konstanten  durch  fi,  so  läfst  sich  fi  leicht 
durch  A  ausdrücken.  Nennen  wir  n  die  Normale  des  Fokal- 
kegelschnittes im  Punkte  t,  und  sei  j:  einer  der  beiden  Schnitt- 
punkte derselben  mit  dem  Hauptkegelschnitte,  so  ist: 


ft  = 


VtJ  .8in(n,Z)  sin  (n,r) 
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Es  ist  aber  das  Verhältnis: 

und  wir  erhalten  daher: 

A^  BS  ^  .  sin  (n,  Z)  .  sin  (n,  T). 

Fügen  wir  noch  die  Richtung  der  a-Axe  hinzu,  so  gilt  be- 
kanntlich*) zwischen  den  Winkeln  von  drei  Richtungen  nla 
in  der  Ebene  die  Beziehung: 

(n,0  +  aa)  +  (a,n)  =  O, 
also 

(n,  l)  =  (n,  a)  —  (l,  a) 

und  in  gleicher  Weise: 

{n,r)  =  (n,a)-^(l',a). 

Da  aber  l  und  V  gleich  geneigt  sind  gegen  die  a-Axe  (ohne 
parallel  zu  sein);  so  ist: 

(a,0  =  — («>0. 
und  wir  erhalten  für  das  sin -Produkt: 

sin(n,Q  .  sin  {n,V)  =  sin  {(n,a)  +  (1,0)].  sin  {(n,a)  —  (/,a)) 

««  sin^  (UjO)  —  sin 2  (i,a)  =  cos^  (i,a)  —  cos'  {n,a) 
also 

A'  =  fi { cos'  (Z;  a)  —  cos'  (n,  a) } . 

Setzen  wir  nun  den  Fall  des  Ellipsoids  voraus ,  also 
die  Fokalhyperbel  H^^  uod  die  Hauptellipse  ^5"^^  in  der  [af]- 
Ebene,  so  ist  nach  S.  614: 


•1/1       \  a  \*b        ^c) 


und  wir  erhalten  somit: 

__  -Pg  -Pc     [  cos'  (n,  g)    ,    sin*  (n,  g)  1   1 

Nennen  wir  nun  d  den  zu  n  parallelen  Durchmesser  der 
Ellipse  ^f^  und  bezeichnen  mit  P^  die  Potenz  der  ihm  xu- 
gehorigen  Punktinvolution,  so  ist  bekanntlich  (S.  521): 

•)  R.  Baltzer:  Elemente  der  Mathematik.  Bd.  IL  S.  297.  3  Aufl. 
1870. 
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1    COB*  (n,  a)    .    Bin»  (n,  a) 

p^      pr~'^   p.   ' 

mithin  wird: 

Das  Quadrat  des  Abstandsyerhältnisses  k  für  den  Kegel- 
schnitt, in  welchem  die  Ebene  [t^J  die  F^^^  schneidet,  ist 
bekanntlich  nur  abhängig  von  dem  Verhältnis  der  Potenzen 
der  Punktinvolutionen  auf  den  Hauptaxen  dieses  Kegelschnittes, 
und  die  durch  den  Mittelpunkt  der  F^^^  parallel  zur  Ebene 
[t^,]  gelegte  Ebene  schneidet  die  i^*>  in  einem  Kegelschnitte, 
welcher  dasselbe  Axenverhältnis  hat;  die  Axen  dieses  Kegel- 
schnittes sind  aber  der  Durchmesser  d  und  die  Hauptaxe  h\ 
demnach  ist: 


P 


d 


und  wir  erhalten  für  unsere  Konstante  ft  den  Wert: 


^»     p. 


d.  h.  der  konstante  Wert  fi  ist  unabhängig  von  der 
Wahl  des  Punktes  t  auf  dem  betrachteten  Fokal- 
kegelschnitte. 

Wenig  anders  gestaltet  sich  die  Rechnung  beim  zwei- 
schaligen   Hyperboloid,    wo    die  Hauptebene  [aV\    mit 

dem  Fokalkegelschnitte  If^l  und  dem  Hauptkegelschnitte  ^^ 

in  Betracht  kommt;  wir  haben  nur  zu  setzen  (S.  616)  für 


cos^  (i,  a) 

Pa 

(Pa- 

Wert: 

■ 

P, 

P„ 

f(  = 

Pö 

Pa 

-         • 

Endlich  bleibt  noch  beim  elliptischen  Paraboloid 
der  Wert  der  Konstanten  fi  zu  bestimmen ;  hier  ist  die  Haupt- 
ebene [a6*]  mit  der  Fokalparabel  Pj^^»  und  der  Hauptparabel 
^2)»  zo  betrachten,  und  wir  können  uns  desselben  Hilfs- 
mittels bedienen,  wie  in  §  67.     Es  ist  hier  (S.  623) : 

cos^  (l,  a)  =  ~— ,  sin2  (i,  a)  =  —  , 


f  «.    Du  <^exar  "liinAgaiiT  FAdbcm  t.  O. 


wo  i^  luci  <  &  früibO'  angegBbgne  Bedralmig  haben;  dem- 
gmuüä  wird: 

ujkd  der  Wen  toh  l-  faesdnuiit  seh  dorck  die  Parabel  P^^ 
wie  auf  &  @ou  iiuiem  wir  dort  nor  &  md  e  mit  emander  lo 

Tertaoidieii  haben: 

.,        k  —  e.  sn«(a,a) 

wodureh  wir  erhaben: 

c 

•  =  -  T  ' 

also  ebenfiaUä  unabhängig  Ton  der  Wahl   des  Punktes  t  sof 
der  Fokalparabel. 
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Die  Fokalkegelscbnitte  in  den  Hanptebenen  einer  Flache 
F^^  oder  die  sie  vertretenden  ebenen  Polarsjsteme  werden 
bestimmt  (S.  067)  dorch  die  Potenzen  der  PunktinTolutionen 
auf  den  Hauptaxen,  und  wir  haben  für  diese  folgende  Werte 
gefunden : 


[afc]- Ebene 


[ac] -Ebene 


[6  r] -Ebene 


Ilaupt- 
kegelschnitt 

Fokal- 
kegelschnitt 


a        ) 


a        f 


Pc 


6        I 


Pc 


Pa-P,,     P,-^Pc    Pa    -P*,     Pc-P.     P6-P.,Pc-i- 


Die  Werte  dieser  Differenzen  bestimmen  aber  gleichzeitig 
die  (reellen  oder  imaginären)  Brennpunkte  der  Hauptkegel- 
schnitte,  nämlich  P«  —  Fe  die  Brennpunkte  des  Uauptkegel- 
Hchnittcs  in  der  [ac] -Ebene  auf  der  a-Axe  u.  s.  f.,  d.  h  : 

In  jeder  der  drei  Hauptaxen  schneiden  sich  je 
zwei  Hauptebenen;  die  (reellen  oder  imaginären) 
Brennpunkte  des  Hauptkegelschnittes  in  der  einen 
lluuptebene  sind  allemal  die  Scheitel  des  Foksl- 
kogolMcbnittes  in  der  andern  Hauptebene  auf  der 
ihnen  gemeinHchaftlichen  Hauptaxe. 

Die   Fokalkegelschnitte  hängen  daher    lediglich  ab  fon 
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den  Brennpunkten  der  drei  Hauptkegelschnitte,  und  wir 
können  den  Satz  aussprechen: 

Alle  Flächen  2.  0.,  deren  Kegelschnitte  in  den 
drei  Hauptebenen  dieselben  Brennpunkte  haben, 
müssen  auch  dieselben  Fokalkegelschnitte  haben. 

um  zu  erfahren,  ob  es  mehrere  solche  Flächen  giebt,  und 
die  Gesamtheit  derselben  zu  übersehen,  gehen  wir  von  einer 
F^^^  aus,  deren  Punktinyolutionen  auf  den  drei  Hauptaxen 
die  Potenzwerte  haben: 

JTa       J^b       -t^c  • 

Eine  zweite  Fläche,  deren  drei  Hauptkegelschnitte  die- 
selben Brennpunkte  haben  sollen,  wie  die  erste,  mufs  einmal 
zusammenfallende  Hauptaxen  mit  jener  haben,  und  zweitens 
mufs,  wenn  die  Potenzen  der  ihnen  zugehörigen  Punktinyolu- 
tionen beziehlich 

Pa'       Pb'       Pc 

sind,  jede  der  drei  Bedingungen  erfüllt  werden: 

Pa  —  -P*  =  Pa Pb' 

Pa    —   Pc=  Pa   —  Pc' 
Pb  —   -Pc  =  Pb'   —   Pc'  > 

die  sich  auch  so  schreiben  lassen: 

Pa    -  Pa=  Pb'  —  Pb  =  Pc   ^Pc=X. 

Nennen  wir  diese  konstante  DiiFerenz  A,  so  ergeben  sich  aus 
den  Potenzwerten  P«  Pt  Pc  die  Potenzwerte  der  neuen  Fläche 
P^.  =  P^  +  A,  P6'  =  P, +  A,  Pe- =  P,  +A,  und  indem 
wir  dem  X  alle  möglichen  Werte  von  —  oo  bis  -|-  <x>  bei- 
legen, erhalten  wir  eine  ganze  Schar  von  konfokalen 
Flächen  2.  0. 

Nehmen  wir,  um  von  einem  bestimmten  Falle  auszugehen, 
die  gegebene  Fläche  1^<^>  als  Ellipsoid  an,  also 

P«  >  0    P,  >  0    Pc  >  0, 

und  der  Gröfse  nach  geordnet,  so  dafs 

Pa>Pb>  Pc 

ist,  dann  werden  die  Werte 

Pa+X       P,-\^X       P,-\-k 

80  lange  positiv  bleiben  als  X  positiv  ist,  und  auch  noch,  wenn 
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X  negativ  ist,  bis  zu  dem  Werte  A  =  —  P«.  Die  konfokale 
Fläche  bleibt  also  von  A  =  oo  bis  A  =  —  Pc  ein  EUlipsoid. 
Für  k^=  ^  Po  priii  ein  Übergaogsfall  eiu ;  die  Fläche,  deren 
Potenz  auf  der  c-Axe  Null  wird,  degeneriert  in  den  Fokal- 
kegelschnitt E^^^^  in  der  [a 6] -Ebene  und  ist  aufzufassen  ab 

eine  unendlich -dünne  F^^^y  die  den  Obergang  bildet  vom  £1- 
lipsoid  zum  einschaligen  Hyperboloid  (S.  517);  fQr  die  Werte 
von  A  =  —  Pc  bis  A  =  —  Pft  bleibt  die  konfokale  Fläche  ein 
einschaliges  Hyperboloid,  und  für  il  =  —  P*  tritt  wiederum 
ein  Obergangsfall  ein,  indem  sich  die  Fläche  auf  den  Fokal- 
kegelschnitt H^^^  reduziert  in  der  [ac]- Ebene,  eine  Hyperbel, 

die  den  Obergang  bildet  vom  einschaligen  zum  zweischaligen 
Hyperboloid.  Für  die  Werte  von  il  c=s  —  P^  bis  Jl  «=  —  P^ 
bleibt  die  konfokale  Fläche  ein  zweischaliges  Hyperboloid 
und  degeneriert  für  X  =  —  P^  in  den  imaginären  Fokal- 
kegelschnitt P^^  in  der  [6c]-£bene,  der  den  Obergang  bildet 

vom  zweischaligen  Hyperboloid  zur  imaginären  Fläche  2.  0. 
Für  die  Werte  von  A  =  —  P«  bis  A  =»  —  oo  bleibt  die  kon- 
fokale Fläche  imaginär. 

Hiernach  zerfällt  die  ganze  Schar  konfokaler  FUehen 
in  vier  Gruppen : 

eine  Gruppe  Ellipsoide, 
„  „        einschalige  Hyperboloide, 

„  „        zweischalige  Hyperboloide, 

„  imaginäre  Flächen, 
welche  durch  die  drei  Fokalkegelschnitte  als  Grenzflächen  in 
einander  übergehen.  (Will  man  noch  den  imaginären  Kreis 
in  f^  als  vierten  Fokalkegelsehnitt  hinzufügen,  so  würde 
derselbe  den  Obergang  vermitteln  von  den  imaginären 
Flächen  zu  den  reellen  Ellipsoiden.) 

Wir  erkennen  ferner,  dafs  zwei  konfokale  Flächen  der- 
selben Gattung  (d.  h.  zwei  konfokale  Ellipsoide  oder  ein- 
schalige Hyperboloide  oder  zweischalige  Hyperboloide)  keinen 
reellen  Punkt  gemeinschaftlich  haben  können ;  denn  seien  die 
Potenzen  der  Punktinvolutionen  auf  den  Hauptaxen  für  eine 
Fläche  Pa  Pb  Pc  und  für  eine  konfokale  Fläche  P..  —  P.  -f  i 
P^.  =  P^  +  A,  Pe'  '=  Pc+  X,  SO  werden  für  irgend  einen 
durch  den  gemeinsamen  Mittelpunkt  ^JJ{    gezogenen  Durch- 
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messer  d  die  Potenzwerte  der  zugehorigeD  Punktinvolutionen 
bei  beiden  Flächen  gefunden  nach  S.  531  durch  die  Glei- 
chungen : 

1 coa'  (d,  a)   ,    coe»  (d,  b)   .    cos*  (d,  c) 


Pä  Pa  '  P,  '  Pc 

I    cos'  (d,  a)   ,    coB*  (d,  b)   .    cos*  (cJ,  c) 


also 


■P<r  -Pa'  ^b'  ^0- 

1 


^d        ^cr 


2  (  cob'  (<?»  «)    ■     COB»  {d,  b)    .     C08»(d^c)) 


sobald  nun  die  beiden  konfokalen  Flächen  derselben  Gruppe 
angehorig  sind  oder  derselben  Gattung  sind,  haben  immer 
Pa  uud  Pa';  ebenso  Pt  und  P^',  endlich  Po  und  Pc«  gleiche 
Vorzeichen;  die  Summe  rechts  ist  daher  immer  positiv  und 
kann  nie  Null  werden ,  folglich  kann  auch  niemals  der  Wert 
Prf  gleich  dem  Werte  P,,-  werden;  mithin  können  die  beiden 
konfokalen  Flächen  keinen  gemeinschaftlichen  Punkt  haben, 
weil  ein  solcher  mit  dem  Mittelpunkte  ^  verbunden  zwei 
gleiche  Durchmesser  oder  gleiche  Werte  P^  und  P^«  liefern 
würde. 

Wir  können  nunmehr  ein  früher  (S.  597)  gefundenes 
Resultat  allgemeiner  aussprechen:  Wenn  man  einen  willkür- 
lichen Punkt  O  des  Raumes  mit  einem  der  Fokalkegelschnitte 
der  jF<^)  verbindet,  so  erhält  man  einen  Kegel,  welcher  die- 
selben Fokalstrahlen  (Brennstrahlen  S.  58),  also  auch  Haupt- 
azen  und  Hauptebenen  hat,  wie  der  aus  O  an  die  Fläche  P<^) 
gelegte  Berührungskegel.  Da  nun  eine  Schar  konfokaler 
Flächen  dieselben  Fokalkegelschnitte  besitzt,  so  folgt:  Die 
Berührungskegel  aus  einem  beliebigen  Punkte  O 
des  Raumes  an  sämtliche  Flächen  einer  konfokalen 
Schar  haben  alle  dieselben  drei  Hauptebenen  und 
in  ihnen  dieselben  Brennstrahlen.  Diese  sämtlichen 
Berührungskegel  bilden  daher  selbst  eine  Schar  konfokaler 
Kegel  von  dem  gemeinsamen  Mittelpunkte  O  aus;  die  Fokal- 
kegelschnitte dieser  Schar  konfokaler  Kegel  bestehen  aus 
einem  reellen  Linien  paar  (Fokalhyperbel)  und  zwei' imaginären 
Linienpaaren  in  den  drei  Hauptebenen ,  die  Ebene  der  beiden 
reellen  Brennstrahlen  ist  selbst  die  eine  Uauptebeue;  halbieren 
wir  Winkel   und   Nebenwinkel   zwischen   den  beiden   Brenn- 
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strahlen  and  legen,  durch  diese  Halbierungslinien  zwei  zq 
einander  und  auf  der  Ebene  der  beiden  Brennstrablen  nor- 
male Ebenen ;  so  erhalten  wir  die  beiden  andern  Haaptr 
ebenen;  die  (reellen  und  imaginären)  Brennstrahlen  werden 
aber  bestimmt  durch  die  Potenzen  der  StrahleninvolutioiieD 
in  den  Hauptebenen  (S.  63). 

Unter  dieser  Schar  konfokaler  Kegel  giebt  es  drei,  welche 
in  (doppelt  zu  zählende)  Ebenen  ausarten ;  dieses  sind  die  drei 
gemeinsamen  Hauptebenen  selbst.  Für  einen  solchen  Be- 
rührungskegel  einer  l^läche  1^<*>,  welcher  in  eine  Ebene  aus- 
artet, ist  diese  Ebene  selbst  Berührungsebene  der  Mache  F^j 
und  der  Mittelpunkt  des  Kegels  O  Berührungspunkt  Der 
Kegelschnitt,  längs  dessen  ein  Berührungskegel  die  F^^ 
berührt,  artet  in  diesem  Falle  in  ein  (reelles  oder  imaginäres) 
Linienpaar  aus ,  welches  also  gleichzeitig  der  Berübrungsebeoe 
in  O  und  der  Fläche  F^^^  angehört;  dieses  Linienpaar  ist 
ein  Paar  Kegelstrahlen,  und  da  bei  dem  zerfallenden  Kegd 
die  Brennstrahlen  mit  einem  Paar  Kegelstrahlen  zusammen- 
fallen, so  fällt  das  Linienpaar,  in  welchem  eine  Hauptebene 
des  Kegels  als  Berührungsebene  einer  durch  O  gehenden 
Fläche  der  konfokalen  Flächenschar  dieselbe  schneidet,  zu- 
sammen mit  den  beiden  Brennstrahlen  in  dieser  Haapiebene 
des  Kegels.     Wir  erhalten  also  folgendes  Resultat: 

Durch  einen  willkürlich  gegebenen  Punkt  C 
im  Räume  gehen  allemal  drei  Flächen  einer  kon- 
fokalen Schar;  diese  haben  in  O  zu  Berührungs- 
ebenen die  drei  Hauptebenen  des  Kegels,  welcher 
von  O  durch  einen  der  Fokalkegelschnitte  gelegt 
werden  kann;  sie  durchschneiden  sich  also  in  C 
orthogonal,  d.  h.  ihre  Berührungsebenen  sind  so 
einander  normal.  Von  diesen  drei  Flächen  ist 
allemal  die  eine  ein  Ellipsoid,  die  andere  ein  ein- 
schaliges, die  dritte  ein  zweischaliges  Hyperboloid 
(denn  wir  haben  oben  bewiesen,  dafs  zwei  gleichartige  Flächen 
einer  konfokalen  Schar  keinen  reellen  Punkt  gemeinschafUieh 
haben  könüen).  Jede  der  drei  Hauptebenen  des  ans 
O  durch  einen  der  Fokalkegelschnitte  gelegten 
Kegels  enthält  zwei  Brennstrahlen,  von  denen  ein 
Paar  reell,    die    beiden    andern    Paare    konjugiert- 
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imaginär  sind.  Diese  Linienpaare  sind  die  Durch- 
schnittskurven  der  Berührungsebenen  in  O  mit 
den  drei  durch  O  gehenden  Flächen  der  konfokalen 
Schar;  die  reellen  Brennstrahlen  sind  also  ein  Paar 
Erzeugender  des  einschaligen  Hyperboloids,  die 
beiden  andern  Linienpaare  werden  vertreten  durch 
elliptische  Strahleninvolutionen  (S.  484). 

Dm  die  drei  konfokalen  Flächen  einer  Schar,  welche 
durch  einen  gegebenen  Punkt  O  des  Raumes  gehen,  zu  er- 
halten,  braucht  man  nur  die  drei  Hauptebenen  des  Kegels 
jD(*)  zu  ermitteln ,  welcher  von  O  aus  durch  einen  der  Fokal- 
kegelschnitte gelegt  werden  kann.  Trifft  eine  solche  Haupt- 
ebene die  drei  Hauptaxen  der  konfokalen  Flächenschar,  nämlich 

die  a-Axe  ...  in  ^ 
„  6-Axe  ...  ,y  t) 
}}    c-Axe  ...    ,,    ^, 

und  legt  man  durch  O  drei  Ebenen  parallel  den  Hauptebenen 
der  konfokalen  Flächenschar,  deren  Durchschnittspunkte  mit 
der  a-,  6-,  c- Axe  bez.  seien  j:  tf  j',  so  werden  die  drei  Werte : 

die  Potenzen  der  Punktinvolutionen  auf  den  Hauptaxen  fQr 
die  gesuchte  Fläche  F^^^  sein,  welche  durch  D  geht  und  der 
konfokalen  Flächenschar  angehört,  und  durch  diese  drei 
Potenzwerte  ist  die  Fläche  F^-^  vollständig  bestimmt.  Aus 
denselben  liefs  sich  ebenfalls  die  Natur  der  drei  konfokalen 
Flächen  durch  O  ermitteln,  aber  wir  verzichten  auf  diese 
Untersuchung. 

Wir  haben  auf  S.  596  den  Satz  ausgesprochen :  Eine  be- 
liebige Ebene  S  und  das  aus  ihrem  Pole  j:  (in  Bezug  auf 
eine  Fläche  i^(*>)  auf  5  herabgelassene  Perpendikel  durch- 
schneiden eine  der  Hauptebenen  der  F^^^  allemal  in  einer 
Geraden  l  und  einem  Punkte  ^,  welche  Polare  und  Pol  sind 
in  Bezug  auf  den  in  der  Hauptebene  liegenden  Fokalkegel- 
flchnitt.  Hieraus  folgt,  da  alle  Flächen  einer  konfokalen 
Schar  dieselben  Fokalkegelschnitte- haben,  der  Satz: 

ScBBfiiTS«,  Tbeor.  d.  Oberfl.  2.  Ordn.  42 
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Die  Pole  einer  festen  Ebene  in  Bezog  auf  simt- 
liehe  Flächen  einer  konfokalen  Schar  liegen  aof 
einer  geraden  Linie,  welche  normal  steht  auf  der 
Ebene. 

Denn  schneidet  diese  gegebene  Ebene  £  eine  der  Haopt- 
ebenen  in  einer  Geraden  /,  und  i^  deren  Pol  in  Bezog  auf 
den  in  der  Haaptebene  enthalteneu  Fokalkegelachnitt  f.  so 
wird  das  aas  i?  auf  die  Ebene  |  herabgelassene  Perpendikel 
den  Pol  T  enthalten  müssen  der  Ebene  |  in  Bezug  aof  jede 
Flache  F '\  welche  denselben  Fokalkegekchnitt  in  der  be- 
trachteten Haaptebene  hat:  folglich  liegen  alle  Pole  r  in  dem 
aus  p  auf  I  herabgelassenen  Perpendikel. 

Weiter  folgt  hieraus,  wenn  man  eine  beliebige  Ebene  ; 
annimmt,  dass  es  nur  eine  Fliehe  jP-  ans  der  konfokalen 
Schar  giebt.  weiche  die  Ebene  £  berahrt:  damit  nämlich  ; 
Beruhrungsebene  werde,  muis  ihr  Pol  in  sie  seihst  hiueio- 
fallen  und  wird  der  Berührungspuokt :  schneidet  daher  die 
Ebene  £  eine  Haaptebene  in  der  Geraden  ^,  deren  Pol  in 
Bezug  auf  den  Fokalkegelschnitt  in  dieser  Haaptebene  di^ 
trinkt  r  sei.  so  wiid  das  aus  r  aof  die  Ebene  $  heral^lmssene 
Perpendikel  in  einem  Punkte  :  dieselbe  tn^ffen,  and  t  wird 
der  Berohrungspunkt  der  einzigen  Flache  F*  der  konfokaleo 
Schar  sein,  welche  die  Ebene  £  berührt;  die  Gerade  ir  i^ 
daher  Xormile  der  Flä*:ke. 

Drvhen  wir  vJie  Ebcce  $  um  eine  feste  Gerade  i,  so  be- 
><'hiv:b;  ihre  Durch^ckcirtsliiiie  q  mit  der  Haoptebene  eil 
•ebene«  Strüileubuschrl,  ^nd  cer  Pol  r  der  Geraden  ^  in  Bezu^ 
ac:  vien  F:4^egvlM:Li:;ti  durchUutt  eice  gerade  Panktnfibe. 
welche  bekanr^-l:.:h  c:;;  dem  toq  7  beschriebenen  Strahlt-n- 
bischel.  jus».^  iuvi  mit  vi-en:  t:-  £  V^fschriebenen  Ebeoeii' 
b!l>ci:el  rr^.^^ek::v:<<>  ist:  i:e  Perren*iikel  ass  r  aaf  i  wenlen 
r  ::hin  S>  -1"^  r:re  Kec^Iscrir  tfines  tTperbolischen  Pan- 
l-o  o:i<  bi-irec..  und  wir  i'^rL^c  den  Satz  aussprechen: 

We2~  *ick  eine  Terinderiiche  Ebene  5  um  eiae 
te<te  »tfriie  J  dr^i:.  so  i::ebt  es  für  jede  Lage 
tv -JL  £  ^;ir«*  bTs::ai2i5Tf  Fläche  F*  aas  der  kontoka- 
le:i  Sciir.  «elcde  £  iir  Berührunssebene  hat;  die 
itt   ieu    Bertlar:^acsp-via&t  errichtete  Normale  der 
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Fläche  durchläuft  bei  der  Bewegung  der  Ebene  g 
eine  Regelschar  eines  hyperbolischen  Paraboloids. 

Da  dieses  hyperbolische  Paraboloid  die  Gerade  l  im  all- 
gemeinen zweimal  trifit,  so  werden  die  beiden  Erzeugenden 
aus  der  Begelschar  des  hyperbolischen  Paraboloids,  welche 
durch  die  beiden  Treffpunkte  gehen,  die  Normalen  für  zwei 
Flächen  aus  der  konfokalen  Schar  sein,  und  da  die  Berüh- 
rungsebenen durch  l  gehen,  so  sind  die  Treffpunkte  die  Be- 
rührungspunkte, also  schliefsen  wir: 

Es  giebt  im  allgemeinen  zwei  Flächen  aus 
einer  konfokalen  Schar,  welche  eine  gegebene 
Gerade  l  berühren. 

Bezeichnen  wir  die  beiden  Berührungspunkte  auf  der 
Geraden  l  durch  to  und  t, ,  die  zugehörigen  Berührungsebenen 
durch  Tq  und  Tj,  die  sich  in  der  Geraden  l  schneiden,  so 
wissen  wir,  dafs  alle  Berührungskegel,  welche  von  dem 
Punkte  to  an  die  Flächen  F^^^  der  konfokalen  Schar  gelegt 
werden  können,  die  Ebene  Zq  zu  einer  Hauptebene  haben; 
alle  Paare  von  Berührungsebenen,  welche  durch  die  in  dieser 
Hauptebeue  liegende  Gerade  l  an  sämtliche  Kegel  gelegt 
werden  können,  haben  also  dieselbe  Halbierungsebeue  r^; 
sie  bilden  mithin  eine  gleichseitig  hyperbolische  Ebeneninvo- 
lution (S.  15),  vtm  welcher  r^  eine  Doppelebene  ist;  diese 
Paare  von  Berührungsebenen  fallen  {iber  zusammen  mit  den 
Paaren  von  Berührungsebenen,  welche  durch  l  an  die  Flächen 
2^^>  der  konfokalen  Schar  gelegt  werden  können ;  diese  bilden 
mithin  eine  gleichseitig-hyperbolische  Ebeneninvolution,  deren 
eine  Doppelebene  Tq  und  deren  andere  Doppelebene  also  r, 
ist;  die  Ebenen  Tq  und  Tj  müssen  daher  auf  einander  senkrecht 
stehen,  und  wir  erhalten  folgenden  Satz: 

"Wenn  man  durch  eine  gegebene  Gerade  l  die 
Paare  von  Berührungsebenen  an  die  Flächen  F^^^ 
einer  konfokalen  Schar  legt,  so  bilden  dieselben 
eine  gleichseitig-hyperbolische  Ebeneninvolution, 
deren  Doppelebenen  (die  Berührungsebenen  an 
den  beiden  die  Gerade  l  berührenden  Flächen  -F'*^ 
der  konfokalen  Schar)  zu  einander  normal  sind. 

Wir  haben  bisher  den  allgemeinsten  Fall  einer  Schar 
von  konfokalen  Flächen  -F<^>  vorausgesetzt,  bei  welchem  die 

42* 
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beiden  reellen  Fokalkegekchnitte,  welche  allen  Flachen  ge- 
meinschaftlich sind,  die  Fokalellipse  und  die  Fokalhyperbel 
sind,  und  der  gemeinschaftliche  Mittelpunkt  3R  der  Flachen- 
schar  im  Endlichen  liegt  Einige  Modifikationen  treten  ein, 
wenn  wir  von  einem  Paraboloide  ansehen,  die  beiden  Fokal- 
parabeln demselben  bestimmen  und  nach  der  Flachenschar 
fragen,  welche  dieselben  Fokalkegelschnitte  hat.  Dafs  die 
Flachen  dieser  Schar  sämtlich  Paraboloide  sein  müssen,  ist 
unmittelbar  ersichtlich ,  denn  die  Hauptkegelschnitte  müssen 
Parabeln  sein,  welche  mit  den  Fokalparabeln  dieselben  Brenn- 
punkte haben. 

Gehen  wir  nun  von  einem  beliebigen  Paraboloid  aus, 
dessen  Scheitel  (B,  und  dessen  durch  denselben  gehende  Haupt- 
axe  die  o-Axe  sei.  Die  beiden  zu  einander  normalen  Haupt- 
ebenen,  welche  sich  in  dieser  Axe  des  Paraboloida  schneiden, 

enthalten  die  beiden  Uauptparabeln  ^|[*^*,  *V«U  f  deren  Brenn- 
punkte u  und  fe,  um  die  Stücke  b  und  c  Ton  dem  gemein- 
schaftlichen Scheitel  3  abstehen  (c  >  b).  Die  Fokalpara- 
beln in  diesen  beiden  Hauptebenen  jP^  ^li^  werden  da- 
durch erhalten^  dafs  wir  zur  Konstruktion  der  ersteren  f*  ab 
Brennpunkt  und  f<.  als  Scheitel,  zur  Konstruktion  der  leti- 
teren  fe  ab  Brennpunkt  und  f«  als  Scheitel  wählen.  Es 
hängt  also  alles  von  den  drei  Punkten  S  f *  f «  in  der  a-Axe 
ab,  durch  welche  die  beiden  in  Betracht  kommenden  unver- 
änderlichen Hauptebeuen  [a  6*]  und  [ac*]  gehen.  Die  Fokal- 
parabeln hängen  allein  von  den  beiden  Punkten  f6  und  f^  ab, 
und  um  alle  Paraboloide,  denen  dieselben  beiden  Fokalpara- 
beln in  den  beiden  unveränderlichen  Hauptebenen  zngehören, 
zu  erhalten,  brauchen  wir  nur  3  auf  der  a-Axe  zu  verän- 
dern. Wir  wissen,  dafs,  so  lange  3  zwischen  den  beiden 
Punkten  f^  fc  liegt,  das  Paraboloid  ein  hyperbolisches,  im 
andern  Falle  ein  elliptisches  ist 

Die  ganze  Schar  konfokaler  Paraboloide  zerfallt 
daher  in  eine  Gruppe  hyperbolischer  und  eine  Gruppe  elh> 
tischer  Paraboloide;  den  Übergang  von  der  einen  Gruppe 
zur  andern  vermitteln  zweimal  die  Fokalparabeln,  wie  auf 
S.  517  bemerkt  wurde.  Die  Gruppe  elliptischer  Paraboloide 
zerfällt  aber  durch  den  unendlich-entfemten  Punkt  der  a-Axe 
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wieder  in  zwei  UnterabteiluDgen ,  je  nachdem  nämlich  der 
Scheitel  @  aufserhalb  der  Strecke  föfc  auf  dem  Teile  der 
Hanptaxe  von  %  bis  oo^  oder  auf  dem  Teile  von  f«  bis  od 
liegt.  Die  elliptischen  Paraboloide  aus  diesen  beiden  Ab- 
teilungen unterscheiden  sich  dadurch  von  einander,  dafs  zwei 
derselben  Abteilung  angehorige  Paraboloide  ihre  Öffnungen 
gleich  gerichtet;  die  verschiedenen  Abteilungen  angehörigen 
ihre  Offnungen  entgegengesetzt  gerichtet  haben.  Wir  werden 
daher  besser  die  gesamten  Paraboloide  der  konfokalen  Schar 
in  drei  Gruppen  einteilen,  eine  Gruppe  hyperbolischer  und 
zwei  Gruppen  elliptischer  Paraboloide,  indem  wir  den 
Scheitel  @  gehen  lassen 

I.  n.  III. 

von  Qo  bis  fö,  von  f^  bis  f^,  von  fc  bis  oo, 

elliptische  hyperbolische  elliptische 

Paraboloide  Paraboloide  Paraboloide. 

Bei  dieser  Einteilung  können  wir  den  Satz  aussprechen : 
Zwei  konfokale  Paraboloide  derselben  Gruppe 
'^aben  niemals  einen  reellen  Punkt  gemeinschaft- 
lich. 

In  der  That,  legen  wir  durch  einen  beliebigen  Punkt  m 
der  gemeinschaftlichen  Hauptaxe  a  der  Paraboloide  eine 
Normalebene  auf  derselben,  so  wird  sie  ein  Paraboloid  der 
konfokalen  Schar  in  einem  Kegelschnitt  schneiden,  dessen 
Mittelpunkt  m  ist,  und  dessen  Hauptaxen  die  Durchschnitts- 
linien mit  den  beiden  Hauptebenen  [at*]  und  [ac"^]  sind.  Die 
Potenzen  der  Punktinvolutionen  auf  diesen  beiden  Hauptaxen 

können  wir  leicht  ermitteln  durch  die  Hauptparabeln  ^^']» 

und  $^-    Ist  nämlich  3  der  Scheitel  des   Paraboloids,  so 

sind  diese  Potenzwerte: 

4©m.®f6     und    4vSm.®fc, 

und  dadurch  ist  der  ganze  Durchschuittsk egelschnitt  bestimmt; 
ist  d  ein  beliebiger  durch  den  Mittelpunkt  m  gezogener 
Durchmesser,  und  nennen  wir  q)  den  Winkel,  welchen  seine 
Richtung  mit  der  Hauptebene  [ab""]  bildet,  so  ist  die  Potenz 
der  zugehörigen  Punktinvolution  (S.  521): 

4  C08*g)         ,  8in*(p 


Prf  em.efj     '     ©m.©f, 
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Nehmen  wir  ein  zweites  Paraboloid  ans  der  konfokalen 
Schar  mit  dem  Scheitel  3i,  so  schneidet  die  in  m  errichtete 
Normalebene  einen  andern  Kegelschnitt  aus,  welcher  mit 
dem  vorigen  zusamraeufallende  Hauptaxen  hat,  aber  andere 
Poteiizwerte;  derselbe  Durchmesser  d^  '=»  d  besitzt  den  Po- 
teuzwert: 


Hieraus  folgt  der  Unterscliied  beider  Potenzwerte: 

oder: 

4etin.em    /    1  1     \         ^.^  {    ^im  +  ef^    \ 

t 

Nehmen  wir  nun  zwei  elliptische  Paraboloide  derselben 
Gruppe  an,  und  sei  £,fc  >  Sfc,  so  wird  nur  für  solche 
Lagen  von  iii,  für  die  2  m  und  >B  U  gleich  gerichtet  sind, 
die  in  m  errichtete  Nonnalebene  beiden  Paraboloiden  be- 
gegnen können.  Für  diese  Lage  von  m  sind  aber  auch 
3|m,  vEü  und  3fc,  3|f6  und  >E|fc  alle  gleich  gerichtet, 
daher  kann  die  rechte  Seite  der  letzten  Gleichung  nie  ver- 
schwinden, weil  sie  eine  Summe  von  lauter  positivfn  (oder 
lauter  negativen)  Werten  ist;  da  also  auch  die  linke  Seite 
der  Gleichung  nicht  Null  werden  kann,  so  können  niemals 
zwei  Werte  Pd  und  P^,  auf  demselben  Durchmesser  einander 
gleich  werden;  folglich  können  zwei  konfokale  elliptische 
Paraboloide,  welche  derselben  Gruppe  angehören,  niemals 
reelle  Punkte  gemeinschaftlich  haben.  Dagegen  werden  wobi 
zwei  elliptische  Paraboloide,  die  verschiedenen  Gruppen  ao- 
gehöreu,  reelle  Punkte  gemein  haben;  denn  hier  wird  man  m, 
wenn  die  Transversalebene  beiden  elliptischen  Paraboloiden 
gleichzeitig  begegnen  soll,  so  wählen  müssen,  dafs  es  zwi- 
schen 3>£|  Hegt;  alsJann  werden  die  Strecken  3|innnd 
ZU  entgegengesetzt  gerichtet  sein,  und  ebenso  die  Strecken 
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®,m  und  ©fc,  und  da  Sf^  >  ©fc,  so  werden  für  Punkte  m 
zwischen  f^  und  fc  die  Werte: 

entgegengesetzt  werden,  also  werden  sich  immer  Richtungen 
d  ^^  d^  ermitteln  und  durch  die  vorige  Gleichung  bestimmen 
fassen,  für  welche  P^  und  Td,  gleichwertig  werden;  mithin 
werden  konfokale  elliptische  Paraboloide  verschiedener  Gruppen 
gemeinschaftliche  Punkte  besitzen. 

Umständlicher  wird  diese  algebraische  Diskussion  der 
vorigen  Gleichung  für  den  Fall  hyperbolischer  Paraboloide; 
allein  wir  sind  derselben  überhoben  durch  die  allgemein-gültige 
Bemerkung,  welche  auch  für  den  Fall,  wo  die  beiden  Fokal- 
kegelschnitte  Ellipse  und  Hyperbel  sind,  zu  machen  war. 

Legt  man  aus  einem  beliebigen  Punkte  O  des  Raumes 
an  eine  Fläche  -F<*>  den  Berührungskegel  Jf  <^>  und  den  Kegel 
Ä^^,  welcher  durch  einen  der  beiden  reellen  Fokalkegel- 
schnitte geht,  so  haben  diese  beiden  Kegel  nicht  allein  die- 
selben Hauptebenen  und  Hauptaxen,  sondern  auch  in  ersteren 
dieselben  Fokalstrahlen.  Ist  insbesondere  O  ein  Punkt  der 
Fläche  -F'^^  selbst,  so  artet  der  Berührungskegel  K^^^  in 
eine  Ebene  (die  Berührungsebene)  aus  und  die  beiden  Fokal- 
strahlen  gehen  in  das  (reelle  oder  imaginäre)  Linienpaar 
über,  in  welchem  die  Berührungsebene  in  O  die  Fläche  F^^^ 
schneidet. 

Sind  umgekehrt  die  b(»iden  reellen  Fokalkegelschnitte, 
in  unserem  Falle  Fokalparabeln ,  und  ein  beliebiger  Punkt  O 
des  Raumes  gegeben,  so  legen  wir  von  D  aus  einen  Kegel 
Ä<*^  durch  eine  der  Fokalparabeln,  bestimmen  die  drei  Haupt- 
ebenen des  Kegels  ^'^^  und  in  jeder  derselben  die  Strahlen- 
involutionen, deren  Doppelstrahlen  Fokalstrahlen  des  Kegels 
sind;  dann  sind  bekanntlich  (S.  58)  zwei  dieser  Strahlen- 
involutionen elliptisch,  eine  hyperbolisch.  Verlangen  wir 
nun,  es  solle  durch  den  Punkt  O  ein  Paraboloid  gelegt 
werden,  welches  zu  der  Schar  konfokaler  Paraboloide  gehöre, 
die  die  gegebenen  Parabeln  zu  Fokalkegelschnitten  haben, 
so  kann  jede  der  drei  Hauptebenen  des  Kegels  ^^^^  als  Be- 
rührungsebene in  O  eines  gesuchten  Paraboloids  gewählt 
werden;    dasselbe    ist    dann   vollständig   bestimmt  und    wird 
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folgendermalsen  gefundeu:  Die  Berühningsebene  in  C  treffe 
die  a-Axe  (in  welcher  die  beiden  Brennpunkte  f^fc  liegen) 
in  dem  Punkte  d,  und  der  Fufspunkt  des  aus  C  aaf  die  a-Aie 
herabgelassenen  Perpendikels  sei  d\  dann  wird  die  Mitte  3 
zwischeu  S  und  &  der  Scheitel  des  gesuchten  Paraboloida  sein, 
und  dieses  ist  nun  vollständig  bestimmt,  indem  wir  die  Ptoi- 
beln  in  den  beiden  üauptebenen  kennen ,  welche  v£  xonr 
gemeinschaftlichen  Scheitel ,  f^  und  fc  zu  Brennpunkten  haben. 

Da  durch  den  Punkt  O  drei  Ebenen  gehen,  die 
drei  Hauptebenen  des  Kegels  S^^^,  so  giebt  es  drei  Para- 
boloide,  welche  der  Forderung  der  Aufgabe  geuQgen.  Von 
diesen  drei  Paraboloiden  kann  nur  eines  ein  hyperbolisches 
sein,  weil  Ton  den  drei  Strahleninvolutionen  in  den  Bbopt- 
ebenen,  deren  Doppelstrahlen  die  Fokalstrahlen  des  Kegels 
A^^  sind,  nur  eine  hyperbolisch  ist  und  die  beiden  andern 
elliptisch  sind.  Die  beiden  Qbrigen  Paraboloide  müssen  daher 
elliptische  sein  und  verschiedenen  Gruppen  angehören,  weil 
wir  oben  bewiesen  haben,  dais  zwei  elliptische  Paraboloide 
derselben  Gruppe  keinen  reellen  Punkt  gemein  haben. 

Wir  haben  hierdurch  folgendes  Resoltat  erlangt: 

Sind  auf  einer  Geraden,  in  welcher  sich  zwei 
zu  einander  rechtwinklige  Ebenen  schneiden,  zwei 
Punkte  U  und  fc  gegeben,  und  beschreibt  man  in 
der  einen  Ebene  eine  Parabel,  welche  fc  zum 
Scheitel  und  f^  zum  Brennpunkt,  in  der  andern 
Ebene  eine  Parabel,  welche  f*  zum  Scheitel  und 
fc  zum  Brennpunkt  hat,  so  giebt  es  eine  Schar  von 
Paraboloiden,  welche  diese  beiden  Parabeln  zu 
Fokalkegelschnitten  haben.  Diese  Schar  kon- 
fokaler Paraboloide  zerfallt  in  drei  Gruppen:  die 
eine  derselben  besteht  aus  hyperbolischen  Para- 
boloiden, deren  Scheitel  zwischen  f*  und  f^  liegen, 
die  andere  aus  elliptischen  Paraboloiden,  deren 
Scheitel  zwischen  f..  und  f^  liegen  (wo  f^  der  unendlich- 
entfernte  Punkt  der  Geraden  f»f.  sei)  und  die  dritte 
Gruppe  aus  elliptischen  Paraboloiden,  deren 
Scheitel  zwischen  f^   und  f»  liegen. 

Durch  einen  willkürlich  gewählten  Punkt  C 
im   Räume   gehen    allemal    drei    reelle    Paraboloide 
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der  konfokalen  Schar,  die  je  einer  der  drei  Gruppen 
angehören,  von  denen  alsoeineseinhyperbolisches, 
die  beiden  andern  elliptische  Paraboloide  der  bei- 
den verschiedenen  Gruppen  sind.  Diese  drei  Para- 
boloide durchschneiden  sichindemPunkteO  recht- 
winklig, d.  h.  ihre  Berührungsebenen  in  O  sind 
drei  zu  einander  normale  Ebenen;  es  sind  dies  die 
drei  Hauptebenen  eines  Kegels,  welcher  von  O  aus 
durch  eine  (oder  die  andere)  der  beiden  Fokal- 
parabeln gelegt  werden  kann.  Dieser  Kegel  hat 
ferner  in  jeder  der  drei  Hauptebenen  durch  O 
eine  Strahleninvolution,  deren  Doppelstrahlen 
die  Fokalstrahlen  des  Kegels  heiTseu;  von  diesen 
drei  Strahleninvolutionen  sind  zwei  elliptisch, 
die  dritte  ist  hyperbolisch.  Die  Doppelstrahlen 
der  hyperbolischen  Strahleninvolution  sind  die 
beiden  Erzeugenden  des  hyperbolischen  Parabo- 
loids,  welche  sich  in  £)  kreuzen.  Die  elliptischen 
Strahleuinvolutionen  vertreten  die  imaginären 
Linienpaare  in  den  Berührungsebeneu  der  bei- 
den elliptischen  Paraboloide,  welche  durch  O 
gehen. 

Da  die  übrigen  Eigenschaften  der  Schar  konfokaler  Pa- 
raboloide in  unveränderter  Weise  Gültigkeit  behalten,  wie 
bei  der  früher  betrachteten  allgemeineren  Schar  konfokaler 
Flachen  F<^y  so  brauchen  wir  dieselben  hier  nicht  zu  wieder- 
holen. 

§  70.    Metrische  Eigenschaften  der  Krümmungslinien  der 

Flächen  2.  O.*) 

Wir  haben  gesehen,  dafs  von  einer  Schar  konfokaler 
Flächen  2.  0.,  welche  dieselben  drei  zu  einander  rechtwink- 
ligen Hauptebenen  und  in  ihnen  dieselben  Fokalkegelschnitte 
haben ;  durch  einen, beliebigen  Punkt  O  des  Baumes  allemal 


*)  Die  nachfolgendeD  EigenBchafben  sind  auf  analytischem  Wege 
von  Heil  ermann  abgeleitet  in  dem  Aufsätze:  über  die  Fokalpunkte 
der  Flächen  zweiten  Grades*',  Crelle-Borchardt's  Journal  f.  r.  u. 
a.  M.  Bd.  56,  S.  346  ff. 
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drei  Flachen  gehen,  nämlich  ein  Ellipsoid  (0),  ein  ein- 
schaliges  Hyperboloid  (I)  und  ein  zweischaliges  Hyperboloid 
(H).  Diese  drei  Flächen  durchschneiden  sich  rechtwinklig, 
d.  h.  die  drei  Berührungsebenen  derselben  im  Punkte  C 
bilden  ein  rechtwinkliges  Dreiflach  und  sind  die  drei  Haapt- 
ebenen  für  jeden  Berdhrungskegel ,  der  von  O  aus  an  irgend 
eine  Fläche  der  konfokalen  Schar  gelegt  werden  kann.  Ffir 
jede  der  drei  l<lächen  (0)  (I)  (II)  selbst  degeneriert  der  Be- 
rührungskegel in  die  Berührungsebene.  Die  Dorchschnitts- 
liuien  einer  Berührungsebene  mit  den  beiden  anderen  sind 
daher  die  Axen  der  Strahleninvolution  in  der  Berührungs- 
ebenen welche  in  dem  Berührungspunkte  O  ihren  Mittelpunkt 
und  zu  Asymptoten  das  auf  der  Fläche  durch  O  gehende 
(reelle  oder  imaginäre)  Linienpaar  hat;  die  Schnittlinie  der 
beiden  anderen  Ebenen  ist  die  Normale  der  ersten  Berühruugs- 
ebene  im  Punkte  O. 

Betrachtet  man  nur  eine  der  drei  Flachen  (0)  (I)  (II), 
so  kann  man  den  Punkt  O  willkürlich  auf  ihr  wählen,  und 
Yon  den  vorigen  drei  Ebenen  wird  eine  die  Berührungs- 
ebene; die  beiden  anderen,  welche  sich  in  der  Normale 
der  Fläche  am  Punkte  D  schneiden ,  heifsen  die  Hanpt- 
normalebenen  und  sind  diejenigen ,  welche  durch  die 
Normale  und  die  beiden  Axen  der  eben  erwähnten  durch 
die  Fläche  selbst  bestimmten  Strahleninvolution  in  der  Be- 
rührungsebene gelegt  werden  können.  Diese  beiden  Axen 
der  Strahleninvolutiou  in  der  Berührungsebene  heifsen  auch 
Haupttange  Uten  in  dem  Punkte  O  der  Fläche. 

Die  beiden  übrigen  durch  O  gehenden  Flächen  der  kon- 
fokalen  Schar  durchschneiden  nun  die  zuerst  angenommene 
Fläche  in  zwei  Raumkurven  4.  0.,  welche  man  Erümmungs- 
linien  der  Fläche  2.  0.  nennt,  und  deren  aus  der  allgemeinen 
Theorie  der  Krümmung  von  Flächen  entspringende  Bedeutung 
hier  nicht  näher  erörtert  werden  soll.  Für  uns  genügt  es 
zu  wissen,  dafs  durch  jeden  beliebigen  Punkt  C  einer  Fläche 
2.  0.  zwei  Krümmungslinien  derselbe^  gehen,  die  sich 
rechtwinklig  durchkreuzen ,  nämlich  die  Durchschnittskurveu 
der  beiden  übrigen  durch  O  zu  der  gegebenen  konfokal  ge- 
legten Flächen.  Die  sämtlichen  Krümmuugslinien  einer  Fläche 
2.  0.  tfür  alle  Punkte  O  derselben)  bilden  also  eine  doppelte 
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Schar  von  Baumkuryen  auf  der  Fläche,  welche  sich  überall 
rechtwinklig  durchschneiden.  Die  Erümmungslinien  einer 
Fläche  2.  0.  besitzen  gewisse  metrische  Eigenschaften  ^  welche 
manche  Analogie  darbieten  mit  den  bekannten  Fokaleigen- 
schaften des  ebenen  Kegelschnitts.  Um  zu  diesen  zu  ge- 
langen;  schicken  wir  einige  elementar-stereometrische  Betrach- 
tangen voraus  und  führen  zunächst  folgende  einfache  Bezeich- 
ntingen  ein: 

Es  seien  tr^r,,  die  drei  zu  einander  rechtwinkligen 
durch  den  Punkt  O  gelegten  Ebenen ;  welche  die  drei  kon- 
fokalen Flächen  der  Schar  (0)  (I)  (II) ,  die  durch  O  gehen, 
in  diesem  Punkte  berühren  /  nämlich 

r    die  Berührungsebene  des  Ellipsoids  (0)  im  Punkte  £), 

T,    ,y  y,  des  einschaligen  Hyperboloids  (I)  im 

Punkte  O, 

Tji  f,  yy  des  zweischaligen  Hyperboloids  (II) 

im  Punkte  D. 

Die  Durchscfanittslinien  dieser  drei  Ebenen  geben  das 
Tripel  der  zu  einander  rechtwinkligen  Strahlen  ss.  s„: 


Ferner  sei  ^i  der  gemeinschaftliche  Mittelpunkt  für  alle 

Flächen  der  konfokalen  Schar;  die  drei  gemeinsamen  Haupt- 

axen  seien  die  Strahlen: 

a  h  c  y 

und  die  drei  sie  paarweise  verbindenden  Hauptebenen: 

[6  c]  =  cf ,     [ca\  =  ßy     [a  fe]  =  y. 

Wir  haben  demnach  zwei  rechtwinklige  Dreikante  und 
gleichzeitig  Dreiflache  mit  den  Mittelpunkten  O  und  3J2,  die 
in  einer  gewissen  Abhängigkeit  von  einander  stehen. 

Bezeichnen  wir  noch  die  Durchbohrungspunkte 
der  Ebene  r  durch  die  Strahlen  ah  c    mit    31  33  (S, 

ahc     „      21, 0,(5,, 
ahc     „      5l„a3n6„, 
5S, Sn    „      aa,  a„, 
S5,  5,,    „      bb,  b,,, 
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endlich  die  Abstände  des  Punktes  O  von  den  Ebenen 

durch 

Pa  JP*  Pc, 
des  Punktes  Wl  von  den  Ebenen 

durch 

P      Pl       PU7 

und  verstehen  wir  zugleich  unter  den  Werten  dieser  sechs 
Strecken  diejenigen^  welche  in  entgegengesetzter  Richtung 
zu  nehmen  sind,  wie  das  von  dem  Punkte  auf  die  Ebeae 
hinabgelassene  Perpendikel ,  dann  lassen  sich  die  Potenswerte 
der  den  drei  Hauptaxen  zugehörigen  Punktinvolutionen  für 
die  drei  konfokalen  Flächen  durch  O  leicht  ausdrQcken. 

Da  die  Berührungsebene  r  im  Punkte  O  am  Eliipsoid 
(0)  der  Hauptaxe  a  desselben  im  Punkte  91  begegnet,  so  ist 
die  Polarebene  des  Punktes  %  in  Bezug  auf  das  Eliipsoid 
die  durch  O  zur  Ebene  a  parallel  gelegte  Ebene,  deren  Ab- 
stand von  Wl  in  dem  bezeichneten  Richtungssinne  j>«  ist; 
folglich  wird  die  Potenz  der  Punktinvolution,  welche  der 
a-Äxe  des  Ellipsoids  zugehört,  und  die  wir  mit  P«  bezeichnen 
wollen,  den  Wert  haben: 

in  gleicher  Weise  erhalten  wir  die   übrigen  Potenzwerte  der 
Punktinvolutionen,  nämlich: 


Pa=Pa-  m  31 

I'a.-pa-m'il, 

P-..=i'.-^{«.i 

p»  =P6  aje» 

P,,-Pö    -m^^t 

A.  =1)»-3H:P„ 

Pe   =Pc   -TOG 

Pc,  =1).    ajfcs, 

Pc„  —  p,    aWG,, 

Diese  Werte  lassen  sich  aber  auch  noch  anders  aus- 
drücken. Da  der  Strahl  a  parallel  dem  Perpendikel  p.  ist, 
und  der  Strahl  s  parallel  dem  i^erpeudikel  jp,  so  wird 

C08(tt,l>)  =  C0S(5,l)a) 

sem,  woraus  folgt: 

,  äRÄ  "^   Ca"  ' 

oder 

wir  haben  in  gleicher  Weise  die  Werte: 


■Po,.  —Pn 

•Oa„ 

A.  =^1. 

•Ob,, 

■Pc..    =1>|| 

•Oc„ 
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P«=i)-Oa  '  P«,  =l?i  -Oa, 
Pt^P'Oh  j  Pft.  =p,  -Ob, 
Pc=i?-Oc    .    Pc.  =l>i    Oc, 

Zwischen  diesen  Werten  bestehen,  da  die  drei  Flächen, 
das  Ellipsoid,  das  einschalige  und  das  zweischalige  Hyper- 
boloid, konfokal  sind,  d.  h.  dieselben  FokalkegelschDitte  in 
den  Hauptebenen  oder  dieselben  Brennpunkte  der  Haupt- 
schnitte haben,  die  Bedingungen: 

X  ft  J^e  ^  -t^bi  J^Ci  =  P&a  —  -^c,,  i 

die  sich  auch  so  schreiben  lassen: 

P«  —  Pa^  =  P*  —  Pft,  ■=  P« : —  Püi> 

-t  a,  Pa4i=  -^61  J^bn  =  Ppi  Pc*,  > 

Die  drei  zu  einander  rechtwinkligen'  Ebenen  r  r^  r,, 
schneiden  aus  einer  der  drei  übrigen ,  z.  B.  der  Ebene  a,  ein 
Dreiseit  heraus,  dessen  Ecken  a  aj  a^i  sind.  In  dem  Tetraeder 
Oaataii  ist  jedes  Paar  Gegenkauten  ein  Paar  rechtwinklig 
zu  einander  gerichteter  Strahlen;  um  den  Neigungswinkel 
zwischen  den  Ebenen  r  und  a  zu  bestimmen,  können  wir 
uns  eine  Ebene  durch  s  normal  zur  Gegenkante  |aia]]|  gelegt 
denken;  diese  schneidet  die  Ebene  a  in  dem  Perpendikel  h, 
welches  aus  der  Ecke  a  auf  die  gegenüberliegende  Seite  |a|  an  | 
des  Dreiecks  a  a,  a,,  herabgelassen  wird  und  die  Ebene  t  in 
dem  Perpendikel,  welches  aus  O  auf  die  Gerade  laiiinl 
herabgelassen  wird;  das  letztere  Perpendikel  läfst  sich  so 
ausdrücken: 

aia,t       ' 
und  wir  erhalten  daher: 

Andererseits  schneidet  die  Ebene  r  die  Normale  a  der  Ebene 
ff  im  Punkte  %y  und  wenn  wir  aus  ^  das  Perpendikel  n  auf 
die  Schnittlinie  |ra|  =>  |aia,i|  herablassen,  so  ist: 

;r.tg(T,a)  =  3Ä3l, 
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also  haben  wir 

,j^^.Oa.O«..Oa..   _^    p^. 

Das  Produkt  Ca  .  Ca,  .  Ca,,  ist  der  sechsfache  Inbth  des 
Tetraeders  Caa,a„;  derselbe  ist,  wenn  wir  mit  zl  dieFBehe 
des  Dreiecks  aa,a„  bezeichen,  auch  ^=2d  .p^j  also 

Ca  .  Ca, .  Ca,,  =  2zl  .p«, 
undy  wenn  wir  mit  h  die  ans  der  Scke  a  anf  die  Gegoueiie 
a,ai,     herabgelassene  Hohe  des  Dreiecks  aa,  a,,  bezeichnefi, 

so  ist: 

a,a„  .  h  =s  2^'j 

hieraus  folgt  die  Beziehung: 

Äa.pa=  x-Ca». 
Bezeichnen  wir  weiter  durch 

die  drei  Perpendikel,  welche  aus  ÜR  auf  die  Seiten  des  Üreiecb 
aa,  a,,  herabgelassen  werden  und  durch 

die  drei  Hohen  des  Dreiecks  aaiai,^  so  folgen  ans  den  drei 
Gleichungen: 

ji.   isa    =  l-    Ca^ 

P.Äa.    =-^.Ca,^ 

U.-Ä*M  =  J;     Ca,« 

verschiedene  bemerkenswerte  Beziehungen;  zunächst  durch 
Multiplikation,  neil 

s»   ••  -    -^    »••   •   ^  **|  I   '~~'  ■" -^  •  x^J 

und  ujkch  bek;uinteu  elementaren  Sätzen: 

ist.  wo  r  den  Radius  des  dem  Dreieck  aa, a,,  umschriebenen 
Krvise*  bedeutet: 

I  |t.  .i\*     Ä»,     iXij,  =2r.:r:r,:r„, 

ein  Resultat,  welches  sich  auch  unabhängig  Ton  uuf^rti 
l  nicT^uchunc  ^  eleruentdkrer  stere^^metriicher  Satz  aussprechen 
läist: 
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Wenn  drei  durch  einen  Punkt  D  gehende  zu 
einander  rechtwinklige  Ebenen  r  r^  r^^  aus  einer 
beliebigen  Ebene  a  ein  Dreiseit  ausschneiden, 
dessen  Ecken  aaiau  seien,  und  in  einem  beliebigen 
Punkte  SBt  der  Ebene  a  auf  derselben  die  Normale 
a  errichtet  wird,  welche  von  den  Ebenen  r  t^  Tjj 
in  den  Punkten  91  ^|  %^^  getroffen  wird;  wenn 
ferner  r  der  Radius  des  dem  Dreieck  aaiaj]  um- 
schriebenen Kreises  und  nn^n^^  die  drei  aus  ^  auf 
die  Seiten  des  Dreiecks  a  a,  Qu  herabgelassenen 
Perpendikel  sind,  pa  das  aus  O  auf  die  Ebene  a 
herabgelassene  Perpendikel  bedeutet,  so  gilt  die 
obige  Beziehung  (I): 

Pa  .  9J191 .  3)t9l,  .  9J191,,  =  2r  .  nn^  n^^ . 
Zweitens  erhalten  wir  durch  Addition   der  vorigen  drei  Glei- 
chungen : 

Diese  Beziehung  läfst  eine  einfachere  Gestalt  zu,  wenn  wir 
aus  O  das  Perpendikel  pa  =  O^  auf  die  Ebene  a  herablassen, 
dessen  Fufspunkt  $  sei;  dann  haben  wir  nämlich: 

und  ferner  in  der  Ebene  a: 

$a«   ^^W+ma*   —  2.$a«.a)ea  .cos(|J&3Ä|,|^a|) 
$a,*  =  ^m^  +  ma,^  -  2  .  Qm  .  5)Ja,  .  cos(|J&^i|,  |^a,|) 
Spa^l  =  ^m^  +  ^la,\  -2.:om.  ma^^.  cos  {\^mu  i^UiJ). 

Subs^tuieren  wir  diese  Werte  in  die  obige  Relation  und  be- 
rücksichtigen die  bekannten  elementaren  Beziehungen: 

*  -r  A,  "T  h„ 

^  Wa  .  cos(|>JKa!,  I^i©l)  +  x  ^^"«  •  cps(Pa,i,  \m^\) 

+  ^"^U„  •  co8(;üJ{a„|,  |ü){$|)  =  0 
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JPa*)  (vgl.  S.  556), 


*)  Wenn  man  in  der  Ebene  ein  Dreieck  a  ai  an  nnd  einen  beliebi- 
gen Punkt  Tl  bat  und  die  Perpendikel  aus  SR  aaf  die  Seiten  des  Dm- 


Flf.  45. 

ecks  a  tti  att  darcb  «rxiXn«  die  mit  diesen  parallelen  Höben  dorch 
hhihn  bezeichnet  (Fig.  45),  wenn  man  femer  die  drei  Strahlen  i!Ra-, 
iSD^ail,  l^am  sieht,  und  \Jka\  die  Gegenseite  lataiil  in  e  trifft,  loiit: 


9  Ol 


All 


und  es  folgt  durch  Addition: 

1) 


ae 

ja« 


ae 
a^R 


ae 


l  —  — 
h   ' 


—   4-  -^  4- 
Ä    ^    Ä,    ^ 


\% 


K 


1. 


Ziehen  wir  durch  e  eine  Parallele  eetti  zu    a|3R 
Strahle    3IKa,i'  begegne,  so  ist 

e^ii            ean  «I        a6 

a,W   "   a,a,i  ""  A,  *   aÄ    * 


welche  in  «h  des 


also: 


•"•-^'"•'•T^' 


und  liehen  wir  femer  durch  e  und  «„  Parallele  xu    iRanI  und   !Sa 
die  sich  in  «,  treffen,  so  wird  3Re|,  «  «^ ,  also 

Äa„  ™   a,a,i    ""  X,;      aÄ  ' 

worau«  tolgt: 
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wo   Pa«   die  Potenz  des  Punktes  'S)}  in  Bezug  auf  den  dem 
Dreieck   aajan   umschriebenen  Kreis  bedeutet,  so  folgt,  weil 


endlich  ist   d|dfi  =  ^Wl  =    ,     •  «a,  oder 

«    -  ^      an  Ä^ 


Die  drei  Seiten  des  Dreiecks  9  d|  du  haben  also  folgende  Werte  .- 

W      ,«w»  od  7Ct     ««_  Qfi 


All  a33l    * 

wenn  man  die  Seiten  des  Dreiecks ,  in  bestimmtem  Sinne  herum  durch- 
laufen, auf  irgend  eine  gerade  Linie  g  projiziert,  so  ist  bekanntlich 
die  algebraische  Summe  der  Projektionen  gleich  Null,  und  da  die  Rich- 
tungen der  Seiten  |di@ii|,  !diid,f  jd^il  dieselben  sind,  wie  diejenigen 
der  Strahlen    m<x\.  |ÜWa,|,  |3Ka„|,  so  folgt: 

II  ma  .  cos(|3Wa|,  9)  +  |^  ÜWa, .  cos  (|gWa,|,  g) 
J 
+  ^ajia„.cos(|3Waii|,^;  =•  0. 
I  A|i 

Drittens  gilt  in  dem  Dreieck  ai  ^  Om  dessen  Grundlinie  aiOn  den 
Punkt  0  enthält,  die  bekannte  Relation: 

^•-.9JiaJ  +  -^-^-     mal  ==ÜK^'  -«a,  .«an, 

öl  öl!  Ölltti 

also  nach  dem  Obigen: 

ma    ^o       .         ,  ma 


X-  3^«J  +  ^"  3JtaJi  «    ^  ÜK«^  -  0ai  .  «an  . 
Ai  hu  «a  I         11 


«a 
h  a^    '  h  a« 


and  da  -j-  = ,   also     .—  Tla    = ist,  so  folgt: 


~  ma^+  -^  ma]+'^^'  maU  -  aWa  .  «ÜJe  -  3Jla  .  «^-«^. 
A  A,  '        A„         ''  «a 

Denken  wir  uns  nun  um  das  Dreieck  a  ai  an  einen  Kreis  gelegt,  und 
achneidet  \ma\  denselben  zum  andern  Male  in  a',  so  ist  die  Potenz 
des  Punktes  «  in  Bezug  auf  den  umschriebenen  Kreis: 

«ai .  «Oll  ="  «a  .  «a  ^ 
folglich : 

^  3Wa^  +  ^  aWaf  +  -^  ma]t ÜÄa  .  ma\ 

n  /»i  All 

d.  h.  gleich  der  negativen  Potenz  des  Punktes  m  in  Bezug  auf  den 
dem  Dreieck  a  ai  an  umschriebenen  Kreis,  also 

BomOTBS,  TheoT.  d.  Oberfl.  S.  Ordn.  43 


674     S  70.  Metr.  EigenschaAeii  d.  KrGmmnngBliiiiaii  d.  Flicfaen  2.  0. 
ist,  die  zweite  Beziehung: 

(II)        i>aC:»{«+g)j«,+3)t3i„)  =  cüK^  -  Pf,, 

welche  sich    als   elementarer   stereometrischer   Satz   so   aus- 
sprechen läTst: 

Wenn  drei  durch  einen  Punkt  O  gehende  zq 
einander*  rechtwinklige  Ebenen  r  r,  r|,  aus  einer 
beliebigen  Ebene  u  ein  Dreiseit  ausschneiden, 
dessen  Ecken  aa,a,|  seien^  und  in  einem  beliebigen 
Punkte  1^1  der  Ebene  a  auf  derselben  die  Normale 
a  errichtet  wird,  welche  von  den  Ebenen  rr,r,|  in 
den  Punkten  31  91,  91,,  getroffen  wird;  wenn  ferner 
Pgi  die  Potenz  des  Punktes  ^i  in  Bezug  auf  den  dem 
Dreieck  aa,a,,  umschriebenen  Kreis  und  p«  das  aus 
C  auf  die  Ebene  a  herabgelassene  Perpendikel  be- 
deutet, so  gilt  die  obige  Beziehung  ^11): 

Va  rlV9l  +  ^K«,  +  1K91„)  =  riK'  -  P«. 
Von  den  mannigfachen  metrischen  Beziehungen,  welche  sich 
aus   dem    Obigen    ergeben,    wollen    wir    nur  noch  folgende 
hervorheben : 

Aus  den  Gleichungen: 

i>..iK9l.  =  ;;    Ca,-* 

i>..*{A,.=  J;  CaJ 

folgt  durch  Addition,   weil    T  +   I'    +   T"   =  *    ist,    nach 
dem  Obigen  (S.  1^59): 

P         I         Pl         I        i*!.       ^^  I 

eine  Beziehung,  welche  sich  ebenfalls  leicht  in  Worte  kleiden 
lafst : 

Wenn  drei  durch  einen  Punkt  C  gehende  zu 
einander  rechtwinklige  Ebenen  r  t,  r,,  aus  einer 
beliebigenEbene  a  ein  Dreiseit  ausschneiden^dessen 
Ecken  aa,a,,  seien,  und  aus  einem  beliebigen  Punkte 
IV    der    Ebene    a    auf   die    drei    Ebenen    t  r,  t,,   Jie 
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Perpendikel  pp^Pi]  herabgelassen  werden,  deren 
Strecken  in  entgegengesetztem  Kichtungsinne  ge- 
nommen werden,  so  gilt  die  Beziehung: 


Pi 


Oai 


+ 


JPii 


=  1 


(welche  bekanntlich  in  der  analytischen  Geometrie  die  Glei- 
chung der  £beDe  im  rechtwinkligen  Koordinatensysteme  liefert). 
Bemerken  wir  ferner,  dafs  das  aus  "^Si  auf  die  Ebene  r 
herabgelassene  Perpendikel  p  sich  so  ausdrücken  läist: 

1?  «=  2){3l .  cos  {p,  a) 
p  =  s)j{5)  .cos(jp,6) 

p  =  IKK  •  cos  (p,  c), 

und   dafs  bekanntlich  wegen  der  Rechtwinkligkeit   der  drei 
Strahlen  ab  c  unter  einander 

cos^  (p,  a)  +  cos^  (JP»  ^)  +  cos^  {p,  c)  =  1 

ist  (S.  383),  so  folgt: 

1 

•um« 

1 

1 


1 

I 

i 


!ue?i,2^ 


+ 
+ 
+ 


1 


1 

1 


+ 
+ 
+ 


1 


=  — ^  und  analog 


P' 
1 

i 

Pi\ 


In  gleicher  Weise  gelten  die  Beziehungen: 


i 

1 

Ob» 

1 

Oc* 


+ 
+ 
+ 


+ 


Oa,^ 


1 

1 

Ob,» 

1 

Oc,«     •     Oc, 


1 


^  Ob,2, 


i>2 
1 

1 


Wir  kehren  nach  diesen  vorbereitenden  Ermittelungen  zu 
der  Betrachtung  der  drei  in  O  sich  durchkreuzenden  kon- 
fokalen Flächen  zurück^  welche  die  drei  in  IK  sich  durch- 
kreuzenden Strahlen  a  b  c  zu  liauptaxen  und  die  drei  sie 
paarweise  verbindenden  Ebenen  a  ß  y  zu  Hauptebenen  haben. 
Alle  Flachen  der  konfokalen  Schar  haben  in  den  drei  Haupt- 
ebenen dieselben  Fokalkegelschnitte;  diese  haben  ebenfalls  ^JJt 
zum  Mittelpunkt  und  zu  Potenzen  der  Punktinvolutionen  auf 
ihren  Hauptaxen,  wie  wir  früher  gefunden  haben,  die  Werte: 

43* 
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a  «=  [&c>£beiie:  ,  ß  =  [ra]-Ebene:  y  «=  [a&]-EbeDe: 
fr-Axe:  P*  —  Pa  cAxe:  Pc  —  P^  a-Axe:  P.  -  P^ 
c-Axe:     Pc  -  Pa    '   a-Aie:     Pa—  P^  !  6-Axe:     P*  -  P , 

welche  Werte  ongeaudert  bleiben,  wenn  wir  an  Stelle  tod 
Pa  P,  Pc  setzen  P,.  P^  P..  oder  P...  P,..  P,., . 

Wir  haben  aber  aoch  frflher  gesehen,  dafs  die  drei  Be- 
rQhmngsebeneii    t  r.  Tu    im    Pankte    O    an    den    drei    kon- 
fokalen   Flächen  auf  der  Haaptebene  a  ein   Dreieck  aa,a,, 
ansschneiden,  welches  ein  Polardreieck  sein  mufs  für  den  in 
der  Ebene   a  enthaltenen    (reellen    oder    imaginären)   Fokal- 
kegelschnitt.   Durch  ein  Polardreieck  aa,  a,|  nnd  den  Mittel- 
punkt 'iDi  ist  ein   ebenes  Polarsjstem    Tollständig  bestimmt 
und   wir  kennen   (Th.  d.  K.  S.  219)    Yon   den   Potenzwerteo 
der  PanktiuYolutionen  auf  den  Hauptaxeu 

die  Summe    =s  P^ 
und  das  Produkt    =2rxx^x^^f 

wo  P«  die  Potenz  des  Punktes  1>{  in  Bezug  auf  den  dem 
Polardreieck  aa,  a,,  umschriebenen  Kreis,  dessen  Radios  r 
ist,  und  3r3r,ar,|  die  drei  Perpendikel  aus  Ü)!  auf  die  Seiten 
des  Polardreiecks  aa,a,|   bedeuten. 

Benutzen  wir  also  diese  bekannten  Beziehungen,  so  ge- 
stalten sich  die  oben  gefundenen  Resultate  (l)  und  (II)  folgen- 
derma  Isen  : 

(!)  Pa  .  11J51  .  11{  Jl,   .  ll^il,,   =  (P— Pa)  (Pr-Pj 

(ir)i>,{K«  +  il{A,4-il{:Jl,,}=ClK'-iP*-Pj-(P,-P, 

Betrachten  wir  Ton  diesen  beiden  Resultaten  zunächst  das 
erste  und  seine  beiden  analogen,  so  können  wir  sie,  durch 
Potenzwerte  ausgedrückt,  so  schreiben: 


(III; 


Pa  .  Po.  .  P.„  =  ;>!  (P*  -Pa)(P.-P.) 
P,   .  P».      P^,    =  pUP,  -  P»>  (P.  -  P») 

P.  .  P,  .  P.„  =fi:.(Po-  R)  (.P*-P..); 


wenn  wir  aber  die  Potenzwerte  durch  die  auf  S.  66S  u.  66!^  ge- 
fandenen  Ausdrücke  ersetzen,  so  erhalten  wir  die  Beziehnn(;eo: 
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ipa.m^.m'äi  .TO3l„  =i)^ab.ac 

(nr)        Pft . ^33 .  m'£, .  m^,^  =p^  bc .  ba 

\pc  .  3R6  .  TO6,  .  m(S.n  =p^ .  ca  .  cb. 
Die  erste  dieser  drei  üleichungeu  läfst  sich  so  schreiben: 

gestalten  wir  in  ähnlicher  Weise  die  beic^en  andern  Glei- 
chungen um,  addieren  alle  drei  und  bemerken,  dais 

_?!_+  _J?!_  +  ^•-   =1 

ist,  so  erhalten  wir,  wenn  wir  links  die  Multiplikation  aus- 
führen und  die  obigen  Beziehungen  benutzen: 

^  }  ah .ac     '     bc . ba     '     ca  .  cb  f 

*  ^  ^        *   '  "'^Jab.ac     •'     bc.ba     '     co .  cb  ( 

*^^a-  p  JOa.ab.ac     '     Ob. beb»     '     Occa.cbf 

Nun  liegen  aber  die  vier  Punkte  O  a  b  c  auf  einer  Geraden 
5,  und  es  gelten  für  vier  beliebige  Punkte  O  a  b  c  einer  Ge- 
raden die  identischen  Beziehungen: 

Oa        ,        Ob        ,        Oc  ci 


ab  .  ac     '     bc .  ba     '     ca  .  cb 


ab  .  ac     '     bc .  ba     '     ca  .  cb 

\ + i + ' =    _  y  _  __  •). 

Oa. ab. oc     '     Ob. bc.ba     '     Oc.ca.cb  Oa.Ob.Oc    ^' 


*)  Die  beiden  ersten  identischen  Relationen  sind  in  Th.  d.  K.  (S.  4 
und  5)  angegeben;  die  letztere  folgt  aus  der  dort  abgeleiteten  Relation: 

Oa'        .        Ob^    j Oc^  ^   j 

ah  .  oc  bc . ba  co . cb    ^^      ' 

wenn  wir  die  beideu  Beziehungen  — ,-  =  1  -4-    t    und  —  «=  l  H 

ob  ob  ac  oc 

mit  einander  multiplizieren,  die  beiden  analogen  hinzufügen  und  ad- 
liieren:  Ob .  Oc      ,      Oc.Oa_    ,      Oo.Ob 

ob  .  oc  bc .  ha  ca  .  cb 
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demgemäfs  erhalten  wir  die  Beziehungen: 

p    .Oa    .Ob    .Oc    =p!.?[5(,    .a«,,   und  ebenso 
(IV)  \  pi  .  Oa,  .bb,  .  Oc,  =pl.  «,a„  .  31,31 

Pw  O^ii-  Ob,, .  Ocn  =  i>«.  3t„3l  .  ?l„3(, 

oder,   wenn  wir  wiederum   die   Poienzwerte   der   Punktinfo- 
lutionen  zurücksubstituieren  : 

Pa     .    Pö         Pc     ^p'   (Pa    -Po.)  {Pa    "  Pa.:i 
(IV)  Pa,    .  P,.     .   Pc.    =  P\    {Pa.   -Pa,)  (Pa.   « P.  ) 


2 


-tfla   •   Pbu  •   Pf»  Pll  \P«u  P»   )  \P«ii         Pii  )  • 


Betrachten    wir    an  zweiter   Stelle    die   Beziehung   (!!'),  ^ 
können  wir  dieselbe  und  ihre  beiden  analogen  also  schreiben: 

Pa  +  Pa,  +  P«.=  OTO'  +  iPa-P.)  +  {Pa^Pc^ 

(V)        P,  +  P,,  +  P,„=  01Ti2  -I-  (P,-P,)  +  (P,^P,) 

Pe  +   Pc,    +  Pc..=  0?K-*    +  (Pc  -  Pa)  +  (Pc-P.); 

aus  der  ersten  derselben  folgt: 

Pa,  +   P«a  =  ^O'  +  Pa  -  P*  -   P«  , 

also 

Pa+   P,+   Pc  =  mO^  +  (Pa~  Pa.)   +  (Pa  -  P..} 

woraus  die  drei  den  vorigen  (V)  entsprechenden  Beziehungen 
hervorgehen : 

Pa     +P,     +  Pe  =^JiO'+(P.    -    P«.)     +  {Pa    -  PJ 
(VI)i  P,^  +   P,.    +   p^^_l)eC'.>  +  (p^^   _   p^J    +  (P^^  _   p.» 

IP«..+  A.+Pc..=  ^0'+(P«..  -  Pa)     +  (P...-  P,> 

Die  Beziehungen  (III)  (IV)  (V)  (VI)  lassen  eine  gewisse 
Reziprozität  erkennen,  wonach  die  Ebenen  t  t,  t,,  mit  den 
Ebenen  a  ß  y  vertauschbar  sind,  und  die  sich  in  folgendem 
Satze  aussprechen  lälst: 

Wenn  drei  durch  einen  Punkt  O  gehende  zu 
einander  rechtwinklige  Ebenen  t  t,  t,,  aus  einer 
beliebigen  Ebene  a  ein  Dreiseit  ausschneiden, 
dessen  Ecken  a  <ii  ci^i  seien,  und  in  einem  beliebigen 
Punkte  IK  der  Ebene  a  auf  derselben  die  Xormale 
(i  errichtet   wird;   wenn   man  ferner  in  der  Ebene« 
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<}en  JPunkt  ^  als  den  Mittelpunkt  und  das  Dreieck 
a  a|  a||  als  ein  Polardreieck  eines  ebenen  Polar- 
systems auffafst,  welches  dadurch  gerade  bestimmt 
wird,  und  dessen  Axen  durch  den  Mittelpunkt  W 
die  Geraden  b  und  c  seien,  dann   werden   die  drei 

Ebenen: 

[bc]  =  a      [ca]  =  ß     [ab]  =  y 

zu  den  drei  ursprünglichen  Ebenen  r  r^  t^^  eine 
solche  eigentümliche  Lage  haben,  dafs  von  diesen 
sechs  Ebenen  jede  durch  die  fünf  übrigen  in  einem 
Paar  Hauptaxen  und  einem  Polardreiseit  eines 
ebenen  Polarsystems  durchschnitten  wird. 

Die  in  dem  Vorstehenden  abgeleiteten  metrischen  Be- 
ziehungen, deren  Anzahl  sich  noch  yermehren  läfst,  gestatten 
eine  mehrseitige  geometrische  Interpretation,  die  zu  Eigen- 
schaften der  Erümmungslinien  der  Flächen  2.  0.  führt. 

Betrachten  wir  z.  B.  die  Beziehung  (!')  und  dividieren 
dieselbe  durch  pa  .  W%  =  Pa,  so  folgt: 


Halten  wir  jetzt  das  Ellipsoid,  für  welches  Pa  Pb  P^ 
die  Potenzen  der  Punktinvolutionen  auf  den  drei  Hauptaxen 
sind,  fest  und  verändern  den  Punkt  O  willkürlich  auf  dem 
Ellipsoid,  so  ändern  sich  die  jedesmaligen  beiden  Haupt- 
normalebenen r,  r,,  (S.  666)  des  Punktes  O,  also  mit  ihnen 
auch  die  {Schnittpunkte  derselben  mit  der  a-Axe,  aber  das 
Rechteck  m%  .  TO?lj,  bleibt  konstant;  folglich  sind  ?l,  und 
91 II  Punktepaare  einer  Punktinvolution  auf  der  a-Axe,  deren 
Mittelpunkt  ^l  ist,  und  wir  erhalten  den  Satz: 

Wenn  man  in  jedem  Punkte  eines  Ellipsoids 
(einer  Mittelpunktsfläche  2.  0.)  die  beiden  Haupt- 
normalebenen konstruiert,  so  treffen  dieselben 
jede  der  drei  Hauptaxen  in  Punktepaaren  einer 
Punktinvolution,  deren  Mittelpunkt  der  Mittel- 
punkt des  Ellipsoids  ist. 

Dasselbe  gilt  in  gleicher  Weise  für  das  einschalige  und 
zweischalige  Hyperboloid,  wie  wir  sofort  erkennen,  wenn  wir 
die  vorige  Beziehung  so  schreiben: 
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und 

Diese  neuen  PunktinTolationen  auf  den  drei  Haoptaieii 
der  Fläche  2.  O.  werden  hyperbolisch  oder  ellipti^h  sein, 
je  nachdem  ihre  Potenzen  positive  oder  negative  Werte  haben; 
es  besteht  aber  eine  Beziehung  zuischen  solchen  drei  Potenz- 
werten, aus  welcher  wir  sofort  einen  Schluls  auf  ihren  hyper- 
bolischen oder  elliptischen  Charakter  ziehen  konneu.  ErsetEen 
wir  nämlich  die  Werte  1\^  P*,  F:  durch  die  ihnen  gleichen 
ji.Ca,  p-Cb,  i>.Cc-  so  folgt  nach  (Hl'»: 

1  J_        Ca 

i.jR^ii     ^~    p        ab  .  jc 

i  I        et 


l  I  Cc 


5?^*,  .?V<?:t  p         ci.fb 

und  Termöge  der  obigen  Identität: 

ab . ac      *      bc . ba      '      ca . cb 
ergiebt  sich: 

l .  1  .  1  ^  A 

EUeraus  folin.  dafs  die  drei  Potenzwerte  der  neuen  Punk^ 
iuToIuti  neu  auf  den  dr^i  Haoptaxen  weder  alle  drei  hyper- 
bolisch, luxh  dUe  drei  eläptisch.  sondern  notwendig  ent- 
weiier  z^ei  h^ri^rl^ch^ch  uad  eine  elliptisch,  oder  zwei  elliptisdi 
und  eine  hyperbolisch  sein  müssen.  Dies  gilt  sowohl  ftr 
das  Eihpsoid.  aI>  auch  für  das  ein-  und  zweischalige  Hyper- 
boloid; welcher  TOD  den  l'«eiden  übrigbleil^nden  Fallen  nun 
aber  wirkiuh  \^i  jeder  dieser  drti  Fischen  eintritt«  können 
wir  geradezu  erniittem  aus  den  Potenzen  der  den  Flächen 
selbst  zu^hOrigen  InToIuUonen  auf  den  Uauptaxen. 
l     Für  das  Ellip?oid  h^lw^n  wir: 

P,  >  «^    P.  >  ••.    P:  ->  ••   und  nehmen   an    P.  >  P*  >  Pr, 

dann    wervien  die  Wene  der  Potenzen  der  neuen  PunktioTO- 

lutxonen : 
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auf  der  a-Axe:  — p-- - 

positiv,  also  die  Involution  hyperbolisch,  • 

auf  der  i-Axe:  (^^W^^lZZ^ 
negativ,  also  die  Involution  elliptisch, 

aut  der  c-Axe:        p- — 

positiv,  also  die  Involution  hyperbolisch. 

Auf  der  gröisten  und  kleinsten  Axe  des  Ellipsoids  sind 
daher  die  neuen  Punktinvolutionen  hyperbolisch,  auf  der 
mittleren  elliptisch. 

2)  Für  das  einschalige  Hyperboloid  haben  wir: 

Pa,  >  0,  Ft,  >  0,  Pc,  <  0  und  nehmen  an  P«,  >  Pt, , 

dann  werden  die  Werte  der  Potenzen  der  neuen  Punktinvo- 
lutionen : 

auf  der  a,-Axe:  .(^*'-~  ^«.H^c^rZ«.) 

Ol 

positiv,  also  die  Involution  hyperbolisch, 

auf  der  t.-Axe:  i^^^hlj^J^Zlhl 
negativ,  also  die  Involution  elliptisch, 

auf  der  c,-Axe:    ^^^'  ~  ^''  ^J"^''  "  ^''  ■* 

negativ,  also  die  Involution  elliptisch. 

Auf  der  gröiseren  der  beiden  reellen  üauptaxen  des  ein- 
schaligen Hyperboloids  sind  daher  die  neuen  Punktinvolu- 
tionen hyperbolisch,  auf  den  beiden  andern  Hauptaxen  ellip- 
tisch. 

3)  Für  das  zweischalige  Hyperboloid  haben   wir: 

Pa..>^,  P6a<0,  Pc..<0  und  nehmen  an  (-P,J<(-PJ, 

dann  werden  die  Werte  der  Potenzen  der  neuen  Punktinvo- 
lutiouen : 

auf  der  a^-Axe :  ^  ^^'"  ~  ^^->  j-(^gü^-^"-") 

«11 

positiv,   also  die  Involution  hyperbolisch, 
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auf  der  6||-Axe: 


P. 


positiv y  also  die  Involution  hyperbolisch, 

auf  der  c,i-Axe:  i^^—^^^-^^hiZ.^ 

negativ,  also  die  Involution  elliptisch. 

Auf  der  reellen  Hauptaxe  und  auf  derjenig^i  der  beiden 
imaginären  Haupiaxeo^  deren  absoluter  Potenzwert  der  klei-  , 
nere  ist,   sind   daher  die   neuen  Punktinvolutionen   hyperbo- 
lisch, auf  der  dritten  elliptisch. 

Wir  nennen  die  Asymptotenpunkte  (Doppelpunkte)  der 
neuen  Punktinvolutionen,  mögen  dieselben  hyperbolisch  oder 
elliptisch  sein,  die  Fokalpuukte  der  Fläche  2.  0.,  and 
haben  demnach  folgendes  Ergebnis: 

Sowohl  das  Ellipsoid,  als  auch  das  zweiscba- 
lige  Hyperboloid  haben  vier  reelle  und  zwei  ima- 
ginäre, das  einschalige  Hyperboloid  zwei  reelle 
und  vier  imaginäre  Fokalpunkte  auf  den  Haupt- 
axen. 

Die  reellen  Fokalpuukte  bei  den  nicht-geradlinigen  Fli- 
ehen 2.  0.  lassen  eine  sehr  einfache  Konstruktion  zu,  wenn 
wir  Folgendes  bemerken: 

Die  Berührungsebene  in  einem  Punkte  einer  Fläche 
2.  0.  enthält,  wie  wir  wissen,  immer  eine  Strahleninvolution, 
deren  Mittelpunkt  der  Berührungspunkt  ist,  und  deren  Üoppel- 
strahlen  das  (reelle  oder  imaginäre)  Linienpaar  bildet,  iu 
welchem  die  Berührungsebene  die  Fläche  schneidet;  die  inuner 
reellen  Hauptaxen  dieser  Strahleninvolution  sind  die  Haupt- 
tangenten  in  dem  Berührungspunkte,  und  die  durch  die8elbfn 
und  die  Normale  der  Fläche  gelegten  Ebenen  die  Haupt- 
normalebenen. Durch  jeden  Punkt  der  Fläche  gehen  also 
im  allgemeinen  zwei  zu  einander  rechtwinklige  Uauptnormal- 
ebenen.  Es  giebt  aber  besondere  Punkte  bei  den  nicht  gerad- 
linigen Flächen  2.  O.,  die  wir  Kreispunkte  genannt  haben, 
für  welche  die  vorige  Strahleninvolution  eine  oriht^go- 
nale  wird;  ein  Kreispunkt  hat  also  nicht  blofs  ein  einzig« 
Paar  Hauptnormalebenen,  sondern  unendlich- viele  Paare, 
welche  eine  orthogonale  Ebeneninvolution  bilden,  deren  Aie 
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die  Normale  der  Fläche  im  Kreispuokte  ist.  Die  vier  Kreis- 
punkte einer  Fläche  2.  0.  liegen,  wie  wir  wissen,  in  einer 
der  drei  Hauptebenen,  in  welcher  mithin  auch  ihre  Normalen 
liegen;  da  nun  jedes  Paar  Hauptnormalebenen  die  drei  Haupt- 
axen  der  Fläche  in  einem  Paar  konjugierter  Punkte  der 
neuen  Puuktinvolution  schneiden,  so  ergiebt  sich  folgendes 
Resultat : 

Die  Normalen  in  den  Kreispunkten  einer 
Fläche  2.  0.  bilden  ein  Parallelogramm,  dessen 
Ecken  die  rellen  Fokalpunkte  der  Fläche  sind. 
Die  orthogonale  Ebeneninvolution,  welche  durch 
die  Normale  eines  Kreispunktes  als.  Axe  gelegt 
werden  kann,  schneidet  auf  derjenigen  (dritten) 
Hauptaxe  der  Fläche  2.  0.,  welche  von  dieser  Nor- 
male nicht  getroffen  wird,  eine  elliptische  Punkt- 
involution aus,  welche  die  beiden  übrigen  imagi- 
nären Fokalpunkte  der  Fläche  vertritt. 

Nehmen  wir  nun  irgend  ein  Paar  reeller  Fokalpunkte 
einer  der  drei  Flächen  heraus,  z.  B.  für  das  Ellipsoid  die 
reellen  Fokalpunkte  auf  der  a-Axe: 

\a       und    fa, 

d.  h.  die  Asymptotenpunkte  der  hyperbolischen  Punktin vo- 
lutipn  auf  der  a-Axe,  deren  Potenz  den  Wert  hat: 


a 


so  geben  die  oben  gefundenen   Beziehungen  (IV)  u.  a.   fol- 
gende Gleichung: 

aus  dieser  folgt: 


P  P     — P      ' 


oder  nach  den  früher  ermittelten  Ausdrücken  der  Potenzwerte : 


Pa    -Pn 


Es  ist  aber: 
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Pa 

C 
und 


^  ^    —  siu  (5j ,  a)  =  cos  (r, ,  a) 


P^'^c. 


also  erhalten  wir: 

(^?2(J-  ITJf^) .  co82(a,  r,)=/^'l^'  ; 

die  linke  Seite  zerfallt  aber  in  das  Produkt: 

oder 

oder 

fa2t,  .  f;2C,  co8«(a,  r,), 

also  wird  die  letzte  Gleichung: 

fa2l|  .  cos  (a,  T,)  .  f;2l,  .  cos  (a,  r,)  =  p^:zrp~ 

Links  steht  das  Produkt  der  Perpendikel  aus  den  Fokal- 
punkten fa  und  fa  auf  die  Hauptnormalebene  r, ;  verändern 
wir  dieselben  entlang  derjenigen  Krümmungslinie,  in  wel- 
cher das  Ellipsoid  von  dem  konfokalen  einschaligen  Hjper- 

P   .  P 

boloid  durchschnitten  wird,  so  bleibt  die  rechte  Seite  p—  —  I' 

der  vorigen  Gleichung  von  konstantem  Werte,  also  gilt  der 
Satz: 

Das  Produkt  der  Abstände  einer  Hauptnormal- 
ebene von  zwei  Fokalpunkten  auf  einer  Hauptaxe 
einer  Fläche  2.  0.  bleibt  von  unverändertem  Werte, 
wenn  diese  Ebene  sich  längs  einer  KrQmmungs- 
linie  der  Fläche  fortbewegt. 

Wir  haben  dieses  Resultat  gleich  in  seiner  Allgemein- 
heit ausgesprochen,  weil  es  sich  in  ganz  gleicher  Weise  fflr 
ein  anderes  Paar  Fokalpuukte,  eine  andere  Krünimungsiinie 
und  eine  der  beiden  andern  kon fokalen  Flächen  ableiten  läf^. 
Seine  Analogie  mit  bekannten  Eigenschaften  des  Kegelschnitts 
springt  in  die  Augen. 

Da  die  reellen  Fokalpunkte  bei  den  beiden  nicht -gerad- 
linigen Flächen  2.  O.  die  Durchschnittspunkte  der  Normalen 
in  den  Kreispuukten  der  Fläche  sind,  so  lassi^u  sich  leicht 
dif^  Abstände  der  Fokalpunkte  von  den  Kreispunktcu  ermittehi. 
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Sei  z.  B.  t  ein  Kreispunkt   des  Ellipsoids^  gelegen   auf  der 

Haaptellipse  @^^^ ,  und  schneidet  die  Normale  des  Kreispunktes 

t  die  beiden  Hauptaxen  a  und  c  in  den  Fokalpunkten  f^  und 
fe,  so  gilt  die  Beziehung  (Th.  d.  K.  S.  172): 

ff  P  f  f        P  — P 

^"  '       also  ^?,-^  =  — %r— ; 


aus  den  Werten: 


P    * 

a 


ff, 


sjR  f«  _  i^*__-p-y^< .  ^  „„d  ?Kf 


(J"»  -  Pc)  {Pö  -  Pc) 


P  -"'ic  p 


ergiebt  sich  aber  wegen  des  rechtwinkligen  Dreiecks  fa^f«: 

\a\]  =  ^-"fp'^      {  Pc  {Pa    -  Pö)  +  Pa  (P*  -   Pc)  ) 

•^a     c 

__    (Pg-Pe)'        p 
-  PaPc  ' 

und  daher: 


P,-Pc 


-p2   ^a  '  -^6 


Die  Entfernungen  der  Kreispunkte  von  den  Fokalpunkten 
des  Ellipsoids  erscheinen  hiernach  als  die  vierten  Proportio- 
nalen aus  den  Werten  der  drei  Hauptaxen;  in  gleicher  Weise 
ermitteln  wir  diese  Abstände  für  das  zweischalige  Hyper- 
boloid,  wo  unserer  obigen  Annahme  gemäfs  die  Kreispunkte 
f,i  und  die  reeHen  Fokalpunkte  fa„  und  f«,,,  f^^,  und  Ja,,  in 
der  [ei,|2),|]-Ebene  gelegen  sind^  nämlich: 

p    p 


»11 

P      P 

f      t^      flu      gii 


r2 


Beim  einschaligen  Hyperboloid  haben  wir  nur  ein  Paar 
reeller  Fokalpunkte  fa,  und  f^,  auf  der  a, -Axe;  Kreispunkte 
existieren  hier  nicht;  wohl  aber  können  wir  auch  hier  die 
analoge  Gröfse  bilden: 


Pa  •  Pr 


welche  negativ  wird. 


ai 
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In  der  folgenden  Betrachtung  treten  gewisse  Kugeln  anf, 
die  wir  hier  schon  einführen  wollen.  Nehmen  wir  nämlich 
beim  EUipsoid  die  Fokalpunkte  ]a  und  f^  als  Mittelpunkte 
zweier  Kugeln,  deren  Radien  den  Wert  f^f  haben,  so  sollen 
diese  Fokalkugeln  heifsen;  ein  zweites  Paar  Fokal- 
kugeln erhalten  wir,  indem  wir  die  P'okalpunkte  f<.  und  fc  zu 
Mittelpunkten  zweier  Kugeln  mit  dem  Radius  fcf  machen. 
Wir  erhalten  also  vier  Fokalkugeln,  und  jede  dersel- 
ben berührt  das  EUipsoid  in  zwei  symmetrisch 
liegenden  Kreispunkten.  Wir  wollen  die  ersteren  beiden 
die  inneren,  die  letzteren  die  äufseren  Fokalkugeln  nennen 
und  werden  sogleich  erkennen,  dafs  jene  ganz  innerhalb  des 
Ellipsoids  liegen,  diese  das  EUipsoid  ganz  einschliefsen.  Das 
Paar  der  inneren  Fokalkugeln  berührt  das  Paar  der  äufseren 
Fokalkugeln  innerlich. 

In  gleicher  Weise  erhalten  wir  beim  zweischaligen  Hyper- 
boloid zwei  innere  und  zwei  aulsere  Fokalkugeln,  die  paar- 
weise das  Hyperboloid  in  zwei  symmetrisch  liegenden  Kreis- 
punkten berühren  und  selbst  in  diesen  Punkten  einander 
äufserlich  berühren. 

Beim  eiuschaligen  Hyperboloid  können  die  beiden  reelleu 
Fokalpunkte  f,,,  und  f«,  als  Mittelpunkte  zweier  imaginären 
Fokalkugeln  betrachtet  werden,  für  die  das  Quadrat  des  itadius 

den    negativen  Wert  hat     — '-,,-    —  •     Wir    können    uns   dies*» 

eil 

imaginären  Fokalkugeln  durch  reelle  räumliche  Polarsysteme 
vertreten  denken,   die  elliptischen  Charakters  sind. 

Nehmen  wir  nun,  um  von  einem  bestimmten  Falle  aus- 
zugehen, das  EUipsoid  und  die  innere  Fokalkugel  desselben 
mit  dem  Mittelpunkt  \„,  so  lälst  sich  die  Potenz  eines  be- 
liebigen Ellipsoidpunktes  O  in  Bezug  auf  diese  Kugel  er- 
mitteln.    Wir  haben  nämlich  zunächst: 


-2 


;\ 


Of;  =-  OIU-  +  ^IV^tl  -  -^  •  OIK  .  m].,  .  cos(  01)C|,  hlKf.j 
und  wir  kennen  aus  den  Belationen  (V)  den  Wert: 

s^lK'2  =  7'.,,  +  i',„.  +  i>»  +  I\  -  P„  , 
ferner 


a  ^  a 
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endlich 

om .  cos  {\£)mu  \mu\)  =  ±Pa , 

d.  h.  gleich  dem  Abstände  des  Punktes  O  von  der  Haupt- 
ebene [bc]f  positiv  ofler  negativ ,  je  nachdem  der  Punkt  O 
mit  dem  Punkte  f,,  auf  derselben  oder  auf  verschiedenen 
Seiten  der  Ebene  [bc]  liegt;  nach  (yi)  ist  aber  der  abso- 
lute Wert: 


2 


y)m  .  pl  =  Pa,  .  P, 


«u   ) 


folglich  erhalten  wir: 

O  fa  =  ^^  +  Pa.  +  Pa„   +  2  ^/i>7i>„..  , 
P  P 

und  da     ^       das  Quadrat  des  Radius  der  inneren  Fokalkugel 

a 

ist^  deren  Radius  ff^  ist^  so  folgt: 

Der  Wert  (Ofa  —  ff!)  ist  aber  die  Potenz  des  Ellipsoidpunktes 
O  in  Bezug  auf  die  betrachtete  innere  Fokalkugel,  und  zwar 
ist  diese  Potenz   positiv,   denn  die  Werte  P«,   und  P„„  sind 

wesentlich  positiv,  also  (Of^  —  ff!)  das  Quadrat  einer  reellen 
Grofse,  mithin  positiv.  Der  Punkt  D  liegt  daher  notwendig 
aufserhalb  der  Pokalkugel,  oder,  wie  oben  behauptet  wurde, 
die  betrachtete  Fokalkugel  ist  eine  innere,  d.  h.  liegt  ganz 
im  Innern  des  Ellipsoids. 

Nennen  wir  die  Tangente  aus  O  an  die  innere  Fokal- 
kugel einen  Fokal  strahl  ta,  so  nimmt  das  vorige  Resultat 
die  einfache  Gestalt  an: 

d.  h.:  Die  ans  einem  beliebigen  Punkte  O  des  El- 
lipsoids an  eine  innere  Fokalkugel  desselben  ge- 
zogene Tangeute  (der  Fokalstrahl  eines  Ellipsoid- 
punktes) ist  gleich  der  Summe  oder  Differenz  der 
Halbaxen  der  beiden  durch  den  Punkt  O  mit  dem 
Ellipsoid  konfokal  gelegten  Hyperboloide,  näm- 
lich derjenigen  Halbaxen,  deren  Richtung  zusam- 
menfällt mit  der  Richtung  der  Halbaxe  des  Ellip- 
soids, welche  den  Mittelpunkt  (f^)  der  Fokalkugel 
enthält,    und   es   gilt   die  Differenz   oder   die   Summe,   je 
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nacfadeiD  dicrr  Pookt  C  uud  der  Fükal|»onkt  f«  auf  derselben 
oder  aaf  Terscfaiedenen  Seiten  der  Haoptebeue  [ftr]  =  a  liegen. 
Nebmea  wir  daher  die  zweite  innere  Fokalkagel  des 
Ellipfioids  hinzQ,  deren  Mittelpunkt  f«  ist,  i^o  folgt,  da  f« 
und  f^  dareh  die  Ebene  Tbc]  getrennt  werden,  der  Fokal- 
»trabl  ans  C  au  die  andere  innere  Fokalkagel: 

nnd  hieraa«  ergiebt  sich: 

/-  +  /-=  2  J  K 

t.  -  t.  ^  2  }' F.„. 

Verändern  wir  nan  den  Punkt  C  des  EUipsoids  derartig, 
dals  er  eine  Krilmmungskurre  desselben  durchlauft,  etwa  die 
■Sehnittkunre  eines  mit  dem  Ellipsoid  konfokaleu  einsehaligen 
Hyperboloids,  so  bleibt  in  der  ersten  der  beiden  letzten  (tlei- 
chnngen  die  rechte  Seite  ungeandert;  für  die  andere  KrQm- 
mungskurre  bleibt  die  rechte  Seite  der  zweiten  Uleichang 
ungeandert,  und  wir  erhalten  die  Satze: 

1)  Wenn  man  Yon  sämtlichen  Punkten  der 
Schnittkurve  eines  EUipsoids  und  eines  mit  ihm 
konfokalen  einschaligen  Hyperboloids  (einer  KrOm- 
mungskurve  des  EUipsoids)  die  Tangenten  an  die 
beiden  inneren  Fokalkugelii  des  EUipsoids  ^Fokal- 
strahlen)  zieht,  so  ist  dicSumme  derselben  von  un- 
verändertem Werte,  nämlich  gleich  der  grofseren 
reellen  Hauptaxe  des  eiuschaligen  Hyperboloids. 

2)  Wenn  man  von  sämtlichen  Punkten  der 
Schnittkurve  eines  EUipsoids  und  eines  mit  ihm 
konfokalen  zweischaligen  Hyperboloids  (der  an- 
deren KrQmmungskurve  des  EUipsoids)  die  Tan- 
genten an  die  beiden  inneren  Fokalkugeln  des 
EUipsoids  (Fokalstrahlen)  zieht,  so  ist  die  Diffe- 
renz derselben  von  unverändertem  Werte,  nämlich 
gleich  der  reellen  Hauptaxe  des  zweischaligen  Hy- 
perboloids. 

Diese  Sätze  lassen  eine  gewisse  Analogie  erkennen  mit 
den  bekannten  Eigenschaften  der  konstanten  Summe  der 
Fokulstralilen  für  die  Punkte  einer  Ellipse  und  Differenz  der 
Fokulstrahlen  für  die  Punkte  einer  Hyperbel. 
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Fassen  wir  dagegen  eine  äulsere  Fokalkugel  des  Ellip« 
soids  ins  Auge,  deren  Mittelpunkt  f^  sei,  so  ergiebt  die 
gleiche  Rechnung: 

und  da  hier  Pc,  und  P<.„  beide  negativ  sind,  so  wird  der 
Wert  von  (Of*  —  t]l)  das  Quadrat  einer  rein -imaginären 
Gröfse,  also  negativ;  die  Potenz  jedes  Ellipsoidpunktes  in 
Bezug  auf  eine  äufsere  Fokalkugel  ist  daher  negativ,  d.  h. 
alle  Punkte  des  Ellipsoids  liegen  innerhalb  der  Kugel,  oder, 
wie  oben  behauptet  wurde,  die  betrachtete  Fokal kugel  liegt 
ganz  aufserhalb  des  Ellipsoids;  setzt  man  hier  an  Stelle  der 
Tangente  aus  einem  Ellipsoidpunkte  an  die  Fokalkugel  die 
halbe  kleinste  Sehne,  welche  sich  von  dem  Punkte  aus  durch 
die  Kugel  ziehen  läfst,  und  führt  auch  für  die  reellen  Werte 

y  —  Pc,  und  y  —  Pc„  ihre  bekannte  geometrische  Bedeu- 
tung ein,  so  ändert'  sich  zwar  die  Bedeutung  von  „Fokal- 
strahl" und  der  Sinn  von  „Hauptaxe'*,  als  Strecke  aufgefalst, 
aber  die  vorigen  Sätze  1)  und  2)  können  in  unveränderter 
Form  ausgesprochen  werden. 

Man  übersieht  ohne  weiteres,  dals  beim  zweischaligen 
Hyperboloid  durchaus  analoge  Resultate  hervortreten,  nur 
mit  dem  Unterschied,  dals  hier  die  Tangenten  aus  irgend 
einem  Hyperboloidpunkte  an  alle  vier  reellen  Fokalkugeln 
reell  sind;  beim  einschaligen  Hyperboloid  sind  zwei  Fokal- 
ponkte  reell,  aber  die  Mittelpunkte  imaginärer  Fokalkugeln 
und  der  „Fokalstrahl''  ändert  wiederum  seine  Bedeutung, 
indem  die  Potenz  eines  Punktes  D  in  Bezug  auf  eine  ima- 
ginäre Kugel  mit  dem  Mittelpunkte  f^,  und  dem  Quadrate 
des  Radius  —  r^  ausgedrückt  wird  durch  die  Summe 
Df^  +  r^ ,  und    die    Quadratwurzel    aus    diesem  Werte   den 

Fokalstrahl  aus  O  an  die  imaginäre  Fokalkugel  ausdrückt. 
Es  würde  unschwer,  aber  ermüdend  sein,  in  jedem  einzelnen 
sich  darbietenden  Falle  das  besondere  Resultat  hervorzuheben ; 
wir  begnügen  uns  daher  mit  dem  Ausspruch  des  allgemeinen 
Satzes : 

Für  alle  Punkte  einer  Krümmungslinie  einer 
Fläche  2.  0.  mit  einem  Mittelpunkt  ist  entweder 
die  Summe  oder  die    Differenz   der    von    ihnen   an 

ScHBöTXB,  Theor.  d.  Oberfl.  2.  Ordn.  44 
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zwei  zusammengehörige  Fokalkugeln  der  Fläche 
gehenden  Fokalstrahlen  von  unverändertem  Werte, 
nämlich  gleich  der  durch  die  Mittelpunkte  der 
Fokalkugeln  (Fokalpunkte)  gehenden  Hauptaxe 
derjenigen  Fläche,  welche  die  Krümmungslinie 
bestimmt. 

Endlich  läfst  das  vorhin  erlangte  Resultat  noch  eine 
andere  Folgerung  zu,  die  zu  einer  weiteren  Analogie  der 
Krümmungslinien  einer  Fläche  2.  0.  mit  dem  Paare  einer 
Ellipse  und  einer  mit  ihr  konfokalen  Hyperbel  führt. 

Kehren  wir  zu  dem  Ellipsoid  zurück  und  betrachten, 
wie  oben ,  eine  innere  Fokalkugel  mit  dem  Mittelpunkte  fa  ; 
der  aus  einem  beliebigen  Ellipsoidpunkte  O  an  die  Fokal- 
kugel gezogene  Fokalstrahl  war: 

wir  können  vermöge  der  Beziehungen  (111)  setzen: 


^  '■  a  •  ■*  ai 

Nehmen  wir  nun  zu  dem  Fokalpunkte  f«  auf  der  a-Axe 
des   Ellipsoids  die  Polarebene   in   Bezug  auf  das    koufokale 

einsehalige  Hyperboloid  durch  O,   so  wird  der  Abstand  der- 

P 

selben  von  dem  Mittelpunkte  ^l  gleich  sein    ^  *  -  ;     also    ist 

1\^     — 
*y    -\-  Pa  gleich  dem  Abstand  des  Punktes  O  von  derselben 

Polarebene;  neonen  wir  diesen  Abstand  rf^,  so  ergiebt  das 
vorige  Resultat: 

d.  h.  für  alle  Punkte  der  Kriimmungskurve,  in  welcher  das 
Ellipsoid  von  dem  konfokalen  einschaligen  Hy|)erboloid 
durchschnitten  wird,  ein  unverändertes  Verhältnis;  wir  er- 
halten demnach  den  Satz: 

Für    jeden    Punkt    einer    Krümmungslinie,    in 
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welcher  ein  Ellipsoid  von  einem  einschaligen  Hy- 
perboloid durchschnitten  wird,  hat  das  Verhältnis 
seiner  Tangente  an  eine  der  inneren  Fokalkugeln 
zu  seinem  Abstände  von  der  Polarebene  des  Mittel- 
punktes  dieser  Fokalkugel  in  Bezug  auf  das  Hyper- 
boloid einen  unveränderten  Wert. 

Man  kann  diesen  Wert  die  ,,Excentricität'^  der  Krüm- 
mungslinie und  die  feste  Polarebene  des  Fokalpunktes  die 
yyDirektrix'^  derselben  nennen ,  dann  erscheint  dieser  Satz  in 
gewissem  Sinne  als  ein  Analogon  einer  bekannten  Eigenschaft 
des  Kegelschnitts;  es  leuchtet  uumittelbar  ein,  dafs  derselbe 
sich  nicht  blofs  auf  eine  Krümmungslinie  des  Ellipsoids  und 
den  besonderen  Fokalpunkt  fa  beschränkt;  sondern  allgemein 
so  ausgesprochen  werden  kann: 

Für  alle  Punkte  einer  Krümmungslinie  steht 
ein  Fokalstrahl  zu  dem  Abstände  von  der  zugehö- 
rigen Direktrix  in  unverändertem  Verhältnis, 
dessen  Wert  die  Excentricität  der  Krümmungs- 
linie ist. 

§  71.    Das  FläohenbÜBOhel  2.  O. 

Die  von  uns  in  §  69  betrachtete  Schar  konfokaler 
Flächen  2.  0.  ist  ein  besonderer  Fall  eines  allgemeineren 
Gebildes,  der  Flächenschar  2.  0.,  welcher  dual  gegen- 
übersteht das  Flächenbüschel  2.  0.  Beide  Gebilde  von 
einfach  -  unendlicher  Mannigfaltigkeit  entsprechen  im  Räume 
der  Kegelschnittschar  und  dem  Kegelschnittbüschel  in  der 
Ebene.  Eine  eingehende  und  erschöpfende  Behandlung  dieser 
räumlichen  Gebilde  2.  0.  analog  derjenigen,  welche  in  dem 
dritten  Abschnitt  der  „Theorie  der  Kegelschnitte"  gegeben  ist, 
würde  die  Grenzen  dieses  Buches  zu  weit  hinausrücken.  Wir 
beschränken  uns  daher  auf  eine  kurze  Darstellung  der  Haupt- 
eigenschaften eines  Flächenbüschels  2.  0.  und  verweisen 
im  übrigen  auf  die  Uutersuchungen  von  Th.  Reye*),  welcher 
von  einem  allgemeineren  Gesichtspunkte  aus,  einem  ;,Strahlen- 
komplex  zweiten  Grades''^  zu  den  Eigenschaften  des  Flächen- 


*)  Th.  Reye:  Die  Geometrie  der  Lage,  11.  Aufl.  1880,  zweite  Ab- 
theilung,  Deunzehnter  und  zwanzigster  Vortrag. 
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büschels  gelangt,  sowie  auf  diejenigen  Yon  R.  Storm*), 
welcher  Termittelst  des  Flachenbüschels  nnd  Flachenbfindels 
2.  0.  die  Eigenschafken  der  allgemeinen  Flache  3.  O.  ab- 
leitet. 

Bei  der  Konstruktion  einer  Flache  jP<*>  durch  die  so 
ihrer  Bestimmung  notwendige  Anzahl  von  Punkten  (S.  473) 
sind  wir  auf  ein  Büschel  Yon  Flächen  2.  O.  geführt  worden, 
welche  sämtlich  eine  Kaumkurve  4.  0.  C<**  gemeinschaftlich 
haben.  Diese  Raumkurve  C^*>  ist  vollständig  bestimmt  durch 
zwei  gegebene  Flächen  F<^^  und  F^^\  sie  hat  mit  jeder  be- 
liebigen Ebene  £  im  allgemeinen  vier  Punkte  gemein ,  nämlich 
die  vier  Schnittpunkte  der  beiden  Kegelschnitte ,  in  welchen 
die  Ebene  b  die  beiden  Flächen  F^^^  und  -F{*'  schneidet;  diese 

können  reell  oder  auch  paarweise  konjugiert-imaginär  sein. 
Die  Raumkurve  C^*^  kann  auch  ganz  imaginär  sein;  wir 
werden  aber  in  jeder  beliebigen  Ebene  vermittelst  der  beiden 
Kegelschnitte,  in  denen  sie  jP^^'  und  F}^  schneidet,  oder  der 

sie  vertretenden  ebeneu  Polarsysteme  die  reellen  oder  konjugiert- 
imaginären  Punkte  der  Raum  kurve  C^*^  ermitteln  können  als 
die  Doppelpunkte  hyperbolischer  oder  elliptischer  Punkt- 
involutionen auf  bekannten  Geraden  (Th.  d.  K.  §  62). 

Da  wir  früher  durch  acht  willkürlich  gewählte  Punkte 
des  Raumes,  die  von  einander  unabhängig  liegen  (d.  h. 
keine  drei  in  einer  Geraden,  keine  vier  in  einer  Ebene), 
zwei  Flächen  F^^^  und  F^-^  und  das  durch  dieselben  bestimmte 

Büschel  von  Flächen  F^-^  konstruiert  haben ,  so  folgt  zugleich, 
dafs  eine  Raumkurve  4.  0.  t*<**  durch  acht  von  ein- 
ander unabhängige  willkürlich  imRaume  gewählte 
Punkte  bestimmt  wird. 

Die  Raumkurve  C^*\  welche  den  beiden  gegebenen 
Flächen  F^-^  und  /'^-'  gemeinschaftlich  ist,  kann  unter  Um- 
ständen zerfallen  1)  in  zwei  Kegelschnitte;  wenn  nämlich 
zwei  Flächen  F<->  und  F^^^  einen  ebenen  Kegel- 
schnitt gemeinschaftlich  haben,  so  müssen  sie 
sich     ausserdem     in     den     Punkten     eines     zweiten 


♦)  R.  Sturm:    Syuthetische   Uotersucbangen    über  Pliicben  ;<   O. 
1867,  S.  i8  ff. 
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ebenen  Kegelschnitts  schneiden;  denn  haben  sie  einen 
Kegelschnitt  K^-^  gemein  und  aurserdem  noch  andere  gemein- 
schaftliche Punkte ;  so  können  wir  durch  drei  derselben  eine 
Ebene  legen,  welche  dadurch  gerade  bestimmt  wird.  Diese 
Ebene  £,  schneidet  die  Ebene  s  des  Kegelschnitts  K^*^  in 
einer  Geraden  s  =  |f  fj  |,  welche  der  Träger  einer  dem  Kegel- 
schnitt K^^^  zugehörigen  Punktinvolution  ist,  und  da  beide 
Flächen  F^^^  und  Ff^  durch  K^^^  gehen,  so  muls  diese  Punkt- 
involution auf  6^  auch  demjenigen  Kegelschnitte  K^^^  zu- 
gehören ,  in  welchem  die  Ebene  6,  die  Fläche  jF<*>  schneidet, 
sowie  demjenigen  Kegelschnitt,  in  welchem  die  Ebene  £,  die 
andere  Fläche  F^^^  schneidet;  durch  die  drei  gemeinschaft- 
lichen   Punkte   von  F^^^  und  F^^^   in  der  Ebene  a,   und  die 

beiden  (reellen  oder  konjugiert-imaginären)  Doppelpunkte  der 
Punktinvolution  aufbist  aber  nur  ein  Kegelschnitt  möglich, 
folglich  müssen   die  beiden   Flächen   F^^^  und  F^^^  auch   in 

der  Ebene  e^  den  Kegelschnitt  K^^^  gemeinschaftlich  haben; 
da  weitere  Punkte,  die  beiden  Flächen  F^^^  und  F[^^  gemein- 
schaftlich wären,  auiser  den  Punkten  der  Kegelschnitte  K^^^ 
und  Kj^^  nicht  existieren  können,  weil  sonst  eine  durch  einen 

solchen  Punkt  gelegte  Ebene  mit  der  C**^  fünf  Punkte  ge- 
mein hätte,  so  zerfällt  die  C^*^  in  zwei  Kegelschnitte,  welche 
in  der  Schnittlinie  ihrer  Ebenen  gemeinschaftliche  Punkte 
haben  müssen. 

2)  Wenn  einer  der  beiden  Kegelschnitte,  z.B.  K^^\  in 
ein  reelles  Linienpaar  zerfällt,  so  mufs  auch  der  andere  K[*^ 

reell  sein  und  von  den  beiden  reellen  Geraden  des  Linien- 
paares getroffen  werden.  Die  C<*^  besteht  also  in  diesem 
Falle  aus  einem  reellen  Kegelschnitt  und  zwei  sich  schnei- 
denden Geraden,  die  den  Kegelschnitt  treffen. 

3)  Wenn  beide  Kegelschnitte  in  reelle  Linienpaare  zer- 
fallen, so  müssen  diese  in  der  Schnittlinie  ihrer  Ebenen  sich 
begegnen.  Die  C<*^  zerfällt  also  in  diesem  Falle  in  ein  wind- 
schiefes (räumliches)  Vierseit. 

4)  Wenn  die  beiden  Flächen  F^^^  und  F^^*  eine  gerade 

Linie  gemein  haben,  also  zwei  Hyperboloide  mit  einer  ge- 
meinschaftlichen Erzeugenden   sind,  so  haben   sie  auiserdem 
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noch  eine  Raumkurve  3. 0.  C<»>  gemein  (S.  229).  Die  C<*»  «erfSllt 

also  in  diesem  Falle  in  eine  C^'  und  eine  Sekante  derselben. 

Wenn   wir   uns    nunmehr    andere    Flachen    F^   g^l^ 

denken .  welche  durch  dieselben  Punkte  gehen ,  die  den  beiden 
gegebenen  Flachen  F^'^^  und  F^^  gemeinschaftlich  sind,  d.  h. 
durch  die  Raumkurve  C^*\  so  mOssen  dieselben  so  beschaffen 
sein,  dafs  sie  jede  Ebene  e  in  den  Kegelschnitten  K^  eines 
Eegelschnittbüschels  mit  vier  festen  Grundpunkten,  den 
Durchschnittspunkten  der  Ebene  s  mit  der  Raumkurre  O^ 
schneiden ;  also  jede  beliebige  gerade  Linie  in  den  Punkte- 
paaren  einer  Puuktinvolution  treffen.  Wir  nennen  alle  solche 
Flächen  Fj^  einem   Flächenbüschel  2.  0.  angehörig  mit 

der  Grundkurve  C^^'  und  haben  als  die  charakteriatische 
Eigenschaft  eines  solchen  Flächenbüschels  diese: 

Sämtliche  Flächen  F^*^  eines  Flächenbfischels 
schneiden  eine  beliebige  Ebene  in  Kegelschnitten 
eines  Eegelschnittbüschels  und  eine  beliebige 
Gerade  in  Punktepaaren  einer  Punkti  nvolution. 

Aus  dieser  Definition  ergiebt  sich  die  Konstruktion  be^ 
liebig  vieler  Flächen  eines  Büschels,  sobald  zwei  dasselbe 
bestimmende  Flächen    F*^  und  JF^'>  gegeben    sind.     Ziehen 

wir  durch  einen  beliebigen  festgehaltenen  Punkt  p  Strahlen 
s,  welche  F<*^  und  F^^  in  zwei  Puiiktepaaren  treflFen,  so  be- 
stimmen diese  eine  Punktinvolution  auf  s,  und  in  derselben 
gebort  dem  Punkte  p  nur  ein  einziger  bestimmter  konju- 
gierter F^unkt  p'  zu;  wenn  der  Strahl  s  sich  im  Räume  um 
p  herumdreht,  so  durchläuft  p'  die  ganze  Fläche  f  *•  des 
Büschels,  welche  durch  den  Punkt  p  geht,  also: 

Durch  einen  beliebig  gewählten  Punkt  p  des 
Raumes  geht  immer  eine  und  nur  eine  Fläche  /**'* 
des   Büschels. 

Die    Punktinvolution,    welche    die    Flächen     /'*'*    eines 

Büschels  auf  einer  beliebigen  Geraden  g  ausschneidet,  hat 
im  allgemeinen  zwei  Doppelpunkte,  die  reell  oder  konjugiert- 
imaginär  sind,  je  nachdem  die  Puuktinvolution  hyperbolisch 
oder  elliptisch  ist;  wir  schlielseu  hieraus: 

Es  giebt  im  allgemeinen  zwei  Flächen  eines 
Büschels,   welche  eine  gegebene  Gerade  berühren. 
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Da  die  sämtlichen  Flächen  F^^^  eines  Büschels  eine  be- 

X 

liebige  Ebene  s  in  Kegelschnitten  eines  Kegelschnittbüschels 
schneiden^  und  unter  diesen  im  allgemeinen  nur  drei  Linien- 
paare vorkommen,  andererseits  aber  eine  Ebene ,  welche  eine 
Fläche  F^^^  in  einem  (reellen  oder  imaginären)  Linieupaar 
schneidet»  allemal  Berührungsebene  dieser  Fläche  ist  (S.  482), 
so  schliefsen  wir: 

Es  giebt  im  allgemeinen  drei  Flächen  eines 
Büschels,    welche   eine  gegebene  Ebene    berühren. 

Wenn  wir  von  einem  beliebigen  Punkte  )ß  des  Raumes 
die  beiden   Polarebenen  n  und  ;r,   in  Bezug  auf  die  beiden 

das  Büschel   bestimmenden   Flächen  1^<*>  und  F^^^   (oder  die 

« 

sie  vertretenden  räumlichen  Polarsysteme)  nehmen,  so  schnei- 
den sich  dieselben  in  einer  Geraden  g  =  \n7t^\.  Legen  wir 
nun  durch  p  eine  beliebige  Ebene  s,  so  schneidet  dieselbe 
das  Flächenbüschel  in  einem  Kegelschnittbüschel  und  die 
Gerade  g  in  einem  Punkte  q,  der  die  Eigenschaft  besitzt, 
dafs  die  Polaren  von  p  in  Bezug  ^uf  sämtliche  Kegelschnitte 
des  Büschels  durch  q  laufen  9  folglich  müssen  auch  alle  Polar- 
ebenen von  p  in  Bezug  auf  sämtliche  Flächen  Fj^^^  des  Büschels 

durch  q  laufen;  dasselbe  gilt  für  eine  zweite  beliebige  Ebene 
£,  die  durch  p  gelegt  wird,  folglich  laufen  alle  Polarebenen 
von  p  durch  q  und  q',  also  durch  die  Gerade  gr,  und  wir 
schliefsen: 

Die  Polarebenen  eines  Punktes  p  in  Bezug 
auf   sämtliche   Flächen  F^^^   eines   Büschels    laufen 

X 

durch  eine  feste  (zu  p  konjugierte)  Gerade  g  und 
bilden  also  ein  Ebenenbüschel. 

Nehmen  wir  von  'zwei  beliebigen  Punkten  )ß  und  p,  die 
Polarebenen  in  Bezug  auf  alle  Flächen  F^^>  des  Büschels,  so 

erhalten  wir  zwei  Ebenenbüschel  mit  den  Axeu  g  und  g^ ; 
eine  beliebige  Ebene  durch  die  Verbindungslinie  |pp,|  gelegt, 
schneidet  nun  das  Fiächenbüschel  in  einem  Kegelschnitt- 
büscliel ,  die  beiden  Ebenenbüschel  g  und  r/,  in  zwei  Strahlen- 
büscheln, und  diese  sind  bekanntlich  projektivisch ,  indem  die 
Polaren  von  p  und  p^  in  Bezug  auf  denselben  Kegelschnitt 
einander  entsprechen,  also  sind  auch  die  Ebenenbüschel  g 
und  (/j   projektivisch,  und  wir  erhalten  den  Satz: 
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Wenn  man  von  irgend  zwei  Pnnkten  im  Raame 
die  Polarebenen  in  Bezug  auf  sämtliche  Fliehen 
F^*^    eines    Büschels    nimmt,    so    erhält    man    zwei 

Ebenenböschely  die  allemal  projektirisch  $ind, 
indem  die  Polarebenen  der  beiden  Punkte  in  Be- 
zug auf  dieselbe  Fläche  des  Büschels  einander  ent- 
sprechen. 

Hieraus  ergiebt  sich  einerseits  die  gleiche  Mächtigkeit 
des  FlächenbuscHels  2. 0.  mit  dem  Ebenenbüachel  und  anderer- 
seits die  Möglichkeit,  das  Flächenbuschel  in  projektiTische 
Beziehung  zu  setzeu  mit  irgend  einem  anderen  Gebilde  tob 
gleicher  Mächtigkeit.  An  Stelle  des  Büschels  Ton  Polar- 
ebenen  können  wir  auch  das  Büschel  Ton  Beruhmngaebeneu 
nehmen  in  irgend  einem  Punkte  der  Raumkunre  C^*^  an  sämt- 
lichen   Flächen    F^^'j    alle    diese    Berührungsebenen    gehen 

durch  die  Tangente  der  C^*>  in  dem  gewählten  Punkte. 

Da  die  Ebenenbüschel  g  und  g^  projektivisch  sind, 
so  erzeugen  sie  ein  Hyperboloid,  d.  h.  ihre  entsprechenden 
Ebenen  schneiden  sich  in  den  Erzeugenden  einer  Regekchar 
eines  einfachen  Hyperboloids.  Die  Schnittlinie  der  beiden 
Polarebenen  von  p  und  p,  in  Bezug  auf  eine  Flache  F^  ist 

aber  die   konjugierte   Gerade  der  Verbindungslinie    Ipp,     in 
Bezug  auf  diese  Fläche  /•"'-*:  wir  schliefsen  also: 

Die  zu  einer  gegebenen  festen  Geraden  /  kon- 
jugierten G*»raden  in  Bezug  auf  sämtliche  Flächen 
jp^--  eines  Buscheis  bilden  eine  Regelschar  eines 
Hyperboloids. 

Die  Geraden  7  und  ;/, .  die  Axen  der  erzeugenden  Ebenen- 
büschel, liegeu  ebenfalls  auf  diesem  Hyperboloid  und  gehören 
der  anderen  Reyel-char  an:  nehmen  wir  statt  der  Punkte  p 
und  p,  anden-  Punkte  r,  auf  denselben  Geraden  /,  so  bleibt 
das  Uy|»erb««l«.id  unverändert,  also  wird  durch  die  entspre- 
chende Gerade  */,  die  zweite  Kegelschar  desselben  erzeugt; 
wir    können  daher  den  vorigen  Satz  so  vervollständigen: 

Nehmeu  wir  von  sämtlichen  Punkten  p,  einer 
Geraden  /  die  ihnen  konjugierten  Geraden  f/,  in 
Bezug  auf  da>  Firichenbüschel,  so  bilden  dieselben 
eine   Ko-vlsci.ar  eine^   Hyperboloids,   während  die 


§  71.    Das  Flächenbüschel  2.  0.  697 

konjugierten  Strahlen  von  {  in  Bezug  auf  die  ein- 
zelnen Flächen  des  Büschels  die  andere  Regel- 
schar desselben  Hyperboloids  bildeu. 

Nehmen  wir  von  drei  beliebigen  Punkten  )),  p^  )ji^  des 
Raumes  die  Polarebenen  in  Bezug  auf  sämtliche  Flächen  F^^^ 

eines  Büschels,  so  erhalten  wir  drei  projektivische  Ebenen- 
büschel, deren  Erzeugnis  eine  Uaumkurve  3.  0.  C<^>  ist;  da 
nun  die  drei  Polarebenen  von  )ß^  p.^  pj  in  Bezug  auf  eine 
Fläche  -F^2)  sjch  jjj  j^m  Pole  der  Ebene  [1)1^)2^)3]  schneiden, 

so  folgt  der  Satz: 

Die  Pole  einer  festen  Ebene  in  Bezug  auf  sämt- 
liche Flächen  Fj^^^  eines  Büsctels  liegen  auf  einer 
Raumkurve  3.  o!  C<»). 

Hieraus  folgt  insbesondere ,  wenn  wir  für  die  feste  Ebene 
die  unendlich  -  entfernte  Ebene  €^  nehmen,  deren  Pol  der 
Mittelpunkt  der  Fj^^  ist,  das  Ergebnis: 

Die  Mittelpunkte  sämtlicher  Flächen  JP^^)  eines 

Büschels  liegen  auf  einer  Raumkurve  C^^^  3.  0.;  es 
kommen  daher  im  allgemeinen  drei  Paraboloide 
in  dem  Flächenbüschel  vor,  von  denen  mindestens 
eines  reell  sein  mufs. 

Zugleich  sehen  wir,  da  jedem  Punkte  p  einer  Ebene  £ 
eine  Gerade  g  in  Bezug  auf  das  Flächenbüschel  konjugiert 
ist,  nämlich  diejenige,  in  welcher  sich  sämtliche  Polarebenen 
von  )f  in  Bezug  auf  die  Flächen  F^^  des  Büschels  schneiden, 

und  jede  solche  Gerade  g  eine  Sekante  der  Raumkurve 
C^^^  sein  mu(s: 

Die  den  sämtlichen  Punkten))  einer  festen  Ebene 
konjugierten  Geraden  g  in  Bezug  auf  das  Flächen- 
büschel sind  Sekanten  einer  Raumkurve  3.  0.  C^^K 

Die  drei  Punkte,  in  welchen  die  Raumkurve  C^^>  der 
Ebene  €  begegnet,  sind  die  Berührungspunkte  derjenigen  drei 
Flächen  des  Büschels,  welche  die  Ebene  6  berühren. 

Nehmen  wir  endlich  vier  beliebige  Punkte  p,  pj  pg  pj  im 
Räume  an,  die  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  und  bestimmen 
die  Polarebenen  derselben  in  Bezug  auf  sämtliche  Flächen 
Fj^^  des  Büschels,  so  erhalten  wir  vier  projektivische  Ebenen- 
büschel.   Es  kommt,  wie  wir  S.  251  gesehen  haben,  im  all- 
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gemeinen  viermal  vor,  dafs  sich  vier  entsprechende  Ebenen 
der  vier  projektivischen  Ebenenbüschel  in  einem  und  dem- 
selben Punkte  schneiden.  Wenn  aber  die  Polarebenen  von 
vier  Punkten,  die  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  in  Bezug  auf 
eine  Fläche  F^*^  durch  einen  und  denselben  Punkt  O  gehen« 
so  müssen  die  Polarebenen  von  allen  Punkten  im  Räume 
ebenfalls  durch  diesen  Punkt  O  gehen;  denn  bezeichnen 
wir  die  vier  durch  denselben  Punkt  O  gehenden  zu  den  vier 
nicht  in  einer  Ebene  liegenden  Punkten  p,  p,  Ps  Pt  gehöri- 
gen Polarebenen  durch  n^  7t2  ^3  Jt^,  so  wird  eine  beliebige 
Ebene  e  die  Ebene  [pif^t^sl  ^^  einer  Geraden  schneiden,  deren 
koi\jugierte  Gerade  durch  {x^x^n^)=^£)  gehen  mufs,  und 
gleichzeitig  wird  e  die  von  der  Ebene  [pipjPs]  verschiedene 
Ebene  [pip^f^i]  ^^^  einer  Geraden  schneiden,  deren  konjugierte 
Gerade  auch  durch  C  =  (^i^j^r^)  hindurchgehen  mu(s;  der 
Pol  der  Ebene  e  ist  also  der  Schnittpunkt  der  beiden  kon- 
jugierten Geraden  y  d.  h.  der  Punkt  C;  jede  beliebige  Ebene 
f  hat  also  in  C  ihren  Pol  ^  oder  für  jeden  beliebigen  Punkt 
des  Kaumes  mufs  die  Polarebene  durch  C  gehen.  Dies  ist 
nicht  anders  möglich,  als  wenn  die  Fläche  F^*^  in  einen 
Kegel  C^*  ausartet  i^vergl.  8.  f»08);  wir  schliefen  also: 

Tnter  den  Flächen  eines  Büschels  kommen  im 
allgemeinen  vier  Keijel  2.  0.  vor,  oder:  Durch  eine 
Kaumkurte  C^*\  den  Schnitt  zweier  Flächen  2.  0- 
Us^$en   sich   im  allgemeinen   vier  Kegel  2.  O.  legen. 

Pio  K.^umkurve  4.  O.  O^*  ens^^heint  daher  in^ibesondere 
Auch  jiW  die  Durvhdrtngungskunre  xweier  Kegel  2.  O.,  nnd 
hieraus  enriebt  ;fä<h  in  einfachster  Weise  die  Bestätigang  der 
obigvn  Bemerkung  über  das  Zinfidlen  der  Raamkunre  C  ; 
5\^Kald  einer  iter  beiden  Kegel  in  ein  Ebeneopaar  ausartet 
jt'rtAllt  >:o  in  swei  Ke^:>^k<hnine «  die  in  der  Schnittlinie  ihrer 
Kty^ntn  e:n  g>^ntein5<'h;iAli<het«^  Punktie^taar  haben. 

Im  Alli^rn^t'sniru  bikieu  die  vier  Mittelpunkte  der  ermittelten 
x^rr  Kt%::^.  KTf^I^l'.tJen  Ae  E<keii  ein^s  Tetraeder»«  welche» 
5u  xvr  K.M'hT-r  ikts  H^sicheis  in  beÄ^odenrt-  Beziehnnc  steht 
J-wiirr.  %*r  rir.'/.x*t  xi.^e  Verbinc^uur^linie  iw>fi<r  Kegefepitien, 
V,*  >•  ,T\*.  .'>e>«:'  ••i-rA.W  .  »>•  wir  jyj»hea  haben,  Tv>n  santlichei 
l^.ivVTTv  .?r>  :^^.v.S';<  :^  PjiT.ite{%aafen  einer  Pankünvi^^utioii 
vv>^r'.  :;>::.   w .;  :::«.:   ivft  £Wfi  FijkJNPft  «M  B&«Khek  berührt 
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Diese  beiden  berührenden  Flächen  sind  aber  keine  andern  als 
die  beiden  Kegel  selbst ^  deren  Spitzen  wir  verbunden  haben; 
folglich  trennen  diese  Punkte  harmonisch  jedes  Punktepaar, 
in  welchem  eine  Fläche  F^^^  des  Büschels  diese  Gerade  schneidet 
oder,  was  dasselbe  sagt,  zwei  Kegelspitzen  sind  allemal  ein 
Paar  konjugierter  Punkte  in  Bezug  auf  sämtliche  Flächen 
des  Büschels.  Nennen  wir  daher  51 S  6  3)  die  vier  Kegel- 
spitzen, so  sind  sowohl  %  und  $,  als  auch  ^  und  Q,,  ^  und 
3)  Paare  konjugierter  Punkte  für  sämtliche  Flächen  des 
Büschels,  folglieh  sind  der  Punkt  31  und  die  Ebene  [33^5)] 
Pol  und  Polarebene  für  alle  Büschelflächen,  und  da  dasselbe 
für  jeden  der  vier  Punkte  21  S  6  5)  und  die  Verbindungs- 
ebene der  drei  übrigen  gilt,  so  folgt  der  Satz: 

Die  sämtlichen  Flächen  eines  Büschels  haben 
ein  gemeinschaftliches  Polartetraeder,  dessen 
Ecken  die  Spitzen  der  vier  Kegel  sind,  welche  dem 
Büschel  angehören. 

Ein  Flächenbüschel  besonderer  Art  und  eingehenderem 
Studium  zu  empfehlen  ist  dasjenige,  dessen  gemeinschaftliche 
Raumkurve  C<*>  in  ein  windschiefes  Vierseit  zerfällt.  Dieses 
besondere  Büschel  hat  zum  Analogon  in  der  Ebene  ein 
Büschel  von  Kegelschnitten,  die  einander  doppelt  berühren  — 
ein  Gebilde,  welches  gleichzeitig  als  Kegelschnittbüschel  und 
als  Kegelschnittschar  aufgefafst  werden  kann.  Gleiches  gilt 
auch  von  diesem  Klächenbüschel ,  welches  gleichzeitig  als 
Flächenschar  aufgefafst  werden  kann  und  die  Eigenschaften 
beider  Gebilde  in  sich  vereinigt.  Dasselbe  kann  erzeugt  wer- 
den durch  zwei  gegebene  im  Räume  sich  nicht  treffende  Ge- 
rade g  und  g^ ,  auf  deren  jeder  eine  Puuktiuvolution  gegeben 
ist.  Legt  man  durch  g  eine  Ebeneninvolution  perspektivisch 
mit  der  Punktinvolution  auf  g^,  und  durch  g^  als  Axe  eine 
Ebeneninvolution  perspektivisch  mit  der  Punktinvolution  auf  gr, 
so  sind  g  und  g^  gleichzeitig  die  Träger  von  Punktinvolutionen 
und  die  Axen  von  Ebeneniuvolutionen;  sucht  man  eine  Fläche 
F^^\  für  welche  g  und  g^  konjugierte  Strahlen  und  die  gegebeneu 
Punkt-  und  Ebeneuinvolutionen  auf  g  und  g^  die  der  Fläche 
zugehörigen  sind,  so  bilden  alle  solche  Flächen  ein  Büschel, 
dessen  Raunikurve  C^*^  in  dasjenige  windschiefeVierseit  zerfällt, 
dessen  »Seiten  je  einen  Doppelpunkt  der  Punktin volutiou  auf  ^  mit 
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einem  Doppelpunkte  der  Punktinvolution  auf  g^  Terbindei 
Dieses  Vierseit  ist  vollständig  imaginär,  sobald  die  beiden 
Punktinvolutionen  auf  g  und  g^  elliptisch  sind.  Femer  wird 
das  gemeinschaftliche  Polartetraeder  in  diesem  Falle  von  beson- 
derer Art  (S.  143),  indem  seine  sechs  Kanten  aus  den  beiden 
Geraden  g  g^  uud  den  Seiten  des  windschiefen  Vierseiis  be- 
stehen, in  welches  die  Baumkurve  C<^>  zerfällt.  Die  FlächeD 
eines  solchen  besonderen  Büschels  sind  sämtlich  von  derselben 
Gattung,  d.  h.  entweder  alle  geradlinige  Flächen  oder  alle 
nichtgeradlinige  Flächen,  je  nachdem  die  beiden  auf  g  und 
9\  geg^henen  Punktinvolutionen  gleichartig  oder  ungleich- 
artig sind. 

Die  der  vorhergehenden  dual  gegenüberstehende  Betrach- 
tung, welche  auf  eine  Flächenschar  2.  0.  führt,  überiassen 
wir  dem  Leser. 

§  72.    Das  Flächenbündel  2.  O.*) 

Wir  haben  im  vorigen  Paragraphen  gesehen,  dafs  zwei 
Flächen  Ff^  und  F^"^ ,  wenn  sie  nicht  identisch  zusammen- 
fallen, in  einer  Raumkurve  4.  0.  C}*^  sich  schneiden,  welche 

auch  durch  acht  von  einander  unabhängige  willkürlich  ge- 
wählte Punkte  bestimmt  wird.  Durch  einen  beliebigen  Punkt 
des  Raumes  und   die  Raumkurve  C/^^    geht    im    allgemeinen 

eine  und  nur  eine  Fläche  2.  0.,  was  damit  übereinkommt 
dafs  dieselbe  im  allgemeinen  durch  neun  Punkte  bestimmt 
wird  (S.  464).  Eine  Ausnahme  hiervon  tritt  ein,  wenn  der 
neunte    Punkt  auf  der   Raumkurve  C/*>  selbst  liegt.      Durch 

solche  neun  Punkte,  die  auf  einer  Raumkurve  4.  O.  liegen, 
geht  nicht  nur  eine,  sondern  unendlich-viele  Flächen  2.  O., 
welche  einem  Flächenbüschel  angehören.  Nehmen  wir  daher 
eine  dritte  Fläche  F[^\   welche   nicht   dem  durch  die  l>eiden 

ersten  bestimmten  Büschel  angehört,  so  kann  die8elbe  mit 
der  Raunikurve  C{J'  nicht  neun  Punkte  gemein  haben,  son- 
dern höchstens  acht;  wir  schliefsen  also:  Drei  Flächen 
2.  0.   F^^^  F^^^  F<'\   welche   nicht    demselben    Büschel 

angehören,  köjinen   höchstens  acht  Punkte  gemein 

*)  H.  iStiirm:  UnterHUchiingcn  über  das  Flächeouetz  zweiter  Urd- 
niiDg,  Dorchardt'u  Journal  f.  r.  u.  a.  M.    Bd.  70,  S.  21:!. 
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haben.  Dafs  drei  Flächen  2.  0.  sich  im  allgemeinen  in  acht 
Punkten  schneiden,  erkennen  wir  auch  aus  dem  besonderen  Fall, 
wenn  wir  drei  Ebenenpaare  beliebig  annehmen,  die  o£Penbar  nur 
acht  Punkte  gemeinschaftlich  haben  (vergl.  S.  457).  Die  drei 
Flächen  F^^^  F^^^  F^^^  schneiden   sich  aber  paarweise  in  drei 

Raumkurven  4.  0.  C^^  C^*^  C<^> ,  welche  dieselben  acht  Punkte 

gemein  haben.  Solche  acht  Punkte  bestimmen  also  nicht 
eine  Raumkurve  4.  0.,  wie  es  im  allgemeinen  der  Fall  ist, 
und  es  tritt  hier  wieder  ein  Ausnahmefall  ein;  diese  acht 
Punkte  können  daher  nicht  von  einander  unabhängig  sein; 
wir  wollen  sie  acht  associierte  Punkte  nennen;  sie  wer- 
den bestimmt  durch  drei  Flächen  2.  0.,  die  nicht  demselben 
Büschel  angehören.    Durch  die  drei  Raumkurven  C[*^  C^*)  Cj*^ , 

welche  die  acht  associierten  Punkte  gemein  haben,  lassen  sich 
nun  drei  Büschel  von  Flächen  2.  0.  legen,  welche  ebenfalls 
dieselben  acht  associierten  Punkte  gemein  haben;  nehmen  wir 
aus  dem  einen  Büschel,  dessen  Grundkurve  C}*>  ist,  eine  be- 
liebige von  F^^^  und  F^^^  verschiedene  Fläche  fjp  und  aus 
dem  zweiten  Büschel,  dessen  Grundkurve  Cj^)  ist,  eine  be- 
liebige Fläche  /]<|) ,  so  schneiden  sich  dieselben  in  einer  neuen 
Raumkurve  4.  0.  c<*^,  welche  notwendig  durch  dieselben  acht 
associierten  Punkte  gehen  muis,  und  durch  diese  Raumkurve 
c<^>  ist  wieder  ein  neues  Flächenbüschel  bestimmt,  welches 
die  acht  associierten  Punkte  gemeinschaftlich  hat;  ebenso 
können  wir  aus  dem  ersten  und  dritten  oder  aus  dem  zweiten 
und  dritten  der  drei  ursprünglichen  Büschel  Flächen  nehmen, 
die  zu  neuen  Raumkurven  und  neuen  Flächenbüscheln  führen, 
und  mit  diesen  können  wir  wieder  in  gleicher  Weise  fort- 
fahren; alle  dadurch  erhaltenen  Flächen  2.  0.  und  alle  da- 
durch erhaltenen  Raumkurven  4.  0.  müssen  dieselben  acht 
associierten  Punkte  gemein  haben.  Wir  erhalten  dadurch  zwei 
neue  Gebilde;  das  eine  wollen  wir  ein  Flächenbündel 
2.  0.  nennen,  welches  dieselben  acht  associierten  Punkte  ge- 
meinschaftlich hat,  die  wir  auch  die  Grundpunkte  des 
Flächenbündels  nennen  wollen;  das  andere  wollen  wir  ein 
Büschel  von  Raumkurven  4.  0.  nennen,  welche  eben- 
falls dieselben  acht  associierten  Punkte  gemeinschaftlich  haben. 
Das  erstere  ist  ein  Gebilde  von  doppelt-unendlicher  Mächtig- 
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keit;  denn  es  enthält  unendlich-viele  Flächenbüschel;  es  be- 
sitzt die  charakteristische  Eigenschaft: 

Ein  FlächenbQndel  2.  0.  wird  von  einer  belie- 
bigen Ebene  in  den  Kegelschnitten  eines  Eegel- 
schnittnetzes  geschnitten  (Th.  d.  K.  §  63). 

Dies  geht  nämlich  unmittelbar  aus  der  Konstruktion 
des  Flächenbündels  hervor,  welches  durch  drei  willkürliche 
nicht  demselben  Büschel  angehorige  Flächen  JP}*^  F^^  F^** 
bestimmt  wird;  diese  drei  Flächen  schneiden  nämlich  eine 
beliebige  Ebene  in  drei  Kegelschnitten^  die  nicht  demselben 
Kegelschnittbüschel  angehören,  sondern  zur  Bestimmung  eines 
Kegelschnittnetzes  dienen,  und  die  Konstruktion  der  Kegel- 
schnitte des  Netzes  aus  den  zunächst  sich  darbietenden  drei 
Büscheln,  die  zu  neuen  Büscheln  führen  u.  s.  f.  ist  genau 
dieselbe,  wie  die  Konstruktion  der  Flächen  des  Bündels. 

Aus  den  Eigenschaften  des  Kegelschnittnetzes  folgen  die- 
jenigen des  Flächenbündels  ohne  weiteres.  Wir  wissen: 
„Durch  einen  willkürlich  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitt' 
netzes  angenommenen  Punkt  p  gehen  unendlich-viele  Kegel- 
schnitte  des  Netzes  und  bilden  ein  Büschel^';   daraus  folgt: 

Durch  einen  willkürlich  angenommenen  Punkt 
p  des  Raumes  gehen  unendlich-yiele  Flächen  eines 
Flächeubündels  2.  0.  und  bilden  ein  Flächenbü- 
schel. 

Hieraus  ergiebt  sich,  dafs  durch  einen  willkürlich 
angenommenen  Punkt  p  des  Kaumes  nur  eine  ein- 
zige Raunikurve  4.  ().  geht,  welche  einem  gegebe- 
nen Büschel  solcher  Raumkurven  angehört. 

Das  Büschel  von  Raumkurven  4.  0.  ist  daher  nur  ein 
Gebilde  von  einfach-unendlicher  Mächtigkeit 

Wir  wissen,  dafs  durch  zwei  in  der  Ebene  eines  Kegel- 
schnittnetzes willkürlich  angenommene  Punkte  nur  ein  ein- 
ziger  Kegelschnitt    des   Netzes    hindurchgeht;    daraus    folgt: 

Durch  zwei  willkürlich  angenommene  Punkte  p 
und  pi  des  Raumes  geht  nur  eine  einzige  Fläche 
eines  Flächen  bündeis  2.  0.,  aulser  wenn  beide  Punkte 
)>  und  pi  auf  einer  und  derselben  Raumkurve  4.  O.  liegen, 
welche  dem  gegebenen  Büschel  solcher  Raumkurven  angehört. 

Hieraus  ergiebt  sich,  dafs  das  Flächenbüudel  ein  Gebilde 
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Yon  doppelt-unendlicher  Mächtigkeit  ist;  weil  jedes  Element 
desselben  zwei  Willkiirlichkeiten  enthält. 

Wir  wissen  femer,  dafs  irgend  zwei  Büschel  in  einem 
Kegelschnittnetze  allemal  einen  Kegelschnitt  gemeinschaftlich 
haben.     Hieraus  folgt: 

Durch  irgend  zwei  Raumkurven  eines  Büschels 
von  Raurakurven  4.  0.  geht  allemal  eine  Fläche» 2.  0. 

Wir  wissen  ferner:  Unter  den  Kegelschnitten  eines 
Netzes  giebt  es  unendlich  viele,  welche  in  Linienpaare  zer- 
fallen, und  die  Doppelpunkte  dieser  Linienpaare  liegen  auf 
einer  Kurve  dritten  Grades,  der  Tripelkurve  des  Netzes; 
daraus  folgt,  da  eine  Ebene,  welche  eine  Fläche  zweiten 
Grades  in  einem  Linienpaar  schneidet,  allemal  Berührungs- 
ebene der  Fläche  ist: 

Unter  den  Flächen  eines  Flächenbündels  2.  0. 
giebt  es  unendlich-viele,  welche  eine  gegebene 
Ebene  berühren;  die  Berührungspunkte  liegen  auf 
einer  allgemeinen  Kurve  dritten  Grades;  und  so- 
dann: 

Die  sämtlichen  in  einer  Ebene  enthaltenen 
Sehnen  für  alle  Raumkurven  4.  0.,  welche  einem 
und  demselben  Büschel  angehören,  umhüllen  eine 
ebene  Kurve  dritter  Klasse. 

Gehen  wir  von  den  drei  nicht  demselben  Büschel  an- 
gehörenden Flächen  i^<^>  F^^^  F^,  welche  das  Flächenbündel 

bestimmen^  zu  den  ihnen  gemeinschaftlichen  acht  associierten 
Punkten,  den  Grundpunkten  des  Bündels,  über,  so  erkennen 
wir  jetzt  den  Zusammenhang   derselben  in  folgender  Weise: 

Wir  haben  gesehen,  dafs  durch  einen  willkürlich  ge- 
wählten Punkt  !p  des  Raumes  eine  einzige  Raumkurve  4.  0. 
geht,  welche  dem  gegebenen  Büschel  von  Raumkurven  mit 
denselben  acht  Grundpunkten  angehört.  Diese  Raumkurve 
ist  aber  durch  den  Punkt  p  und  irgend  sieben  von  den  acht 
Grundpunkten  schon  bestimmt;  sie  mufs  aber  auch  durch 
den  achten  Grundpunkt  gehen;  wir  schliefsen  hieraus: 

Alle  Raunikurven  4.  0.,  welche  durch  dieselben 
sieben  Punkte  des  Raumes  gehen,  müssen  sich 
notwendig  noch    in    einem    und    demselben   achten 
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Punkte  treffen,  ond  solche  achtPnnkte  bilden  die 

Urundpankte  eines  Büschels  Ton  RaumknrTen  4.  O. 

Bezeichnen  wir  dnrch  C\*>   nnd  C^  zwei  Raninkurren, 

die  dnrch  dieselben  sieben ,  also  auch  den  achten  GmnJ- 
punkt  gehen,  aber  Tersehieden  Ton  einander  sind,  so  wiäs^n 
wir,  dais  sie  auf  einer  Fläche  F^  liegen  mflssen;  legen  wir 
durch  die  erste  eine  andere  Fläche  jF]-*  und  durch  die  zweit«> 
eine  andere  Fläche  ^^,  so  haben  wir  drei  Flächen  2.O.,  welche 
nicht  demselben  Büschel  angeboren,  aber  durch  dieselben  sieben 
Punkte  gehen;  sie  müssen  auch  durch  den  achten  Punkt 
gehen;  wir  schliefsen  also: 

Alle  Flächen  2.  O.,  welche  durch  dieselben 
sieben  Punkte  des  Raumes  gehen,  müssen  noch 
durch  einen  und  denselben  achten  Punkt  gehen, 
und  solche  acht  Punkte  bilden  die  Grundpunkte 
eines  BQndels  von  Flächen  3.  O.*) 

Bei  einer  solchen  Gruppe  Ton  acht  associierten  Punkten 
des  Raumes  ist  einer  durch  die  sieben  Qbrigen  bestimmt  and 
kann  linear  konstruiert  werden.  Wir  können  uns  zu 
dieser  Konstruktion  auch  solcher  in  dem  BQschel  Ton  Raum- 
kurren  4.  O.  enthaltenen  Raumkurren  bedienen,  welche  zer> 
fallen  in  eine  Raumkurve  3.  O.  und  eine  Gerade,  die  not- 
wendig Sehue  der  Raumkunre  3.  O.  sein  mul^;  dadurch 
wird  die  Konstruktion  auf  eine  schon  früher  (S.  2ol  und  44r> 
geloste  Aufgabe  zurückgeführt  und  kann  folgend ermaisen 
bewerkstelligt  werden: 

Sind  sieben  Punkte  im  Räume  willkürlich  ge- 
geben: 

12  3  4  5  6  7, 

so  lege  man  durch  12  3  4  5  6  die  einzige  Raum- 
kurve 3.  0.  Z*'^',  welche  durch  diese  sechs  Punkte^ 
bestimmt  wird  und  ziehe  durch  7  die  einziire 
Sekante  /  derselben:  man  lege  zweitens  durch 
12  345  7  die  einzige  RaumkurTe  ('^^\  welche  durch 

diese  sechs  Punkte  bestimmt  wird,  und  ziehe  durch 
6   die   einzige   ^^ekante    <;,   derselben:    dann    treffen 

'*    Hesse:    iK?  ourri*  et   supt^rticieba»  «econdi  ordiim,   Crelle  ♦ 
Journal  Bd.  XX,  :^.  i97. 
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sich  die  beiden  Geraden  l  und  g^  in  dem  gesuchten 
achten  Punkte^  so  dafs  alle  Flächen  2.  0.;  welche 
durch  irgend  7  dieser  acht  Punkte  hindurchgehen, 
auch  durch  den  achten  gehen  müssen. 

Die  Aufgabe  aber:  ^^ durch  einen  gegebenen  Punkt  die 
einzige  Sekante  einer  Raumkurve  3.  0.  zu  ziehen^  von  welcher 
sechs  Punkte  gegeben  sind,"  haben  wir  früher  (S.  234  und 
445)  auf  lineare  Weise  gelost. 

Die  vorige  Konstruktion  läfst  sich  auch  aussprechen  als 
eine  Eigenschaft  von  acht  associierten  Punkten  im  Räume, 
den  Grundpunkten  eines  Flächenbündels: 

Acht  associierte  Punkte  im  Räume,  die  Grund- 
punkte eines  Flächenbündels,  besitzen  immer  die 
Eigenschaft,  dafs,  wenn  man  irgend  sechs  von 
ihnen  du/'ch  eine  Raumkurve  3.  0.  verbindet,  die 
Verbindungslinie  der  beiden  übrigen  eine  Sekante 
derselben  sein  mufs.*) 

Nehmen  wir  daher  irgend  sechs  Punkte  des  Raumes 

12  3  4  5  6 

und  fassen  das  einfache  Sechsflach  auf,  welches  von  den 
sechs  Ebenen  gebildet  wird: 

[123]     [234]    [345]     [456]    [561]     [612], 

dann  können  wir  die  drei  Paare  gegenüberliegender  Ebenen : 

[123]  und  [456] 
[234]  und  [561] 
[345]     und     [612] 

als  drei  besondere  -Flächen  2.  0.  auffassen ,  welche  zur  Be- 
stimmung eines  Flächenbündels  dienen  oder  sich  in  acht 
associierten  Punkten,  den  Grundpunkten  des  Bündels,  treffen ; 
von  diesen  acht  Punkten  sind  sechs  offenbar  folgende: 

12  3  4  5  6 
und  die   beiden  übrigen  sind  die  Schnittpunkte: 

y  =  ([123],  [345],  [561]) 
V  =  ([234],  [456],  [612]),       " 

♦)  Vgl.  P.  Serret:  Geometrie  de  direction.    Paris  1869,  p.  311 

SchrOteu,  Thoor.  d.  Oberfl.  2.  Ordn.  45 
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die  Yerbmdungslinie  {):^|  mufs  also  nach  dem  yorigen  Satze 
eine  Sekante  der  Raumkorre  C^^  sein,  welche  durch  die  sechs 
Punkte  12  3  4  5  6  bestimmt  wird.   Dies  giebt  folgenden  Satz: 

Wenn  man  sechs  beliebige  Punkte  des  Baumes 
in  irgend  einer  Weise  ordnet  und  durch  je  drei 
auf  einander  folgende  eine  Ebene  legt,  so  erhält 
man  6in  räumliches  Sechsflach,  bei  welchem  der 
Schnittpunkt  der  drei  ungeradstelligen  Ebenen 
mit  dem  Schnittpunkte  der  drei  geradstelligen 
Ebenen  verbunden  allemal  eine  Sekante  der  Baum- 
kurve  3.  0.  liefert,  welche  durch  die  sechs  gegebenen 
Punkte  bestimmt  wird. 

Durch  Yertauschung  der  sechs  gegebenen  Punkte  kann 
man  dadurch  sechzig  Sekanten  der  Baumkurve  3.  O.  erhal- 
ten, deren  weiterer  Zusammenhang  zu  ermitteln  .wäre. 

Acht  associierte  Punkte  im  Baume  treten  allemal  auf,  wo 
wir  drei  Flächen  2.  0.  haben,  die  nicht  demselben  Flächen- 
büschel angehören;  z.  B.  haben  wir  auf  S.  135  gesehen,  dafs 
sich  durch  die  acht  Ecken  zweier  Polartetraeder  eines  räum- 
lichen Polarsystems  eine  Anzahl  von  einschaligen  Hyper- 
boloiden legen  lassen,  die  offenbar  nicht  alle  demselben 
BQschel  angehören.  [Denn  bezeichnen  wir  durch  a  b  c  b  und 
a|  b|  C]  b,  die  Ecken  zweier  Polartetraeder  eines  gegebenen 
raumlichen  Polarsystems,  so  sind,  wie  wir  gesehen  haben,  die 
beiden  EbenenbQschel  projektivisch: 

|abl[cbc,M  A|a,bJ[cbc,b,] 

und  erzeugen  ein  Hyperboloid  $|[**,   welches    durch   die  acht 

Ecken  der  beiden  Polartetraeder  hindurchgeht;  ebenso  liefert 
die  Projektivitat: 

'ac|[bbbib,]  A  'aiC,:  [bbbjb,] 

ein  zweites  Hyperboloid  S^^^  von  derselben  Eigenschaft  und 
die  Projektivitat: 

|bc  [aba,b,  i  A  |b,c,   [aba,b,] 
ein  eben  solches  drittes  Hyperboloid  ^^ .   Diese  drei  Hyperbo 
loide  geboren  aber  im  allgemeinen  nicht  demselben  Büschel  an, 
denn  sonst  müfsten  sie  die  Ebene  [abc]  in  drei  Kegelschnitten 
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schneiden,  die  einem  Büschel  angehören,  und  da  diese  drei 
Kegelschnitte  in  drei  Linienpaare  zerfallen,  von  denen  je  ein 
Teil  die  Geraden  |ab|,  |ac|,  |bc|  sind,  so  müssten  die  drei 
andern  Teile  drei  Gerade  sein,  welche  sich  in  einem  Punkte 
träfen,  d.  h.  die  drei  Schnittlinien  der  Ebenen  [a,  b,  c]  [a,  C|  b] 
[bjCia]  mit  der  Ebene  [abc]  müfsten  durch  einen  Punkt 
laufen,  oder,  was  dasselbe  sagt,  die  vier  Ebenen: 

[abc|    [aib,cj    [ai'c,b]    fb,c,a] 

müfsten  sich  in  einem  Punkte  trefiFen.  Dies  wird  aber  im 
allgemeinen  nicht  der  Fall  sein,  denn  die  sechs  Punkte  abc 
a|  b|  Ci  reichen  noch  nicht  aus  zur  Bestimmung  eines  räum- 
liehen  Polarsystems,  können  vielmehr  ganz  willkürb'ch  an- 
genommen werden  und  repräsentieren  nur  sechs  Paare  kon- 
jugierter Punkte  des  Polarsystems.  Zwischen  diesen  sechs 
willkürlich  zu  wählenden  Punkten  wird  daher  keine  Bedingung 
obwalten,  und  die  drei  vorigen  Hyperboloide  werden  daher 
nicht  demselben  Büschel  angehören.]  Wir  schliefsen  hieraus 
den  Satz: 

Die  acht  Ecken  zweier  beliebigen  Polartetra- 
eder eines  räumlichen  Polarsystems  bilden  eine 
solche  Gruppe  von  acht  associierten  Punkten  des 
Raumes,  dafs  jede  Fläche  2.  0.,  welche  durch  sieben 
derselben  hindurchgeht,  auch  durch  den  achten 
Punkt  gehen  mufs. 

Eine  andere  Gruppe  von  acht  associierten  Punkten  des 
Raumes  haben  wir  auf  S.  459  kennen  gelernt,  indem  wir  drei 
durch  einen  Punkt  D  gehende  Strahlen  abc  und  drei  durch 
einen  Punkt  O]  gehende  Ebenen  a^  ß^  y^  annehmen;  dann 
schneiden  sich  die  drei  Ebenenpaare: 

[6c]  und  «1 ,     [ca]  und  ß^,     [ah]  und  yj 

in  einer  Gruppe  von  acht  associierten  Punkten.  — 

Die  Flächen  eines  Bündels  2.  0.  mit  denselben  acht 
Grundpunkten  liefern  ähnliche  Polaritätsbeziehungen,  wie  die 
des  Flächenbüschels. 

Das  Flächenbündel  ist  bestimmt  durch  drei  nicht  dem- 
selben Büschel  angehörige  Flächen  2^f  2^f  F^^\  Die  beiden 

Flächen  F^^^  und  F^^  bestimmen  ein  Flächenbüschel  mit  der 

46* 
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Gnmdkurve  &^i,  die  Flachen  Ff^  und  Ff  ein  Flachen 
büschel  mit  der  GrundkurTe  C^^^;  die  beiden  Flichenböschel 
haben  also  die  Fläche  F^^  gemeinschaftlich ,  welche  durch 
beide  Grondkunren  CjJ*  und  CjJ^  geht  Ke  Polarebenen  eines 

willkürlich  im  Räume  gewählten  Punktes  p  in  Bezug  auf  alle 
Flachen  des  ersten  Büschels  gehen,  wie  wir  wissen  (S.  695\ 
durch  eine  feste  Gerade  Z,,^  die  Polarebenen  von  p  in  Bezug 
auf  sämtliche  Flächen  des  zweiten  Büschels  gehen  eben&Uä 
durch  eine  feste  Gerade  Z,},  und  die  beiden  Geraden  fj*  f|. 
müssen  in  einer  Ebene  liegen,  -nämlich  der  Polarebene  des 

Punktes  p  in  Bezug  auf  die  Fläche  -F^*^,    weil   diese    sowdil 

durch  /|2  9  ^  ^^^^  durch  /,}  gehen  mufs;  die  beiden  Geraden 
l^^  und  /|,  begegnen  sich  daher  im  allgemeinen  in  einem 
Punkte  q  i^wofem  sie  nicht  insbesondere  ganz  zusammen- 
faUen;.  Irgend  eine  Fläche  aus  dem  ersten  Büschel  nsd 
irgend  eiue  Fläche  aus  dem  zweiten  Büschel  bestimmen  ein 
neues  Flächenbüschel,  und  die  Polarebenen  von  p  in  Bezug 
auf  alle  Flächen  dieses  Büschels  laufen  ebenfalls  durch  eine 
feste  Gerade,  welche  offenbar  durch  q  gehen  muis,  weil  die 
Polarebenen  zweier  besonderen  Flachen  dieses  Büschels  dorck 

q  gehen.    In  gleicher  Weise  können  wir  durch  Fl^  und  Ff 

ein    Fiächenbüschel   bestimmen,  dessen    Grundkurre  C'^   isL 

und  irgend  eine  Fläche  dieses  Büschels  mit  einer  der  früheren 
zur  Bildung  neuer  Flächenbüschel  in  Verbindung  setzen.  Die 
Polarebeuen  von  r  in  Bezug  auf  alle  diese  Flächen  der  so  ent- 
stehenden Büschel  erfüllen  alle  dieselbe  Bedingung,  durxh  a 
zu  gehen:  wir  sehen  also: 

Die  Polarebenen  eines  festen  Punktes  r  in 
Bezug  auf  sämtliche  Flächen  eines  Flächenbün- 
dels 2.  0.  lauten  durch  einen  und  denselben  festen 
Punkt  c  und  bilden  also  ein  EbeuenbündeL 

Dieses  Elen^rnluudel  ist  von  gleicher  Mächtigkeit  mit 
dem  FlächfiibünJel.  und  beide  Gebilde  sind  durch  imseie 
Konstruktion  kollinrar  »j>rojektivisch )  auf  einander  bezogen. 
so  dai's  jeder  Flfkche  des  Flächeubündels  eine  bestimmte  Ebene 
dos  LtH»nen bündeis  entspricht.  Nehmen  wir  daher  von  irgend 
zwei  Punkten  t  und  r   des  Raumes  die  Polare>benen  in  Beziur 
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auf  sämtliche  Flächen  eines  Bündels ;  so  erhalten  wir  zwei 
Ebenenbündel  mit  den  Mittelpunkten  q  und  q\  die  in  kol- 
linearer Beziehung  stehen,  und  da  die  Schnittlinien  entspre- 
chender Ebenen  zweier  kollinearen  Bündel  die  sämtlichen 
Sekanten  einer  Raumkurve  C^^^  sind  (S.  443),  so  folgt: 

Die  zu  einer  festen  Geraden  Z(=  |p:|)'|)  konjugier- 
ten Geraden  in  Bezug  auf  sämtliche  Flächen  eines 
Bündels  mit  denselben  acht  Grundpunkten  bilden 
das  System  sämtlicher  Sekanten  einer  Raumkurve 
3.  0.  C(8). 

Nennen  wir  )).und  q  zwei  konjugierte  Punkte  in 
Bezug  auf  das  Flächenbündel,  wenn  sie  die  Eigen- 
schaft besitzen,  dafs  die  Polarebenen  von  p  in  Bezug  auf  alle 
Flächen  des  Bündels  durch  q,  also  auch  umgekehrt  die  Polar- 
ebenen von  q  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  Bündels  durch 
f)  laufen,  dann  ist  q  nichts  anderes,  als  der  Durchschnitts- 
punkt der  drei  Polarebenen  von  p  in  Bezug  auf  drei  nicht 
demselben  Büschel  angehörige  Flächen  des  Bündels;  wenn 
wir  daher  )p  auf  einer  beliebigen  Geraden  l  verändern,  so 
wird  q  der  Durch schnittspunkt  dreier  entsprechenden  Ebenen 
von  drei  projekti vischen  Ebenenbüscheln  sein,  deren  Axen 
die  drei  zu  l  konjugierten  Geraden  in  Bezug  auf  die  drei 
angenommenen  Flächen  des  Bündels  sind,  also  ist  der  Ort 
von  q  (S.  228)  die  Raumkurve  3.  0.  (?^J,  deren  Sehnen  die 
zu  l  konjugierten  Geraden  in  Bezug  auf  die  drei  an- 
genommenen Flächen  des  Bündels  sind;  hiemach  erhalten 
wir  den  Satz: 

Die  zu  den  sämtlichen  Punkten  p  einer  festen 
Geraden  l  konjugierten  Punkte  q  in  Bezug  auf  ein 
Flächenbündel  2.  O.  liegen  auf  einer  Raumkurve 
3.  0.  C^^^  für  welche  die  sämtlichen  konjugierten 
Geraden  von  l  in  Bezug  auf  die  einzelnen  Flächen 
des  Bündels  Sekanten  sind. 

Wenn  man  von  drei  beliebigen  Punkten  p,  >l>2  Vz  ^®s 
Raumes  die  sämtlichen  Polarebenen  bestimmt  in  Bezu^  auf  ein 
Flächenbündel  2.  0.,  so  erhält  man  drei  kollineare  Ebenen- 
bündel, deren  Mittelpunkte  (\^  q2  qa  sind;  der  Schnittpunkt  je 
dreier  entsprechenden  Ebenen  der  drei  kollinearen  Ebenen- 
bündel, d.  h.  der  drei  Polarebenen  von  )>,  ))j  !p3  in  Bezug  auf 
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eine  und  dieselbe  Fläche  des  Bündels^  ist  der  Pol  der  Ebene 
[)^  1)^2^3]  ^  Bezug  auf  diese  Fläche.  Das  Elrzeugnis  der  drei 
kollinearen  EbenenbQndel  ist  also  der  Ort  der  Pole  einer 
festen  Ebene  £  "=»  [)>i)>2p3]  in  Bezug  l&uf  alle  Flächen  eines 
Flächenbündels  2.  0.  Dieses  Erzeugnis  ist  eine  allgemeine 
Fläche  3.  0.*),  wie  a.  a.  0.  nachgewiesen  wird;  wir  erhalten 
also  den  Satz: 

Der  Ort  der  Pole  einer  festen  Ebene  in  Bezug 
auf  sämtliche  Flächen  eines  Flächenbündels  2.  0. 
ist  eine  allgemeine  Fläche  3.  0.  F^^^^  auf  welcher 
gleichzeitig  die  konjugierten  Poinkte  zu  sämt- 
lichen Punkten  der  festen  Ebene  in  Bezug  auf  das 
Flächenbündel  liegen. 

Das  letztere  folgt  aus  der  Bemerkung,  dafs  das  Erzeug- 
nis der  drei  kollinearen  Ebenenbündel  auch  durch  die  drei 
Mittelpunkte  qj  q2  qa  der  drei  Bündel  hindurchgeht,  d.  h.  die 
drei  konjugierten  Punkte  zu  )f>^  f),  Vzf  ^^  ^^^^  ^^^  konjugier- 
ten Punkte  zu  allen  Punkten  der  Ebene  s  <»  [p^  p^  P3I  ^  Bezug 
auf  das  Bündel  enthalten  mufs.  Femer  folgt  mit  Rücksicht 
auf  den  vorhin  gefundenen  Satz: 

Die  zu  sämtlichen  Punkten  )>  einer  Geraden  / 
konjugierten  Punkte  q  in  Bezug  auf  ein  Flächen- 
bündel 2.  0.  liegen  auf  einer  Raumkurve  3.  O.  C'*>; 
jeder  Geraden  l  des  Raumes  wird  dadurch  eine  ge- 
wisse Raumkurve  C^^^  zugeordnet;  die  den  sämt- 
lichen Geraden  l  einer  festen  Ebene  s  zugeord- 
neten Raumkurven  C^^^  liegen  auf  einer  und  der- 
selben Fläche  3.  0.  jP^. 

Wir  wissen  endlich  (S.  697),  da6  die  Pole  einer  festen 
Ebene  £  in  Bezug  auf  sämtliche  Flächen  eines  Büschels  auf 
einer  Raumkurve  3.  0.  C/*^  liegen;  fassen  wir  daher  sämt- 
liche Flächenbüschel  auf,  die  in  einem  Flächenbündel  2.  0. 
enthalten  sind,  so  erhalten  wir  folgenden  Satz: 


*)  H.  Schröter:  Nachweis  der  27  Geraden  auf  der  allgemeinen 
Oberfläche  3.  0.,  Borchardt'»  Journal  Bd.  62.  S.  265.  C.  F.  Gelier: 
Einige  geometrische  Beobachtungen,  VierteljahrgBchrifl  der  Züricher 
Natui-forßcher  -  Gesellßchaft  1865.  R.  Sturm:  Synthetische  Unt4?r- 
•uchungen  über  Flächen  3.  0.    Leipzig  1867. 
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Die  Pole  einer  festen  Ebene  £  in  Bezug  auf  die 
Flächen  eines  Flächenbüschels  2.  0.  liegen  auf  einer 

Raumkurve  3.  0.  Cf^;  für  alle  Flä.chenbüschel, 
welche  einem  und  demselben' Flächenbündel  2.  0« 
angehören,   erfüllen  die  zugehörigen  Baumkurven 

C^^  eine   und   dieselbe   Fläche   3.  0.  jF^^^;  wir  können 

also  auch  sagen:  Die  Pole  einer  festen  Ebene  c  in 
Bezug  auf  sämtliche  Flächen  eines  Flächenbündels 
2.  0.  liegen  auf  einer  Fläche  3.  0.  F^^K 

Wenn  man  von  zwei  verschiedenen  Ebenen  s  und  £^  die 
Pole  in  Bezug  auf  sämtliche  Flächen   eines  Flächenbündels 

2.  0.  aufsucht,  so  erhält  man  zwei  Flächen  3.  0.  F^^^  und  F^^\ 

die  sich  im  allgemeinen  in  einer  Raumkurve  9.  0.  schneiden. 
Dieselbe  zerfällt  aber,  wie  wir  leicht  sehen,  in  eine  Raum- 
kurve 3.  0.  C^^^  und  eine  Raumkurve  6.  0.  C^^l  Denn  die 
Schnittlinie  l  =  |  £  £,  |  enthält  die  den  beiden  Ebenen  gemein- 
schaftlichen Punkte,  deren  konjugierte  Punkte  in  Bezug  auf 
das  Bündel  auf  einer  Raumkurve  C^^^  liegen;  nehmen  wir 
also  einen  beliebigen  Punkt  j:,  welcher  den  beiden  Flächen 

F^^^  und  F^^^  gemeinschaftlich  ist,  so  mufs  j:  gleichzeitig  der 
Pol  von  6  und  von  a^  sein  in  Bezug  auf  dieselbe  oder  in 
Bezug  auf  zwei  verschiedene  dem  Bündel  angehörige  Flächen; 
ist  das  letztere  der  Fall,  so  ist  auch  j:  gleichzeitig  der  Pol 
von  €  und  von  s^  in  Bezug  auf  sämtliche  Flächen  des 
Büschels,  welches  diese  beiden  Flächen  bestimmen;  denn  in 
dem  Punkte  j:  müssen  sich  die  beiden  konjugierten  Geraden 
zu  2  =  {  £fj  I  in  Bezug  auf  die  beiden  Flächen  2.  0.  treffen; 
da  nun  die  sämtlichen  konjugierten  Geraden  zu  l  in  Bezug 
auf  die  Flächen  eines  Büschels  (S.  696)  eine  Regelschar  eines 
Hyperboloids  bilden,  so  mufs  dasselbe,  falls  zwei  Erzeugende 
der  Regelschar  sich  treffen,  in  einen  Kegel  ausarten,  durch 
dessen  Mittelpunkt  j:  auch  alle  übrigen  Erzeugenden  gehen; 
die  konjugierten  Geraden  zu  l  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des 
Bündels  sind  aber  die  sämtlichen  Sekanten  einer  Raumkurve  C^> 
(S.  709),  und  da  die  besonderen  Sekanten,  auf  welche  wir  gekom- 
men sind,  durch  denselben  Punkt  j:  geheü  und  einen  Kegel 
2.  0.  bilden,  so  ist  j:  ein  Punkt  der  Raumkurve  JC^^\  welclie 
den  konjugierten  Punkt  q  von  sämtlichen  Punkten  ^  der  Ge- 
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raden  l  in  Bezug  auf  das  Flächenbündel  enthält.  Der  ge- 
samte Schnitt  der  Flächen  F^^^  und  F^^^  zerfällt  also  in  eine 
(7(3)  und  die  übrig  bleibende  C^^K  Jeder  Punkt  j:  der  Raum- 
kurve C^^^  mufs  daher  die  Eigenschaft  besitzen,  der  Pol  von 
€  und  e^  in  Bezug  auf  eine  und  dieselbe  Fläche  des  Bündels 
zu  sein.  Wenn  aber  zwei  verschiedene  Ebenen  b  B^  in  Bezog 
auf  eine  Fläche  2.  0.  denselben  Pol  >:  haben,  so  kann  diese 
Fläche  nur  ein  Kegel  sein;  denn  umgekehrt  fallen  die  Pole 
aller  Ebenen  des  Raumes  in  Bezug  auf  einen  Kegel  2.  O.  in 
einen  und  denselben  Punkt,  den  Mittelpunkt  des  Kegels,  zu- 
sammen (mit  Ausnahme  solcher  Ebenen  die  durch  den  Mittel- 
punkt des  Kegels  selbst  gehen,  und  für  jede  solche  Ebene 
giebt  es  nicht  nur  einen  Pol,  sondern  unendlich  viele  Pole, 
die  auf  dem  Polarstrahl  der  Ebene  liegen  (S.  34  und  508)). 
Wir  schliefsen  hieraus,  dafs  der  Punkt  j:  der  Mittelpunkt  eines 
Kegels  sein  muls,  welcher  dem  Flächenbündel  angehört,  also: 

Unter  den  Flächen  eines  Flächenbündels  2.  ü. 
giebt  es  unendlich-viele,  welche  in  Kegel  2.  O.  aus- 
arten; die  Mittelpunkte  aller  dieser  Kegel  liegen 
auf  einer  Raumkurve  6.  0.  C^^K 

Da  wir  wissen  (S.  698),  dafs  in  einem  Flachenbüschel 
2.  0.  vier  Kegel  vorkommen,  deren  Mittelpunkte  die  Ecken 
eines  Tetraeders  bilden,  welches  ein  Polartetraeder  ist  in  Be- 
zug auf  sämtliche  Flächen  des  Büschels,  so  können  wir  den- 
selben Satz  auch  so  aussprechen: 

Irgend  zwei  Flächen  unter  sämtlichen  Flächen 
eines  Bündels  2.  0.  haben  ein  gemeinschaftliches 
Polartetraeder.  Die  je  vier  Ecken  aller  solcher 
Polartetraeder  liegen  auf  einer  Raumkurve  Ü.  0. 
C^^\  Diese  kann  daher  den  Namen  „Quadrupelkurve"  führen, 
entsprechend  der  „Tripelkurve*'  beim  Kegelschnittnetz. 

Da  der  Pol  einer  beliebigen  Ebene  in  Bezug  auf  einen 
Kegel  allemal  der  Mittelpunkt  dieses  Kegels  ist,  wofern  sie 
nicht  selbst  durch  diesen  Mittelpunkt  geht,  so  folgt: 

Eine  beliebige  Ebene  i  des  Raumes  hat  zum 
Ort  der  ihren  Punkten  p  in  Bezug  auf  das  Flächen- 
bündel konjugierten  Punkte  ci  eine  Fläche  8.  Ü.  F''; 
für    alle    Ebenen    §    des    Raumes   laufen    die   zuge- 
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hörigen  Flächen  JP'^^)  durch  eine  und  dieselbe  Raum- 
kurve 6.  0.  C^^K  und   irgend  zwei   solcher  Flächen 

F^^^  und  F^^  schneiden  sich  aufs  er  in  C^^^  noch  in  der- 
jenigen Raumkurve  3.  0.,  auf  der  die  konjugierten 
Punkte  q  zu  den  Punkten  ^  der  Schnittlinie  {  ^gj  | 
liegen. 

Betrachten  wir  irgend  einen  Punkt  q  der  Raumkurve 
C^^^,  so  muls  sein  konjugierter  Punkt  in  Bezug  auf  das 
Flächenbündel  sowohl  in  der  Ebene  e^  als  auch  in  der  Ebene 
£i  liegen;  er  kann  aber  nicht  in  der  Schnittlinie  beider  Ebenen 
liegen  Iffj!,  weil  den  Punkten  ^)  derselben  die  Punkte  der 
Raumkurve  C<^>  konjugiert  sind;  folglich  mufs  der  Punkt  q 
zwei  verschiedene  konjugierte  Punkte,  einen  in  der  Ebene  s 
und  einen  in  der  Ebene  £,  haben,  d.  h..die  Polarebenen  von 
q  in  Bezug  auf  sämtliche  Flächen  des  Bündels  müssen  sowohl 
durch  den  einen,  wie  durch  den  andern  Punkt  gehen,  also 
die  Verbindungslinie  beider  Punkte  gemein  haben;  wir 
schliefsen  hieraus: 

Es  giebt  einfach-unendlich-viele  Punkte  im 
Räume,  deren  Polar  ebenen  in  Bezug  auf  die  Flächen 
eines  Bündels  durch  eine  und  dieselbe  Gerade  gehen; 
alle  solche  Punkte  liegen  auf  der  Raumkurve  C^^\ 
welche  die  Mittelpunkte  aller  Kegel  enthält,  die 
in  dem  Bündel  vorkommen. 

In  diesem  Falle  erweitert  sich  der  zu  einem  Punkte  q 
in  Bezug  auf  das  Flächenbündel  konjugierte  Punkt ))  zu  einer 
Geraden  L  Betrachten  wir  daher  eine  beliebige  Ebene  £ 
und  deren  Punkte  !p,  so  wissen  wir,  dafs  der  gesamte  Ort  der 
zu  ^  konjugierten  Punkte  q  in  Bezug  auf  das  Flächenbündel 
auf  einer  Fläche  F^^^  liegt.  Die  Raumkurve  C^^^  schneidet 
im  allgemeinen  die  Ebene  £  in  sechs  besonderen  Punkten, 
deren  konjugierte  Punkte  in  Bezug  auf  das  Flächenbündel 
sich  zu  sechs  Geraden  erweitern,  welche  ganz  der  Fläche 
Jfi^(3)  angehören  müssen.  Diese  Fläche  3.  0.  F^^)  enthält 
daher  sechs  gerade  Linien: 

»1    «2    «3    ^4    «5    «6- 

Andererseits  wissen  wir,  dafs  die  Pole  der  Ebene  £  in  Bezug 
auf  sämtliche   Flächen   eines  Flächenbündels  2.  0.  auf  der 
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Fläche  i^^>  liegen;  fassen  wir  daher  die  sechs  Kegel  auf, 
deren  Mittelpunkte  in  der  Ebene  €  liegen^  so  wird  der  Pol 
einer  durch  den  Mittelpunkt  eines  Kegels  gehenden  Ebene 
in  Bezug  auf  diesen  Kegel  nicht  mehr  ein  einzelner  Ponkt 
sein^  sondern  sich  zu  einer  Geraden  erweitern,  dem  Polar- 
strahl des  Polarbündels  y  dessen  Kemfläche  der  Kegel  ist 
Diese  sechs  Polarstrahlen  der  Ebene  e  in  Bezug  auf  die  sechs 
Kegel,  deren  Mittelpunkte  die  Durchschnittspunkte  der  Raum- 
kurve  C^^)  mit  der  Ebene  £sind,  werden  daher  sechs  neue  Gerade: 

&i  h  h  h  h  h 

sein,  welche  ganz  der  Fläche  F^^^  angehören. 

EndUch  wissen  wir,.da&  die  zu  sämtlichen  Punkten  p 
einer  Geraden  l  konjugierten  Punkte  q  in  Bezug  auf  ein 
Flächenbündel  2.  0.  auf  einer  Raumkurve  3.  O.  C^'  liegen 
müssen;  sind  nun  p|  p,  Ps  )>4  p6  )>6  ^^  sechs  Kegelmittelpunkte 
in  der  Ebene  e,  und  wählen  wir  für  l  eine  der  15  Verbindungs- 
linien zweier  solchen  Punkte  p,-  pk)  so  wird  die  zugehörige 
Raumkurve  3.  0.  C^^^  zerfaUen;  denn  zu  p,-  giebt  es  nicht 
nur  einen  konjugierten  Punkt  q,*,  sondern  unendlich-viele,  die 
auf  der  Geraden  a,-  liegen,  und  ebenso  zu  fk  unendlich-viele 
konjugierte  Punkte,  die  auf  der  Geraden  at  liegen;  die  Ge- 
raden Qi  ük  sind  also  Teile  der  Raumkurve  C^\  und  der  übrig 
bleibende  dritte  Teil  kann  nur  noch  eine  Gerade  r,!  sein,  die 
den  beiden  Geraden  a,-  ajt  begegnen  mufs,  falls  diese  selbst 
sich  nicht  treffen.  [Letzteres  wird  aber  im  allgemeinen  nicht 
der  Fall  sein,  denn  träfen  sich  Oi  und  at  in  irgend  einem 
Punkte  q^y  so  müisten  nicht  blols  p,  und  q^y  sondern  auch 
pib  und  qa  konjugierte  Punkte  in  Bezug  auf  das  Bündel  sein, 
d.  h.  die  Polarebenen  von  q,*^  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des 
Bündels  müisten  sowohl  durch  p,,  als  auch  durch  pit  gehen, 
also  sich  in  der  Geraden  p,*  p^  schneiden ;  die  Gerade  p,  tk 
mülste  also  auf  der  Fläche  F^^^  liegen,  woraus  folgen  würde,' 
dais  die  Trii>elkurve  des  Kegelschnittnetzes,  welches  die 
Ebene  f  aus  dem  gegebenen  Flächenbündel  ausschneidet,  zer- 
fallen müiste  in  eine  Gerade  und  einen  Kegelschnittt;  dies 
wird  aber  bei  einem  gegebenen  Flächenbündel  und  einer  be- 
liebig angenommenen  Ebene  €  im  allgemeinen  nicht  der  Fall 
sein,  also  begegnen  sich  die  Geraden  o,  und  at  nicht] 
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Demnach  haben  wir  fünfzehn  neue  Gerade  Ctk  auf 
der  Fläche  jF<^>  gefunden.  Die  Gerade  dt  trifft  nicht  nur 
die  beiden  Geraden  a^  und  akj  sondern  auch  die  beiden  Ge- 
raden hi  und  hk  und  läfst  sich  noch  näher  bestimmen.  Da 
nämlich  zu  allen  Punkten  der  Verbindungslinie  |  p,  p;^  {  =»  2 
die  konjugierten  Punkte  in  Bezug  auf  das  Flächenbündel  auf 
der  in  die  drei  Geraden  aiakCik  zerfallenden  Raumkurve  C^^^ 
liegen,  und  die  konjugierten  Punkte  zu  den  Punkten  von  a, 
alle  in  dem  einzigen  Punkte  pj  sich  vereinigen,  sowie  die 
konjugierten  Punkte  zu  den  Punkten  von  a«  sich  alle  in  dem 
Punkte  )pk  vereinigen;  so  müssen  die  zu  den  Punkten  von 
dh  konjugierten  Punkte  die  übrigen  Punkte  der  Geraden 
Z  =  I  ^^^j^l  sein,  d.  h.  wenn  wir  zu  irgend  einem  Punkte  ^)j 
der  Geraden  l  den  konjugierten  Punkt  in  Bezug  auf  das 
Flächenbündel  bestimmen,  so  mufs  derselbe  auf  Cik  liegen. 
Wir  haben  nun  in  dem  Flächenbündel  zwei  besondere  Flächen^ 
nämlich  die  beiden  Kegel  pj*^  und  p[^) ,  deren  Mittelpunkte  :p^. 
und  )pk  sind.  Die  Polarebene  von  einem  beliebigen  andern 
Punkte  px  der  Geraden  l  in  Bezug  auf  den  Kegel  i^f^  mufs 
daher  durch  den  konjugierten  Punkt  a^x  auf  der  Geraden  Cik 
gehen,  und  ebenso  mufs  die  Polarebene  eines  zweiten  Punktes 
p  der  Geraden  l  in  Bezug  auf  den  Kegel  )pf^  durch  den  kon- 
jugierten Punkt  qy  auf  der  Geraden  Cik  gehen.  Die  beiden 
Punkte  ^x  und  !py  haben  aber  dieselbe  Polarebene  in  Bezug 
auf  den  Kegel  ))J.^),  weil  )px  und  ))y  auf  demselben  durch  den 
Mittelpunkt  p^.  des  Kegels  t(S^^  gehenden  Strahle  l  liegen; 
folglich  liegen  q«  und  q^,  also  die  ganze  Gerade  dk  in  der 
Polarebene  des  Strahles  2  «=:  |  f)^  pj^  {  in  Bezug  auf  den  Kegel 
p\2)^  und  in  gleicher  Weise  liegt  c,*  in  der  Polarebene  des 
Strahles  l  in  Bezug  auf  den  Kegel  !|)[');  c^^  ist  daher  die 
Schnittlinie  der  beiden  Polarebenen  des  Strahles 
I  ifi^fk  I  iu  Bezug  auf  die  beiden  Kegel  >ff^  und  )}^%und 
da  in  diesen  beiden  Polarebenen  bez.  die  beiden  Geraden  hi 
und  hk  liegen,  so  begegnet  c^  auch  denselben.  Andererseits 
wissen  wir  aber  auch,  dafs  die  Pole  einer  Ebene  b  in  Bezug 
auf  alle  Flächen  eines  Büschels  auf  einer  Raumkurve  (7/^> 
liegen,  welche  die  Fläche  F^^^  erfüllt,  wenn  wir  alle  Büschel 
nehmen ,  die  in  einem  Flächenbündel  enthalten  sind.  Nehmen 
wir  nun  die  beiden  Kegel;  deren  Mittelpunkte  )>,-  und  )pk  sind, 
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aus  dem  Bündel;  so  dienen  sie  zur  Konstitnierung  eines  be- 
sonderen Fläcbenbüschels,  welches  in  dem  Böndel  enthalten 
ist;  die  Pole  von  £  in  Bezug  auf  dieses  besondere  Flachen- 

büschel  liegen  nun  auf  einer  Raumkurve  Cj*\  welche  zer- 
fallen wird;  denn  der  Pol  von  £  in  Bezug  auf  den  Kegel, 
dessen  Mittelpunkt  pi  ist,  erweitert  sich  zu  der  Geraden  hi^ 
und  der  Pol  von  £  in  Bezug  auf  den  Kegel ,  dessen 
Mittelpunkt   )fk   ist;    erweitert   sich    zu    der   Geraden  6^;    h^ 

und    hk    sind    Teile    der    Raumkurve    C^-    und    der    Qbrig- 

bleibende  dritte  Teil  kann  nur  eine  Gerade  du  sein,  die 
den  beiden  Geraden  bi  und  bk  begegnen  mufs,  falls  diese 
selbst  sich  nicht  treffen;  dies  ist  nicht  der  Fall,  wie  wir 
sogleich  sehen  werden:  denn  da  das  FlächenbQschel ,  wel- 
ches durch  die  beiden  Kegel  p^^*^  und  iff^^ ,  deren  Mittel- 
punkte pj  und  pk  sind;  bestimmt  wird  und  dem  gegebenen 
Flächenbündel  angehört;  ein  gemeinschaftliches  Polartetraeder 
hat,  von  dem  )),  und  )ft  zwei  Ecken,  also  'pipk  '^  l  eine 
Kante  ist;  so  wird  die  Gegenkante  des  Polartetraeders  zu- 
gleich der  konjugierte  Strahl  sein  in  Bezug  auf  samtliche 
Flächen  dieses  Büschels,  d.  h.  auf  ihm  müssen  die  Pole  der 
Ebene  £  in  Bezug  auf  alle  Flächen  dieses  Büschels  liefen. 
Diese  Pole  von  £  in  Bezug  auf  alle  Flächen  dieses  Büschels 
liegen  aber,   wie   wir  wissen,  auf  der  in  die  drei   Geraden 

bi  bk  dit  zerfallenden  Raumkurve  Cj*^ ,  und  nur  in  Bezug  auf 

die  beiden  Kegel  p^**  und  p][*^  erweitem  sie  sich  zu  den  Ge- 
raden bi  und  bk]  die  Pole  von  £  in  Bezug  auf  alle  übrigen 
Flächen  dieses  Büschels  erfQllen  also  die  Gerade  J,^;  die  Ge- 
rade dik  ist  mitbin  die  konjugierte  Gerade  zu  der  Geraden 
1=   p.p^    in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  Büschels,   welches 

durch  die  beiden  Kegel  p|.^^  und  p^*^  bestimmt  wird,  und  hieraus 

folgt,   dafs  dik  die   Schnittlinie  der  beiden  Polarebenen   des 

Strahles  /  «==  |p,pjt|  in  Bezug  auf  die  beiden  Kegel  pJ*'p*'*;also 

identisch  ist  mit  ci.    Da  aber  die  drei  Geraden  bibk  und 

dk  eine   zerfallende  Raumkurve  C^'*  bildeu;  und  Cn,  wie  wir 

gesehen,  die  beiden  Geraden  6,  und  bk  trifft,  so  können  b,  und 
bk  im  allgemeinen  sich  nicht  treffen. 
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Die  Ebene,  welche  )fik  mit  der  Geraden  Cn  verbindet,  ist 
die  Polarebene  des  Punktes  )>,•  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des 

Büschels  [)i>f^  V^])  welche  das  gemeinsame  Polartetraeder  haben, 

von  dem  pi)fk  zwei   Ecken  sind   und   c^  die  Gegenkaute  ist; 

die  Polarebene  von  )),•  in  Bezug  auf  den  Kegel  )f^^^  ist  daher 

die  Ebene  [)>ib^»ib];  da  aber  die  Ebene  e  durch  p,  geht,  so 
mufs   auch  ihr  Pol  in   dieser^Ebene  [p*c,jb]   liegen;   der  Pol 

der  Ebene  s  in  Bezug  auf  den  Kegel  p][^^  erweitert  sich ,  wie 

wir  wissen,  zu  der  Geraden  bjt,  also  enthält  die  Ebene  [!pjfcCa] 
die  Gerade  fe*;  andererseits  wissen  wir,  dafs  der  zu  ^p,-  in  Be- 
zug auf  das  Bündel  konjugierte  Punkt  sich  zu  der  Geraden 
a,  erweitert,  oder,  was  dasselbe  sagt,  die  Polarebenen  von 
pi  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  Bündels  durch  die  Gerade 
a,  laufen ;  folglich  mufs  auch  die  Polarebene  von  ))<  in  Bezug 

auf  den  Kegel  p^^^   durch  a^  laufen;    es   liegt   daher  c.^  mit 

den  beiden  Geraden  a,-  und  hk  in  derselben  Ebene  und  in 
gleicher  Weise  auch  mit  den  beiden  Geraden  6,  und  a*,  wie 
aus  gleichen  Gründen  folgt,  d.  h.  es  ist  die  Gerade: 

Cik  =  |[«i6ib],  [ajfc6.]|. 
Wir  erkennen  hieraus,  dafs  je  zwei  Gerade  a,  und  bk  mit 
verschiedenen  Indices  sich  treffen  müssen,  während  keine  zwei 
a  und  auch  keine  zwei  b  sich  treffen  können,  ebensowenig 
wie  a,  und  bi  mit  gleichem  Index  sich  treffen.  Die  15  Geraden 
Cik  begegnen  sich  auch  in  gewisser  Weise,  denn  nehmen  wir 
zwei  Ebenen: 

[a<6jb]    und    [a^bk-], 

wo  i,lc  von  t,  1c  verschieden  angenommen  werden,  so  schnei- 
den sich  beide  Ebenen  in  einer  Geraden,  welche  der  Fläche 
2^(»)  im  allgemeinen  in  drei  Punkten  begegnen  mufs;  von 
diesen  drei  Punkten  ist  einer  der  Schnittpxinkt  {Uibk),  der 
andere  (a^bk),  der  dritte  Schnittpunkt  mufs  also  sowohl  auf 
der  Geraden  c,*,  welche  die  dritte  in  der  Ebene  [a,-6jb]  ent- 
haltene Gerade  auf  der  Fläche  -F^^>  ist,  als  auch  in  der  Ge- 
raden Cik'  liegen;  die  beiden  Geraden  dk  und  Ci-j^  müssen  sich 
also  begegnen ,  so  oft  i,  h  von  t,  1c  verschieden  sind ;  hieraus 
ergiebt  sich,  dafs  die  Geraden  c,*  nur  auf  15  verschiedene 
Arten  zu  je  dreien,  in  einer  Ebene  liegen,   da  i,  /;  nur  die 
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Zahlen  12  3  4  5  6  annehmen  können ;  zahlen  wir  hierzu  die 
30  Ebenen ;  welche  wir  durch  Verbindung  der  a,  und  6^  er- 
halten, so  haben  wir  im  ganzen  45  £beuen,  welche  die 
Fläche  F*^^  in  je  drei  Geraden  schneiden,  und  auf  welchen 
sich  die  27  Geraden  der  Fläche  Terteilen.  Wir  können  also 
das  Resultat  aussprechen: 

Die  Fläche  3.  0.  jP<»>  enthält  27  gerade  Linien, 
welche  sich  zu  je  dreien  auf  45  Ebenen   verteilen. 

Ein  weiteres  Eingehen  auf  diese  Betrachtungen  würde 
zu  einer  Theorie  der  Flächen  3.  0.  fQhren,  welche  jenseits 
der  Grenzen  liegt,  die  diesem  Buche  gesteckt  sind;  die  reich- 
haltige Literatur,  welche  sich  auf  diesen  Gegenstand  bezieht, 
ist  in  G.  Salmon-Fiedler's  analytischer  Geometrie  des 
Raumes  (Leipzig  1874)  zusammengestellt 
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„    316     „      17  v.  u.  statt  „f^"  lies  „^^". 
„    331      „      17  V.  0.  statt  „^^"  lies  „«^". 


366  ,,        9  V.  u.  statt  „a"  lies  „2  a". 

383  „       1  V.  u.  statt  „(r,  s)"  lies  „(r, «)". 

387  „  10  V.  0.  statt  „|r,i|und  |r,{,l"  Hes  „|pj|  und  |p,|,|". 

388  „       9  V.  u.   in   der  letzten   Kolonne   statt   „ife,  >  l"    lies 

„   410  „  10  V.  0.  statt  „rq"  lies  „rcji". 

„    466  „       3  V.  u.  statt  „prospektivisch"  lies  „perspektivisch". 

„    478  „  14  V.  u.  statt  ,,g^''  lies  „5^0". 

„    484  (statt  284  lies  484)  Zeile  18  v.  o.  statt  „c,"  lies  „*,". 


n 
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730  Berichtigungen. 

Seite  486  Zeile  12  v.  o.  statt  „  dr  "  lies  „ICirJ'*. 
„     496     „       9  V.  u.  statt  yyy^*  lies  „y/*. 
,,     499      „      19  y.  0.  statt  ,, welcher**  lies  „dessen  anderer  Kvgel- 

schar". 
„      531     „      17  V.  u.  statt  ,,so  liegen  a'b'c'b' in  der  Ebene  ^"  lies  ..so 

liegen  a'b'c'b'  in  einer  zu  d  parallelen  Ebene". 

636      „      17  V.  0.  statt     — —  =  -  -  -      hes      -         =    .^  ^    • 

II  mo         VI  in  I»  nt  ^  Jim 

546     „       9  V.  u.  statt  „(mO)* .  ^'  +  (3)^,0)* .  ^^    u.  s.  w." 

ntitn  ntmi 

lies  „  (m  O« .  —  J  +  im,  '^t*.   ^^     u.  s.  w." 
mim  mmi 

P  {F  —  P  ) 

615      II      17  V.  u.  statt  ,.cos«^  =  ^  (P'-P")  " 

lies..cos«^-    j.^^p^_p^j    . 

617     ,1       2  V.  0.  statt  „zu  der  ihr  konjugierten   Uauptebeue" 

lies  „zu  den  durch  sie  gehenden  Ilauptebenou  *'. 

684     „       1  V.  o.  und  in  den  ff.  Zeilen  statt  „cos(ri,a)** 

lies  „sin(Ti,  a)". 
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